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PKEt' AZIONE  ALLA  PRIMA  EDIZIONE 
(Novembre  ISU) 


Nel  libro  che  ho  l'onore  dì  presentare  al  pubblico  degli  bw- 
diosi,  si  trova  riprodotta,  con, molte  aggiunte  e  non  senza  qualche 
lieve  modiflcnzionc,  quella  parte  delle  mie  lezioni  universitarie  che 
è  stata  pubblicata  già  da  molti  anni  in  edizioni  litografate. 

Ogni  paragrafo  è  per  lo  più  accompagnato  da  Noto  ed  Eser- 
cizi. I  teoremi  enunciati  nelle  Note  Ti  sono  anche  quasi  sempre 
dimostrati.  Benché  molti  di  essi  non  siano  meno  importanti  di 
quelli  dimostrati  nel  testo,  ho  stimato  tuttavia  trattarli  separata- 
mente nelle  Note,  potendo  essi  anche  omettersi  in  una  prima  let- 
tura del  libro  senza  che  perciò  venga  pregiudicata  l'intelligenza 
di  ciò  che  segue. 

fra  le  varie  aggiunto  fatte  va  notato  il  capitolo  sai  principìì 
della  teoria  degli  irrazionali  algebrici.  Questa  teoria  non  viene  or- 
dinariamente trattata  nei  corsi  di  algebra  complementare.  Mi  è 
parso  però  che  in  un  libro  sulla  teoria  delle  equazioni  non  potesse 
mancare  il  teorema  dell'impossibilità  di  risolvere  per  radicali  le 
eqnaziODl  di  grado  supcriore  al  quarto,  e  nemmeno  l'allro,  che  è 
pare  di  pertinenza  dell'algebra,  deH'impossìbilitJi  di  trisccare  un 
angolo  qualunque  col  solo  uso  della  riga  e  del  compasso  adope- 
rati nel  senso  di  Euclide.  Del  resto  gli  altri  paragrafi  di  quel  ca- 
pitolo SODO  un  fondamento  indispensabile  per  quanti  vogliano  av- 
viarsi ai  rami  più  elevati  dell'algebra  superiore. 
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PREFAZIONE  ALLA  SECONDA  EDIZIONE 
(Ma^gìu  1898] 


In  questa  nuova  edizione,  ad  eccezione  dei  capitoli  VI,  Vili,  XI  {*) 
rimasti  pressoché  identici  affli  omonimi  della  prima  edizione,  o 
del  capitolo  X  modificalo  soltanto  leggermente,  tutta  l'opera  pre- 
senta, rispetto  alla  prima  edizione,  notevoli  miglioramenti,  rima- 
neggiamenti ed  aggiunte. 

li  capitolo  IX.{**)  è  quasi  interamente  nuovo.  In  questo  capitolo  ho 
stimato  oppoituno  far  seguire  ai  teoremi  fondamentali  sulla  tras- 
formazione lineare  delle  forme  quadratiche  i  principll  della  teoria 
degli  invarianti  e  covarianti  tanto  utili  nella  trattazione  analitica 
delle  proprietà  projettive  delle  flgni%. 

Confido  anche  che  non  sia  per  sembrare  inopportuna  l'introdu- 
zione alla  teoria  delle  funzioni  ellittiche,  fatta  in  modo  sommario 
nelle  Note  (pfigg.  3O'2-306  e  328-330J  ;  giacché  sembra  oggimai 
tempo  che  anche  queste  trascendenti  trovino  un  po'  di  posto,  ac- 
canto alle  trascendenti  elementari,  nei  libri  d'istltnzione  destinati 
a  porre  i  primi  fondamenti  dell'analisi. 

Finalmente  credo  utile  far  sapere  che  tutta  l'opera  è  stata  ac- 
curatamente riveduta  anche  per  quanto  riguarda  l'esattezza  delle 
formole  e  la  correttezza  della  stampa. 


(*)  Che  sono  ri  spetti  vamcD  te  i  capitoli  XIll,  XV  e 
(•■)  Che  6  divenuto  il  XVI  dell»  lena  ediiioiie. 
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PREFAZIONE  ALLA  TERZA  EDIZIONE 
(Maggio  1902) 


La  presente  edizione  delle  mie  lezioni  di  algebra  complementare 
si  distingue  in  partieolar  modo  dalle  precedenti  per  l'aggiantn  di 
alcuni  capitoli  nei  quali  ho  esposto  abbastanza  difTasamento  gli 
elpiDCnti  della  teorìa  dei  numeri  naturali  e  di  qaella  dei  numeri 
negativi  e  frnzionarii,  in  una  parola  quei  primi  fondamenti  del- 
laritmetica  e  dell'algebra  che,  per  il  passato,  si  presupponevano 
già  ben  famigliari  al  lettore. 

È  quasi  inutile  di  far  rilevare  che  aggiunte  cosiffatte  non  po- 
tevano avere  soltanto  lo  scopo  di  rendere  il  libro  nccesaibilo  an- 
che ad  un  lettore  che  mancasse  dei  primi  rudimenti  ;  e  come  in- 
vece io  sia  convinto  che  esse  potranno  riuscire  di  qualche  van- 
taggio anche  a  quella  particolare  classe  di  studiosi  ai  quali  il  mio 
libro  era  ed  b  più  specialmente  indirizzato. 

E  cosi  b  difatti,  e  per  doppia  ragione.  Primieramente  perchè 
anche  a  chi  già  si  trovi  in  pieno  e  sicuro  possesso  dei  primi  ele- 
raenti,  appare  spesso  utile  e  talora  anzi  necessario  (per  la  diffor- 
oità  e  varietà  stessa  dei  metodi,  non  sempre  ugualmente  rigorosi, 
che  hanno  servito  ad  apprenderli)  di  richiamare  questo  o  quello 
dei  punti  fotidamentali  sui  quali  si  accinge  ad  elevare  il  nuovo 
edifizio,  allo  scopo  di  valutarne,  con  sintesi  uniforme  rapida  e  ri- 
gorosa, la  portata  precisa  ed  il  nesso  logico  che  li  congiunge  alle 
verità  giJl  conseguite  o  da  conseguirsi.  L'altra  ragione  poi  ha  la 
sua  radice  nel  desiderio,  ben  naturale,  di  ogni  spirito  scìenttlico 
di  ricollegare  quel  complesso  di  veritA  che  attualmente  lo  inte- 
ressa, alle  stesso  forme  primordiali  del  raziocinio,  dcducendole 
da  esse,  non  solamente  per  la  via  più  semplice  e  più  diretta,  ma 
altresì  nel  modo  più  confacente  all'attuale  suo  punto  di  vista;  digul- 
BachÈ  l  primi  elementi  si  presentino  addirittura  sotto  quella  me- 
desima luce  che  su  di  essi  hanno  gettato,  assai  più  tardi  e  sol- 
tanto come  per  riverbero,  quelle  stesse  verità  di  ordine  più  ele- 
vato che  sono  appunto  l'oggetto  del  nuovo  trattato. 

Aggiungerò  che  l'indirizzo  combinatorio  da  me  adottato  per 
l'esposizione  dei  primi  fondamenti,  nel  mentre  risponde  piena- 
mente a  quest'ultima  ragione  puramente  scientìfica,  è,  a  mio  av- 
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~  vili  ~ 

viso,  il  più  consiffliabìle,  anche  dal  punto  di  vista  didattico,  per 
la  preparazione  eletuenure  a  qualsiasi  ramo  delle  inatematiclie 
razionali.  Si  veggano,  a  proposito  di  tutto  ciò,  le  mìe  tre  pubbli- 
cazioni (riunite  nel  volume  XXXIX,  1901,  del  Giornale  di  Matemati- 
clie  di  Battuglinì)  :  SulV  ordine  di  precedenza  fra  le  operazioni  fon- 
damentali dell'  aritmetica — Sulla  generì  combinatoria  dell'  aritme- 
tica— Il  concetto  di  valore  e  l' introduzione  neW arilmtlica  dei  nu- 
meri negativi  e  frazionarti. 

Devo  anclie  notare  come,  dopo  l'aggiunzione  delle  teorie  eie* 
mentati  cui  si  b  ora  accennato,  mi  b  parso  indispensabile  sosti- 
tuire al  titolo,  di  indole  puramente  scolastica,  di /eztont  <it  aZjrel'ra 
complementare  quello  più  scientifico  di  istiivzioai  di  analisi  alge- 
brica; giacché  quest'ultimo  rappresenta  assai  meglio  la  natura  del 
mio  libro  quale  esso  b  attualmente,  cioè  la  fusione  in  un  tutto  omo- 
geneo degli  elementi  dell'algebra  e  dei  loro  complementi. 

Per  quanto  riguarda  gli  altri  miglioramenti  apportati  al  mio 
libro  in  questa  nuova  edizione,  basteranno  due  parole.  £ssi  con- 
sistono principalmente  in  un  certo  maggiore  sviluppo  dato,  in  ap- 
posito capitolo,  agli  elementi  di  analisi  combinatoria  e  special- 
mente ai  primi  elementi  della  moderna  teoria  dei  gruppi  ;  nell'ag- 
giunta di  un  nuovo  capilolo  consacrato  alle  generalità  sulla  con- 
tinuità e  denvabìlitil  delle  funzioni  ;  e  finalmente  nell'aggiunta  di 
alcuni  nuovi  §§  (i  §§  9,  IO,  1 1  e  12  del  capitolo  XI)  nei  quali  vengono 
esposti  gli  elementi  della  teoria  delle  funzioni  ellittìclie,  che  per  il 
passato  erano  stati  soltanto  sommariamente  accennati  nello  Note. 
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Qnci  SS  che  nell'indico  ditllo  materie  sono  contrassognati  con  un  aste- 
risco, Bono  destinati  BpeciBlinonte  al  /giovani  che,  ottenuta  la  liconia,  in- 
tendono poi  proseguire  ^li  studi  di  matematiche  pure.  In  ogni  modo  tutti 
coloro  che  crederanno  ravvisare  in  cbsì  un  complemento  utile,  se  non  in- 
dispensabile, alla  loro  coltura  matematica,  potranno  ometterli  in  una 
i  dal  libro  e  ('tornarvi  sopra  più  tardi  dopo  aver  espletalo 
Litte  le  suo  parti  più  fon damon tali. 

ri  §S  (p-  es.  il  4°  del  Cap.  XIII)  vanRono  svolti  ordinarja- 
rao  di  calcolo  infinitesimale,  ed  altri  (Cap.  XVI,  i-8)  vcnf^ono 
ti  in  modo  pressoché  equivalente,  benché  con  veste  geomc- 
rsi  paralleli  di  geometria  analitica  e  di  geometria  projettiva. 
ti  Capitoli  I,  Il  e  IV,  oasi  non  sono  che  nn  riassunto  di  quelin 
segnamento  secondario  che  è  necessaria  a  chi  imprendo  lo 
Jgebrn  complementare. 
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ERRATA  CORRIGE 


pg.     56:  linea  IO""»:  in  luogo  di  a  base  dieci,  leggi  a  base  n. 
»    115:  linea  35"^:  in  luogo  di  (iirt.         ),  leggi  (art,  aiS). 
»    289  :  neir  enunciato   del   secondo   teorema   dell'  art.  288  sono 
aottinteae  le  parole;  all' infuori  del  gruppo  alternalo. 
>    339  :  nell'ultima  formola  :  in  luogo  del  primo  membro  : 


\/(xj-3^)»+(y,-p,)*-h(Zfl-e,)*    leggi    '\/tJ:3-a;i)'+Ctf,-y,)'+{zs-«j)» 

»     342:  linea  SS^""  :  in  luogo  dì  tutti  i  punti,  leggi  tutti  punti. 

»  357  :  in  luogo  di  §  S",  leggi  §  !)",  e  cosi  poi  a  pg.  359,  in 
luogo  di  §  9°,  leggi  §  IO;  e  cosi  di  seguito  pei  rima- 
nenti §§  del  capitolo  Vili. 

>  362  :  line  6>  :  in  luogo  di  x, ,  a:, , . . . ,  3:„  ,  leggi  a;, ,  x, , . . . ,  ic„. 

>  410;  oeir  eguaglianza  {V}:  in  luogo  dì  iy(a;),  leggi   — j-— ■ 

>  442  :  linea  22ii»  ;  in  luogo  di  daopu,  leggi  dando. 

>  469:  nella  formola  (6):  in  luogo  di  ("  + fileggi  («  +  — J. 

>  480:  in  luogo  della  seconda  formola,  leggi: 

snu  cnv  dnv -f  BQv  CD»  dnu 

en(u  +  v)  = — - — . 

>  483  :  linea  5*  :  in  luogo  di  per  h  =  0,  leggi  per  k  =  0. 
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INTRODUZIONE 


1.  La  preaente  opera  ha  per  oggetto  principale  di  stabilire  i  fon- 
dunenti  dell'analisi  cosi  detta  algebrìcaj  potendosi  opportanamenie 
definire  per  analiai  algebrica  quel  ramo  dell'  analisi  matematica 
cbe  ha  per  oggetto  lo  stadio  delle  funzioni  algebriche. 

Per  comprendere  quindi  quale  sia  il  campo  preciso  dell'analisi 
algebrica  e  come  esso  si  differenzi!  da  qnello  dell'analisi  trascen- 
dentale è  necessario  richiamare  11  concetto  generale  di  funzione 
e  farsi  una  chiara  idea  della  distinzione,  odiernamente  adottata, 
di  tane  le  finzioni  aDslitìcbe  In  fanzioni  algebriche  e  funzioni  tra- 
Bcendenti. 

2.  Come  si  vede,  non  è  possibile  dare  fin  d'  ora  il  concetto   di  f 
funzione  algebrica  se  non  a  coloro  che  gii»  abbiano  ana  certa  co>                   / 
noEcenza  dei  primi  elementi  dell'aritmetica  e  dell'algebra  ;  e  sol- 
tanto a  costoro  sono  destinate  le  poche  parole  che  qui  premettiamo 

a  gaisa  di  proiasione.  Gli  altri,  che  par  volessero  attingere  da  esse 
il  concetto  di  funzione  algebrica ,  potranno  ritornarvi  più  tardi , 
dopo  aver  letto  i  ponti  principali  dei  capitoli  I,  II  e  IV  di  queste 
Utimzioai  ;  e  specialmente  quanto  è  detto  alla  fine  del  capìtolo  IV 
circa  la  nozione  generale  di  funzione  e  quella  particolare  di  fuìir 
sione  intera. 

3.  Una  variabile  y  ti  dice  funzione  algebrica  delle  p  variabili 
indipendenti  x, ,  Xj , . . . ,  x^  allora  e  soltanto  quando  il  legame 
fra  U  ji  +  l  variteli  y  ,  x,  ,  x,  ,  .  .  .  ,  Xp  «i  può  esprimere  con  una 
t^tazione  : 

F(y,x,,x,,...,Xp)  =  0, 


tuendo  il  primo  me}.J>ro  una  funzione  intera  delle   p  -1- 1    varia- 
bili j  iS.^  ,-Xf , ...  ,Xj,. 

In  altri  termini;  il  legame  fVa  le  y  ,  x,  ,  x, , .  . . ,  Xp  dev'  essere 
della  forma: 


JJa./x,' 


estendo  le  A  certi  coefSclenti  costanti  e  gli  esponenti  a ,  a, Op 

dei  nnmeii  Interi  e  positivi.  Cosi,  ad  esempio,  se  fra  le  tre  varia- 
Cinixi.  —  Ittilutiimi  dì  aiuUiti  algebrica,  8.*  «diz.  1 
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bili  X,  p,  z  si  ponga  it  legame  : 

■2xY^  -  iicVz'  -  Sa'V*^'  +  8x»ff»  -7=0, 

una  di  esse,  per  esempio  la  z,  sarà  finzione  algebrica  delle  dae 
rimanenti  x  ed  y. 

4.  In  particolare,  se  y  sia  una  ftiDZtoDC  algebrica  dell'unica  va- 
riabile X,  il  legame  fra  ^  ed  x  sarà  della  forma  : 


2A-a:V^=0. 


Dalla  natara  di  qnesta  relazione  emerge  chiaramente  che,  se  in 
Inogo  di  considerare  come  variabile  indipendente  la  a:  e  come  va- 
riabile dipendente  la  y,  si  consideri  invece  corno  variabile  indi- 
pendente la  y,  la  x  verrà  del  pari  ad  avere  il  carattere  di  una 
funzione  algebrica  di  y.  A  seconda  che  si  scelga  la  x  ovvero  la  y 
come  variabile  indipendente,  si  scriverà  dunque  : 

y  =  A^).     oppure    a:  =  -^{y), 

ma  le  due  finzioni  ^  e  7,  in  generalo  fra  loro  ben   distinte,  sa- 
ranno entrambe  algebriche. 

Cioè:  la  funzione  inversa  di  una  funzione  algebrica  è  del  pari 
una  funzione  algebrica. 

5.  Tutte  le  funzioni  che  non  sono  comprese  nella  categorìa, 
testé  definita,  delle  funzioni  algebriche,  si  dicono  funzioni  tra- 
scendenti. 

Sarà  ora  conveniente  di  passare  in  rivista  tutte  quelle  funzioni 
che  8i  presentano  fino  dagli  elementi  delle  matematiche,  per  ve- 
dere quali  di  esse  siano  funzioni  algebriche  secondo  la  definizione 
da  noi  data,  e  quali  siano  invece  da  classificarsi  fra  le  funzioni 
trascendenti. 

6.  Le  funzioni  piil  semplici,  almeno  dal  punto  d!  vista  della  co- 
struzione della  loro  espressione  analitica,  sono  le  stesse  funzioni 
intere.  Esse  sono  evidentemente  algebriche ,  poiché ,  se  ^  è  una 
funzione  intera  delle  variabili  x,  ,  x, , , .  .  ,  x.,  si  ha  : 


-s 


Ax, 


"S^^'"''"' 


.  ajp  "  =  0, 


cio6  il  legame  ft-a  y  e  le  a:,  ,  a:,  , . .  . ,  Xp  è  espresso  appunto  dal- 
l'uguagliare  a  zero  una  funzione  intera  delle  p+l  variabili  y, 
a;,  ,  Xj ,  .  . .  ,  Xp. 

7.  Dopo  le  funzioni  intere  si  presentano  le  funzioni  cosi  dette 
razionali.  Esse  si  possono  sempre  ridarre  alla  forma  di  quoto  di 
due  funzioni  intere  ;  cosicché  ac  y  b  una  funzione  razionale  delle 
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,  Xp,  BÌ  potr&  scrivere  ; 


Da  questa  espressione  emerge  ohe  le  funzioni  razionali  appar- 
tengono alla  categoria  delle  funzioni  algebriche. 
Dalla  precedente  eguaglianza  si  deduce  infatti  : 


ISb-^ 


che  è  appunto  un'equazione  il  cui  primo  membro  è  evidentcmento 
una  funzione  intera  delle  ^  i  1  variabili  y  ,  x^  ,  x^ ,  .  . . ,  Xp. 

8.  Sono  del  pari  algebriche  lo  fanzioni  la  cui  espressione  si  com- 
pone operando  sulle  variabili  indipendenti  x^  ,  x^ , .  .  .  ,Xpa  sopra 
un  certo  numero  Anito  di  costanti,  oltreché  colle  quattro  opera- 
zioni fondamentali,  anche  coll'estrazione  di  radice  ad  indice  intero. 

Ciò  non  paò  essere  dimostrato  completamente  che  più  tardi 
(qnando  avremo  stabilita  la  teorìa  delle  fanzioni  simmetriche  delle 
nidici  di  una  equazione). 

É  però  facile  di  persuadersene  con  qualche  esempio. 

Sia  p,  es.  la  funzione  : 


V  ^^^  +  5 


Di  qni  si  deduce  : 


(ff-l)'  = 


:'+3 
e  facendo  sparire  l!  denominatore  : 

(y  -  I  )»(x»  -^  5)  =  3x5  -f  Ja:*„5  , 

onde  anche,  portando  il  termine  Sar*  nel   primo   membro   od   ele- 
vando qnindi  al  cubo  i  due  membri  : 

[(y-l)V+5)-3a:*]>=a:*-5 
e  flualmeote.: 

[(j/  -  l)*(a!>  -)-  5)  -  3a^f  -  a:*  -f  5  ^  0. 

Cioè,  svilnppando  il  cubo  nel  primo  membro,  1'  equazione   che 
'«fa  y  ed  a:  prenderà  appunto  la  forma  sopra  indicata  ; 

f{x,y)  =  0 
in  cui  f  esprìme  una  funzione  intera  di  x  ed  y. 

9-  Veniamo  ora  alle  funzioni  trigonometHche  quali  sina;,  cosce,  tga:. 
^AK  sono  tutte  trascendenti,  del  che  possiamo  convincerci  ba- 
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Bandocì  galla  proprietà,  comune  a  tutte  queste  funzioni,  di  essere 
periodiche. 

Esse,  infatti,  riprendono  Bciupre  lo  stesso  valore  quando  all'ar- 
gomento a;  si  dia  un  aumento  di  uà  multiplo  intero  positivo  o  ne- 
gativo di  Sr,  intendendo  con  2t:  quel  numero  costante  ohe  esprìme 
il  rapporto  fra  la  lunghezza  di  una  circonferenza  ed  il  suo  rag- 
gio. Ciò  posto,  supponiamo  p.  es.,  se  è  possibile,  clie  la  funzione 
y  =  sin?  fosse  una  funzione  algebrica  ;  si  avrebbe  allora  fra  x 
ed  j/  una  relazione  della  forma  intera  ; 


2]a.ì/--xP  =  0. 


Sa,. 


Questa  relazione  dovendo  essere  venScata,  se  per  x  si  prenda 
un  valore  qtialnnque  x^  +  26i!  (6  intero  positivo  o  negativo)  e  per 
y  il  valore  col-rispondente  : 

y  =  8Ìn(xo  +  2O1:)  =  sinaij  , 

si  avrjl,  qualunque  sia  il  numero  intero  6  : 

cioè,  sviluppando  ed  ordinando  secondo  le  potenze  di  6,  un'equa- 
zione della  forma  : 

Oo*"  +  fflift""'  +  .  .  .  +  0^,8  +  o„  =  0 

in  cai  le  «(,,«,,...  sono  coefRcienti  costanti  che  dipendono  dalle 
A  e  da  x^- 

Qnest'  equazione  in  Q  sarebbe  dunque  soddisfatta  dalle  infinite 
soluzioni  0  =  1,  2,  3,  4, . . . 

Ora  ciò  è  contrario  ad  un  teorema  fondamentale  che  verrà  d^ 
mostrato  in  questa  stessa  opera  ;  cioè  che  :  un'equazione  algebrica 
di  grado  a  ad  una  incognita  non  può  mai  ammettere  più  di  n 
soluzioni  differenti. 

10.  Per  ragione  analoga  non  può  considerarsi  come  algebrica 
la  funzione  esponenziale  : 


dove  a  è  ana  costante.  Noi  potremo  infatti  dimostrare  che  questa 
funzione  è  del  pari  periodica,  di  natura  affine  alla  natura  delle 
finzioni  trigonometriche,  basandoci  sulle  formolo  di  Eulero  : 

x.'J^       -x.yl^  x.\f-Ì      -«.1/-I 

K  —e  e  +e 

,  cosa;= — — 


2V-1 

che  dimostreremo  a  suo  luogo,  nelle  quali  e  è  una  certa  costante 
numerica  : 


6=2,7182618284: 

DigitizeoDyCjO^Tc  i^_ 


Da  qneste  forinole  già  apparisce  che,  se  la  funzione  e'^  fosse  al- 
^brica,  tali  dovrebbero  pure  essere  le  fanzionl  sina:  e  cobx  con- 
trariamente a  quanto  si  è  sopra  osservato. 

11.  Finalmente  sarfa  del  par!  trascendente  la  funzione  : 
y  =  Iog„x, 
poiché,  se  essa  fosse  algebrica,  dovrebbe  essere  del  pari  algebrica, 
come  si  è  notato  più  sopra,  la  stia  ftinzione  Inversa  : 


cbe  è  di  nuovo  nns  finzione  esponenziale. 

Le  funzioni  triffonometriche,  egponemiali  e  logarilwiche  tono 
dunque  da  clattiftearti  fra  te  funeioni  tratcetidenti. 

12,  Ritornando  alle  funzioni  algebriche,  b  chiaro  che  il  problema 
principale  di  cui  dovremo  occuparci,  è  il  seguente:  dato  un  riatema 
di  equazioni  algebriche: 

f(x  ,  y  ,  z...)  =  0  ,  9{x  ,  y  ,  z...)  =0,^(x,y  .  z...}  =  0,...        (a) 

fra  aìtrettante  incognite  x  ,  y  ,  z, .  . . ,  determinare  il  eittema  o  i 
aietemi  di  valori  delle  incognite  x  ,  y  ,  z  ,  . . .  per  i  quali  tutte  le 
dette  equazioni  reetano  aoddiefatte. 

La  risoluzione  di  questo  problema  si  suoi  ridurre  a  quella  dei 
due  problemi  parziali  che  qui  indichiamo. 

a)  Ricondurre  il  sistema  (a)  delle  n  equazioni  con  n  inco- 
gnite ad  equazioni  algebriche  contenenti  ciascuna  una  sola  inco- 
gnita. In  ciò  consiste  la  cosi  detta  eliminazione  la  cni  teorìa  ab- 
braccia nn  campo  assai  esteso  nel  quale  molto  ancora  resta  a  farsi. 

h)  Data  un'eqtiazione  algebrica  ad  una  sola  incognita  : 

a^x"  +  ajX'*'^  +  .  .  .  +  a„_^x  +  a„  =  0 

io  coi  le  a  sono  coefHcienti  che  devono  considerarsi  com«  cono- 
aciuH,  determinare  i  valori  di  a:  che  vi  soddisfano. 

Considerando  i  coefficienti  conosciuti  a^  ,  a^  ,  .  . .  come  delle  va- 
riabili indipendenti,  l'equazione  scrìtta  viene  a  definire  la  x  come 
una  eerta  funzione  algèbrica  x  =  ^{a^ ,  a,  ,  a^ ,  .  . .  ,  a„)  del  coef- 
itcientt,  e  lo  studio  della  natura  di  questa  funzione  o  delle  sue  pos- 
sibili espressioni  analitiche  dà  Iuoro  alla  teorìa  della  cosi  detta 
risoluzione  generale  delle  eqnazioai. 

Si  chiama  invece  rìMoluzione  numerica  delle  equazioni  quel  com- 
plesso di  metodi  per  mezzo  dei  quali ,  una  volta  assegnati  certi 
speciali  valori  numerici  pei  coefficienti  numerici  Hq  ,  a,  , . .  . ,  si 
giunge  a  determinare  11  valore,  o  1  valori  numerici  cbe  vi  corrì- 
spondono  per  l'incognita. 

13.  Si  supponga  dato,  per  esempio,  il  sistema  di  due  eqtiazioni 
COD  dne  incognite  x  ,y: 

ax*  +  fty»  -I-  cxy  +  dx^-  ey  +  g  =  (ì     i 

{«) 
Ak  +  By  +  C  =  0  ) 
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SI  vogliano  le  coppie  di  valori  x  ed  ^  che  soddisfano  ad  en- 
trambe. Si  comincerà  d&ll' eliminare  nna  delle  dne  incognite,  p.  es. 
la  X,  ricavandone  il  valore  dalla  seconda  equazione,  e  Bostitaen- 
dolo  nella  prima. 

Si  ottiene  cosi  1'  eqaazione  : 

Po!/*  +  Piy+P»  =  <ì  (?) 

dove  : 

j)o  =  oB»  +  ftA»  -  CAB 

P,  =  2oBC  -  cCA  -  dBA  +  cA* 

p,  =  aC»  -  rfCA  +  ff  A*. 

L' eqaazione  (^),  essendo  dì  secondo  grado,  ci  d&  per  y  1  due 
valori  : 

„  _  -Pi+'^Px'-^PoPt        „  _-Pi-^Pi'-*P<,Pi 

ciascnno  dei  qnall  accoppiato  con  nn  opportuno  valore  di  x  potrà 
soddisfare  alle  (9).  Dalla  seconda  delle  (a)  si  deduce  immediata- 
mente per  i  valori  x, ,  Xj  da  accoppiarsi  rispettivamente  con  y, ,  y^: 

By,  ■^  C  By,  +  C 

14.  II  sistema  delle  (a)  ammette  dunque  in  generale  due  sistemi 
di  soluzioni,  i  quali  però  cessano  di  esistere  realmente  quando 
Pi'  ~  ^PoPt  s'*  negativo.  Vedremo  però  a  suo  tempo  come  anche 
in  questo  caso  si  possa  dare  nn  significato  alle  formolo  di  risola- 
zione  mediante  la  considerazione  dei  numeri  cosi  detti  complessi. 
Noi  vedremo  che,  generalmente  parlando,  la  risolubilità  di  un  si- 
stema qualunque  di  n  equazioni  algebriche  con  n  incognite  è  ap- 
punto subordinata  all' introdnzione  nell'algebra  di  questa  nuova 
classe  di  enti  aritmetici.  Fanno  eccezione  i  siatemi  dt  equazioni  di 
1."  grado,  la  cui  risoluzione  noi  tratteremo  separatamente  mediante 
l' importante  teoria  dei  determinanti.  Per  la  risoluzione  generale 
dei  sistemi  di  l."  grado  non  è,  infatti,  necessario  estendere  il  campo 
dei  numeri  naturali  al  di  I&  dei  numeri   commensurabili,   positivi 

0  negativi,  che  già  sì  considerano  nei  primi  elementi  dell'aritme- 
tica e  dell'  algebra. 

I  sistemi  di  equazioni  di  1."  grado  hanno  del  resto  molta  im- 
portanza anche  nella  risoluzione  dei  problemi  di  grado  superiore, 

1  quali  si  avvantaggiano  grandemente,  come  vedremo,  della  teoria 
della  trasformazione  ed  in  ispecie  delia  trasformazione  lineare  o 
di  1.0  grado.  Su  quest'ultima  è  fondata  la  teoria  tutta  moderna 
degl'invarianti  e  covarianti  projettivi,  che  costituisce,  sotto  il  ti- 
tolo più  generico  di  teoria  delle  forme  algebriche,  uno  dei  rami  piii 
importanti  dell'algebra  superiore. 

15.  Dopo  aver  trattato  quella  parte  dell'  algebra  che  può  svol- 
gersi completamente  senza  uscire  dal  campo  dei  numeri  razionali 
e  prima  di  passare  alla  teoria  dei  numeri  complessi,  strumento  in- 
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dispenaabilfl  alla  teorìa  delift  rìsolazjone  formale  delle  equazioni 
algebriche  e  degli  irraziODali  alg:ebrìci,  dovremo  esteDderoi  al- 
quanto sulla  teoria  dei  nameri  reali  e  delle  operazioni,  cosi  finite 
come  infinite,  cbe  su  di  essi  possoao  effettuarsi.  Le  poche  opera* 
zioDi  infinite  di  cai  avremo  ad  occuparci,  bì  collegano  strettamente 
col  concetto  di  limite  e  con  diversi  teoremi  ad  esso  attinenti,  lo 
Gtabìlire  I  quali  in  modo  strettamente  rigoroso  è  indispensabile  per 
procedere  con  sicnrezza  nello  svolgimento  di  alcanl  panti  capitali 
e  specialmente  nella  dimostrazione  del  teorema  fondamentale  che 
0^1  equazione  algebrica  ammette  tempre  almeno  una  toluzione. 
Né  lasceremo  il  campo  dei  numeri  reali  senza  prima  aver  parlato 
dei  concetti  di  continuità  e  derivabilità  e  toccato  alcnni  pochi 
punti  fondamentali  della  teoria  dello  funzioni  di  una  o  pib  varia- 
bili reali,  anche  con  alquanto  maggior  larghezza  di  quanta  ne 
verrebbe  strettamente  reclamata  dagli  scopi  piti  immediati  dell'a- 
D alisi  algebrica. 

16.  Aggiungiamo  Analmente  che  la  necessità  di  premettere  al- 
cuni elementi  di  matematica  combinatoria  come  sussidio  indispen- 
sabile alla  teoria  delle  funzioni  razionali  e  delle  equazioni  alge- 
briche, ci  ha  indotto  a  ricoetmire,  fin  dai  primissimi  principi!,  la 
stessa  teoria  dei  numeri  naturali  e  dei  numeri  negativi  e  frazio- 
narìi  allo  scopo  di  mostrare  in  qual  modo  si  possa  dare  allo  svol- 
gimento dei  primi  elementi  dell'aritmetica  e  dell'algebra  un  indi- 
rizzo sistematico  cbe  metta  In  piena  luce  lo  stretto  legame  che 
essi  hanno  coi  teoremi  combinatorii  che  si  presenteranno  in  seguito 
e  che  sono  tanta  parte  degli  odierni  progressi  dell'analisi  algebrica 
e  trascendente. 
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CAPITOLO  I. 

GENESI     COMBINATORIA     DELL'  ARITMETICA 
E  INTRODUZIONE  AL  CALCOLO  LETTERALE 


§  l.o  —  Oonoetto  di  naltfc  —  Ooaeetto  dt  asTgregr^to. 

1.  Qualunque  oggetto  od  ente,  in  quanto  venga  da  noi  pensato, 
è  atto  a  risvegliare  in  noi  l'idea  di  nnità.  Cosi  le  parole:  un 
lupo— un  cavallo— un  flore,  ecc.  pronunziate  isolatamente  le  une 
dalle  altre  ci  rappresentano  altrettante  unità. 

2.  Quando  le  parole  rappresentanti  diversi  oggetti  si  pronanziano 
l'uDa  immediatamente  dopo  l' altra,  il  che  si  esprime  grammatical- 
mente interponendo  tr&  esse  la  coni^lunzioDe  eopnlativa  e  (che  paò 
anche  essere  sostituita,  verbalmente,  da  nna  brevissima  pausa  o, 
graficamente,  da  nna  virgola),  esse  risvegliano  invece  in  noi  l'idea 
di  aggregato  (aggregato  di  oggetti,  di  enti,  di  nnità,...).  Cosi  le 
frasi:  un  lupo  ed  un  cavallo,  oppure  :  un  flore,  un  cavallo  ed  un 
albero,  e  vìa  dicendo,  ci  rappresentano  degli  aggregati  ben  deter- 
minati; e  sarà  indifferente  dire:  un  lupo  ed  un  cavallo,  ovvero: 
un  cavallo  ed  un  lupo,  ecc.  Cosi  la  frase  :  un  flore,  un  cavallo  ed 
un  albero  rappresenta  precisameote  quello  stesso  aggregato  che  è 
rappresentato  dalla  frase  ;  un  albero,  un  cavallo  ed  un  flore  ;  e  via 
dicendo. 

3.  Nella  matematica  combinatoria  gli  oggetti  si  rappresentano 
per  maggiore  comodità  con  delle  semplici  lettere,  giacché  la  di- 
versità delle  lettere  k  sufficiente  a  mettere  in  evidenza  la  diversità 
degli  oggetti  che  esso  rappresentano.  Si  ha  con  ciò  anche  il  van- 
taggio della  maggiore  generalità  nei  ragionamenti;  giacché  p.  es. 
l'aggregato  degli  oggetti  A,  B,  C  potrà  poi  essere,  secondo  i  casi, 
quello  espresso  dalla  frase:  un  lupo,  un  cavallo  ed  un  flore,  ov- 
vero quello  espresso  dalla  frase  wn  libro,  un  flore  ed  una  pietra, 
a  seconda  dei  significati  che  piacerà  attribuire  ad  ogni  singola 
lettera. 

Per  maggior  chiarezza  noi  rappresenteremo  in  generale  gli  enti 
singoli,  ossia  le  unità,  colle  sole  lettere  maiuscole  A,  B,  C,...  riser- 
vando le  minuscole  alla  rappresentazione  di  certi  enti  speciali 
Biodiati  dall'  aritmetica  {i  cosi  detti  numeri,  di  cui  comincieremo 
id  occuparci  fra  poco). 

Ci?KLLi.  —  Ittituiioni  di  analiti  algebrica,  8.*  edii.  2 
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i.  Se  i  nomi  degli  enti  che  cosdtniscoDO  on  certo  aggregato 
(o,  come  ancbe  diremo  brevemente,  degli  elementi  dell'aggregato) 
ai  possono  enunciare,  o  anche  soltanto  pensare  enunciati,  aucces- 
sivamente ,  cioè  V  ano  dopo  l' altro,  senza  che  qaest'  operazione 
debba  prolungarsi  indefinitamente,  si  dico  che  l'aggregato  é  flaito. 

Quando  gli  elementi  degli  aggregati  et  rappresentano  mediante 
lettere ,  un  aggregato  finito  si  rappresenta  ordinariamente  colla 
scrittura  : 

A,  B,  C,  ....  E 

od  altra  simile,  sostituendo  con  dei  punti  gli  oggetti  che  per  bre- 
Tità  non  vengono  enunciati  e  mettendo  in  evidenza,  colla  lettera  fi- 
nale E  od  altra  a  piacere,  cbe  vi  è  un  oggetto  enunciabile  come 
ultimo,  tale,  cioè,  che  dopo  averne  enunciato  il  nome,  non  resterà 
piit  ad  enunciare  alcan  altro  oggetto. 

5.  Quando  l'aggregato  è  tale  che  l'enunciazione  del  suoi  singoli 
elementi  non  potrebbe  aver  termine,  1'  aggregato  si  dice  infinito. 

Dire  cbe  l' enunciazione  del  singoli  elementi  è  interminabile, 
equivale  a  dire  che  non  esiste  ncll'  aggregato  un  elemento  cbe 
possa  essere  enunciato  come  ultimo  di  tutli.  Per  tale  ragione  l'ag- 
gregato infinito  si  rappresenta ,  a  difTerenza  dell'aggregato  finito, 
colla  scrittura  : 

A,  B,  0, .  . . 

od  altra  simile,  omettendo  la  lettera  terminale.  I  punti  non  segniti 
da  una  lettera  terminale  s'intendono  potersi  proseguire  indefinita- 
mente e  vengono  perciò  a  rappresentare  nn  aggregato  iuAnito  o, 
come  anche   si   dice,  nn'  infinità  di  oggetti. 

D'ora  innanzi,  quando  non  venga  dichiarato  esplicitamente  U 
contrarlo,  colla  parola  aggregato  intenderemo  sempre  parlare  di 
aggregati  finiti. 

6.  Sarà,  spesso  utile  di  rappresentare  con  delle  lettere  non  so- 
lamente i  singoli  oggetti,  ma  ancbe  gli  stessi  aggregati.  Ad  evitare 
qualsiasi  confusione,  questi  ultimi  verranno  da  noi  costantemente 
rappresentati  con  lettere  soprassegnate  con  una  lineetta.  Cosi,  ad 
esempio,  nel  mentre  che  la  lettera  A  potrà  rappresentare  soltanto 
un  oggetto  singolo,  la  lettera  A  potrà  anche  rappresentare  un'ag- 
gregato di  oggetti,  come  A,  B,  C,  D. 

Per  esprimere  che  le  due  scritture  hanno  assolutamente  lo  stesso 
significato,  si  potrà  scrivere  : 

A  =  A,  B,  C,  D. 
ZTota. 

In  Ixiago  della  parola  aggregato  è  anoke  aaata  nelle  matematielie  la 
parola  iniiemf.  Essa  viene  però  di  prefereosa  adoperata  per  deBÌgnara 
gli  ag^egati  di  infiniti  e1  Gin  enti. 

Nell'uso  comune  ò  anche  spesso  adoperata  U  parola  grappo;  ma  essa 
è  qui  possibilmente  da  evitarsi,  perchè  questa  denom inazione  viene  oggi 
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§  2.°  —  Ooordinailoae  di  aggregati  —  Concetto  di  ordine. 

7.  Dato  nn  aggregato  di  oggetti  ed  un  altro  aggregato  di  og- 
getti, si  dir&  che  essi  sono  stati  coordinati  l'uno  all'altro,  quando 
sia  stata  fissata  fra  gli  elementi  dell'uno  e  qnelli  dell'altro  una 
corrispondenza  tale  che  ad  ogni  oggetto  A  dell'  tino  corrisponda 
un  oggetto  B  dell'altro  ed  ano  soltanto  e  reciprocamente;  cosìc* 
che  all'oggetto  B  del  secondo  aggregato  corrisponder&  nel  primo 
l'oggetto  A  e  soltanto  esso. 

Cosi,  ad  esempio,  ee  gli  oggetti  di  no  aggregato  siano  rappre> 
sentati  dalle  lettere  A,  B,  C,  D  e  quelli  dell'  altro  dalle  lettere 
E,  G,  H,  K,  questi  aggregati  potranno  coordinarsi  fra  loro  in  pa- 
recchi modi.  Per  esempio  potremo  far  corrispondere  fra  loro 
(accoppiare  in  corrispondenza)  l'oggetto  A  coli' oggetto  Q,  1' og- 
getto B  coll'oggetto  E,  l'oggetto  C  coli' oggetto  H  e  l'oggetto  D 
coll'oggetto  K.  l  sopraddetti  aggregati  sono  dutiqae  coontinabili 
fra  loro.  Invece  sarebbe  impossibile  di  coordinare  1'  aggregato  A,B, 
C,D  coU'aggregato  E,G,H. 

L'operazione  mediante  la  qtiale  nn  aggregato  viene  coordinato  ad 
UD  altro  si  chiamerà  coordinazione.  II  risultato  della  coordinazione 
si  chiama  coordinamento  o  corrispondenza,  e  spesso  anche  ordine. 

8.  Se  un  certo  aggregato  U  ed  un  certo  aggregalo  V  sono  eoordi- 
nobili  con  uno  ttes$n  aggregato  W,  etti  sono  anche  coordinaòili 
fra  loro. 

Basterà  infatti  dichiarare  corrispondenti  fra  loro  un  elemento 
di  ti  ed  nn  elemento  di  V  che  abbiano  come  con'ispondente,  nelle 
coordinazioni  presupposte,  uno  stesso  elemento  di  W. 

9.  Il  modo  più  semplice  di  rappresentare  ana  coordinazione  si  è 
di  scrivere  in  una  linea  orizzontale  le  lettere  che  rappresentano  gli 
elementi  dell' un  aggregato  ed  in  un'altra  orizzontale  quelle  rap- 
presentanti gli  oggetti  dell'altro  aggregato,  di  guisa  che  gli  ele- 
menti corrispondenti  vengano  a  disporsi  in  una  stessa  verticale. 
Cosi,  ad  esempio,  la  coordinazione,  considerata  all'art.  7,  fra 
l'aggregato  A,  B,  C,  D  e  l'aggregato  E,  Q,  U,  K,  si  rappresen- 
terà collo  schema 


A, 

B, 

c, 

D 

G, 

E, 

H, 

K 

invece  si  scrìvesse: 

A, 

B, 

c, 

D 

H, 

E, 

K, 

G 

si  rappresenterebbe  ancora  una  coordinazione  di  quegli  stessi 
aggregati,  ma  una  coordinazione  diversa  dalla  precedente.  Ciò  si 
potrà  esprimere  dicendo  che  il  risultato  di  questa  nuova   eoordi- 
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nazione ,  cioè  V  ordine  degli  elementi  E,  Gr,  H,  K,  è  diverso  da 
quello  ottenuto  mediante  la  precedente. 

10.  ^e  gli  aggregati  U  e  V  eono  coordinabili ,  e  a  ciatcuno  di 
essi  si  aggiunga  un  nuovo  oggetto,  i  nuovi  aggregati  cosi  ottenuti 
tono  del  pari  coordinabili. 

Infatti ,  Be  ad  U  ai  aggiunga  l'oggetto  A  ed  a  V  I'  oggetto  B, 
per  coordinare  l' aggregato  U,  A  all'aggregato  V,  B,  basterà  man- 
tenere tea.  gli  elementi  di  U  e  quelli  di  V  quella  stessa  con-I- 
spondenza  ohe  era  servita  a  stabilire  la  coordinabilità  di  U  con  V, 
e  far  corrispondere  poi  al  nuovo  elemento  A  il  nuovo  elemento  B. 

11.  Se  gli  aggregatiV  e  V  «ono  coordinahili ,  gli  aggregati  che 
si  ottengono  togliendo  da  ciascuno  di  essi  un  elemento  a  piacere, 
tono  del  pari  coordinabili. 

Siano  infatti 

A,  B,  C,...,H,  D  ,  K,...,E 
gli  elementi  di  U,  e  si  indichino  con 

A' ,  B' ,  C , .  . . ,  H' ,  D' ,  K' E' 

gli  elementi  di  V  che  ad  essi  corrispondono  risp.  nella  coordi- 
nazione di  V  ad  U.  Se  dall'aggregato  U  togliamo  per  es. ,  l' ele- 
mento A  e  dall'aggregato  V  l' elemento  D',  vogliamo  dimostrare 
che  gli  aggregati  residui: 

B,  C,...,  H,  D,  K,...,  E  (a) 

A',  B',  0', . . . ,  H',  K', . . . ,  E'  (p) 

sono  ancb'  essi  fra  loro  coordinabili. 

Invero,  per  coordinare  l'aggregato  (a)  all' aggregato  (^),  basta 
far  corrispondere  agli  elementi 

B,  C,...,H,D,  K,...,  E 
di  (a)  rispettivamente  gli  elementi: 

B',  C, . . . ,  H',  A',  K', . . . ,  E' 
di  {?). 

12.  Siano  U  e  V  aggregati  fra  loro  coordinabili.  La  coordina- 
zione fra  U  e  V  «i  potrà  anche  effettuare  facendo  corrispondere 
ad  un  elemento  qualunque  di  U  un  elemento  qualunque  di  V,  j)o» 
ad  uno  qualunque  dei  restanti  elementi  di  U  uno  qualunque  dei 
restanti  di  V  e  così  di  seguito.  In  altri  termini:  appenachè  con 
questo  processo  di  accoppiamento  si  troveranno  esauriti  tutti  gli 
elementi  dell'  un  aggregato,  ai  traveranno  simultaneamente  esauriti 
anche  quelli  dell'  altro. 

Sia  infatti  À  un  elemento  qualunque  d]  U  ed  À'  quello  che  gli 
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—  is- 
si voglia  far  corrìapondere  in  V.  Tolti  da  U  e  V  riBpettivamente 
gli  elementi  A  ed  A',  resteranno  degli  aggregati  D'  e  V  i  quali, 
secondo  il  teorema  che  precede,  saranno  ancora  fra  loro  coordi- 
Dabili.  Similmente  quando  da  U'  sì  tolga  no  elemento  qualunque 
B  edaV  l'elemento  B'  ohe  piacerà  fargli  corrispondere,  reste- 
ranno gli  aggregati  U"  e  V"  che,  sempre  per  lo  stesso  teorema,  sa- 
ranno ancora  fra  loro  coordinabili.  Cosi  procedendo ,  è  chiaro 
che  quando  dell'  uno  o  dell'  altro  aggregato,  p.  es.  dell'aggregato 
U,  sarà  rimasto  disponibile  un  solo  elemento,  gli  elementi  che  sa- 
ranno rimasti  disponibili  in  V  formar  dovranno  nn  aggregato 
coordinabile  a  quell'unico  elemento;  cioè  anche  di  V  sarà  rimasto 
disponibile  nn  nnico  elemento,  e.  d.  d. 

13.  Un  aggregato  V  si  dirà  parte  di  nn  altro  aggregato  W  (o 
anche  ohe  d  contenuto  in  Vf)-  quando  ogni  elemcnlo  di  V  ò  anche 
elemento  di  W,  ma  esiste  almeno  un  elemento  di  W  che  non  é 
elemento  di  V. 

Ciò  premesso,  passiamo  a  dimostrare  il  teorema  seguente  che  è 
d'importanza  capitale  (come  vedremo)  nella  genesi  rigorosa  della 
B  ne  cessione  dei  numeri. 

14.  Se  un  aggregato  U  è  coordinabile  ad  una  parte  dell'  aggre- 
gato W,  gli  aggregati  U  e  W  non  sono  coordinc^iti  fra  loro. 

Siano  infatti  A,  B,  C, .  . . ,  E  gli_elementi  di  U  e  siano  risp.  A' 
B',  C, .  ■  •  )  E'  quegli  elementi  di  W  che  per  supposto  corrispon- 
dono uno  per  uno  agli  elementi  A,  B,  C,  . .  .  ,  E  di  U  e  costitui- 
scono una  parte  V  di  W.  Ammesso ,  se  è  possibile ,  ohe  U  e  W 
fossero  coordinabili,  la  coordinazione  fra  U  e  W  si  potrebbe  an- 
che effettuare  (an.  12)  facendo  corrispondere  agli  elementi  A,  B, 
C, . . . ,  E  di  Ù  risp.  gli  elementi  A',  B',  C,  .  .  .  ,  E'  di  W  il  che 
h  manifestamente  assurdo,  poiché  questi  ultimi  non  sono  che  una 
pane  di  W. 

15.  OoBOLLARio  1."  —  Un  aggregato  non  può  essere  coordinabile 
ad  una  sua  parte. 

IG.  CoROLLABio  2."  —  Si  può  costruirc  una  successione  illimitata 
di  aggregati  tali  che  uno  qualunque  di  essi  non  sia  coordinabile 
ad  alcuno  degli  altri. 

Basta  infatti,  a  tale  oggetto,  di  considerare  uno  dopo  l'altro  gli 

aggregati  : 

A      A,B      A,B,C      A,B,C,D, 

ITots  0d  Easroisi- 

1.  Si  trovino  tutta  le  pOBiibili  coordi  dai  ioni  fra  l'aggregato  A,  B,  C  o  l'ag- 
Kmgato  E,  G.  H. 

2.  Il  ptss»ggio  da  jxa  coordinamento  ad  an  altro  coordinamento  ai  chiama 
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a ,E,H,E, 
li  assuma  l'ordine  rappreseotato  da  : 


H,E ,K,0, 


ai  dirà  che  fra  gli  elemeDti  dell'aggregato  E,  G,  H,  K  6  aTTenota  atia  so- 
stituiione  ;  e  precisamente  che  reggette  O  è  stato  sostitnito  dall'oggetto  U 
(nella  qualità  di  coordinato  di  A),  l'oKKetto  R  dall'oggetto  E,  eoe. 

La  teoria  delle  sostitoxioni  è  di  graDde  iniportania  nell'algebra.  Noi  ne 
esporremo  i  principii  nel  III>  capitolo. 
/      3.  Dimostrare  che  se  l'aggregato  Q  è  parte  cornane  degli  aggregati  M   e 

LW  fra  loro  coordinabiti,  ciò  che  resta  di  M  qnando  se  ne  toglie  Q  è 
coordinabile  all'aggregato  che  resta  togliendo  gli  elementi  di  Q  da  W. 

i.  Un  insieme,  finito  od  infinito,  di  oggetti  si  dice  formare  aoa  socces- 
■ione,  qnando  fra  gli  oggetti  sìa  stato  stabilito  va  ordine  di  precedenia, 
in  modo  oioe  che:  1°)  dì  doe  oggetti  qualunque  dell' insieme  sia  beK  de- 
terminato quale  viene  prima  dell'altro  )  2°)  che  se  un  oggetto  A  é  diobia- 
rato  precedente  a  B  e  B  precedente  a  C,  l'oggetto  A  sìa  anche  dichiarato 
precedente  a  C. 

b.  KiconoBcere  che  i*  un  aggregato  cottiluilo  in  tvcceiiiona  i  finito,  etuU 
fra  gli  oggttli  che  lo  compongono  «n  oggetto  raiMO  {il  qnale,  eioi,  precede 
tutti  gli  altri)  ed  un  oggitto  ultiho  (che  è  preceduto,  cioÌ,  da  talli  gli   altri). 

G.  É  però  bene  di  notare  esplicitamente,  a  scanso  di  equivoco,  che  l'e- 
sistenza, in  una  ancceHsione  di  oggetti,  dì  un  oggetto  primo  e  di  un  og- 
getto urlino,  non  è  condi«ione  sufficiente  perchè  la  successione  stessa  sia 
finita. 

Si  dimostri  ciò  mediante  un  esempio  ,  assumendo  p.  es.  come  oggetti 
un'opportuna  successione  di  pnnti  di  Dna  linea  retta. 

§  3.e  —  Deflnltlone  di  numero  natarale  —  Bga^ltaaxe 
fra  simboli  namerlot. 

17.  Dato  un  aggregato  qaalsivoglla  di  oggetti,  è  senz'altro  ma- 
nifesto che  esiste  sempre  qualche  altro  aggregato  al  quale  esso  è 
coordinabile.  Nel  linguaggio  dell'aritmetica,  qnesta  qualità,  pro- 
pria di  ogni  aggregato,  di  esaere  coordinabile  a  qualche  altro,  si 
chiama  numerosità. 

Sì  distinguono  però  diverse  specie  di  numerosità.  Tutti  gli  ag- 
gregati che  sono  coordinabili  ad  un  medesimo  aggregato  (e  quindi 
anche,  secondo  quanto  si  è  visto  all'  anicolo  8  del  §  prec,  coor- 
dinabili fra  loro)  si  dicono  avere  la  stessa  numerosità.  0  piuttosto 
si  dice  che  essi  danno  origine  ad  un  certo  numero  ben  determi- 
nato ,  nel  mentre  che  gli  aggregati  dotati  di  numeroeltà  diversa 
danno  origine  ad  altri  numeri. 

Come  si  vede,  i  numeri  non  sono  che  enti  astratti,  immaginati 

dalla  nostra  mente  allo  scopo  di  rappresentare  certe  relazioni  che 

possono  intercedere  fra  aggregati  di  oggetti.  E,  cioè,  precisamente  : 

1»)  ogni  aggregato  dà  origine  ad  un  numero  ; 

2°)  aggregati  coordiiiabilì  danno  origine  allo  stesBO  numero  ; 
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3°)  aggregati  non  coordioabllt  danno  orìgine  a  nameri  dif- 
ferenti. 

18.  Per  poter  ragionare  facilmonte  sui  vari  nnmeri  di  cai  sìa 
stata  constatata  l'esistenza,  al  fa  nso  di  certi  segni  speciali,  verbali 
0  graUci,  che  sì  chiamano  aimboli  niivierici  (per  distingaerli  dai 
Bimboli  che  si  possono  adottare  per  rappresentare  altri  enti  qoali 
si  vogliano)  il  coi  officio  bì  è  di  rappresentare  opportunamente  i 
nnmerì  dei   quali  vogliamo  occuparci. 

Udo  stesso  numero  può  essere  rappresentato  da  simboli  di  forme 
molto  diverse,  secondochè  basti  di  determinarlo  completamente 
{individuarlo)  oppure  si  voglia  anche  al  tempo  Btesso  metterne 
in  evidenza  la  genesi,  cioè  il  modo  col  qnale  è  stato  ottenuto. 
Cosi,  ad  esempio,  Il  Damerò  originato  dall'aggregato  rappresentato 
dalla  frase:  un  lupo,  un  cavallo  ed  un  flOTe,  (destinato  a  rappre- 
sentare non  solo  questo  speciale  aggregato,  ma  al  tempo  stesso 
tatti  gli  aggregati  ad  esso  coordinabili  inclusi  nel  tipo  letterale 
generico  A ,  B ,  C)  è  esprimibile,  come  vedremo,  con  udo  qua- 
lunque dei  simboli  : 

3  ,1  +  2  ,2  +  1  ,  1  +  1  +  1  ,3X1,..., 

il  primo  del  quali  è  sofficieute  ad  individuarlo,  nel  mentre  cbe  gli 
altri,  oltreché  individuarlo,  ne  mettono  altresì  in  evidenza  alcune 
proprietà  aritmetiche. 

19.  Questa  infinita  varietA  di  modi  di  poter  rappresentare  tino 
stesso  numero,  nonché  essere  oziosa,  costituisce  la  vera  essenza 
dell'aritmetica  ;  giacché  il  calcolo  aritmetico  non  è  che  il  com- 
plesso di  successive  sostituzioni  di  simboli  numerici  rappresentanti 
lo  Bteaso  numero  sotto  forme  dìEferenti.  Queste  sostituzioni  si  rap- 
presentano nella  tecnica  del  calcolo  mediante  lo  cosi  dette  ugua- 
glianze. 

Un  simbolo  numerico,  p.  es.  a,  ed  un  altro  sìmbolo  numerico, 
p.  es.  ^,  si  dicono  uguali  qnando  essi  rappresentano  lo  stesso  nu- 
mero, e  la  loro   uguaglianza  si   esprime  colla  scrittnra  : 


Cosi,  ad  esempio,  il  simbolo  numerico  2'-l  ed  11  simbolo  nume- 
rico 2-1-1  esprimono,  come  vedremo,  lo  stesso  numero.  Quindi  si 
potrà  scrivere  : 


Dalla  definizione  ora  data  di  eguaglianza  segue  manifestamente 
Cile  rimboli  numerici  eguali  ad  uno  stesso  simbolo  numerico  sono 
anche  uguali  fra  loro, 

20.  Poiché  i  numeri,  come  vedremo,  sono  infiniti  (formano  un 
aggregato  infinito)  occorrono,  per  rappresentarli  tutti,  infiniti  sim- 
boli numerici.  A  questo  inconveniente  si  ripara  però  componendo 
tntti  gli  infiniti  simboli  numerici  mediante  alcuni  pochi  simboli 
«empiici  riuniti  in  certe  opportune  configurazioni.  Questi  simboli 
semplici  (o  segni  unici  che  voglia  dirsi)  possono  anche  rappre- 
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sentare  essi  steasi  certi  nninerl  speciali,  ed  in  tal  caso  si  chiamano 
cifre.  Cosi,  ad  esempio,  le  cifre  cosldette  arabiche  sono  appunto  i 
simboli  numerici  adottati  nella  pratica  odierna  per  rappresentare 
quei  numeri  che  corrispondono  agli  aggregati  più  semplici. 

Mediante  questi  pochi  segni  grafici  (o  le  parole  ad  essi  corri- 
spondenti) si  organizza,  come  vedremo,  la  nomenclatura  (scritta 
e  parlata)  di  tutti  i  numerì.  La  nomenclatura  del  numeri  si  chiama 
ordinariamente  numerazione. 

21.  Gli  aggregati  piti  semplici  sono  evidentemente  quelli  rappre- 
sentati dalla  frase  un  oggetto  ed  un  aitro  oggetto,  p.  es.  un  lupo 
ed  un  cavallo,  ecc.  Si  riconosce  Immediatamente  che  qnesti  aggre- 
gati sono  tntti  coordinabili  fra  loro,  poiché  per  coordinare  1'  ag- 
gregato A,B  all'aggregato  C,D,  basta  far  corrispondere  all'og- 
getto A  l'oggetto  C  e  all'oggetto  B  l'oggetto  D.  Perciò  essi  danno 
origine  ad  un  unico  numero,  espresso,  nella  nostra  lingua,  dalla 
parola  due  e  graficamente  dalla  cifìra  2. 

Pertanto,  d'ora  innanzi,  in  luogo  di  dire,  come  eravamo  costretti 
fare  sin  qui,  un  oggetto  ed  un  altro  oggetto,  potremo  dire  piti  bre- 
vemente due  oggetti, 

22.  Vengono  poi  gli  aggregati  del  tipo  A,  B,  G,  come  p.  es.  quello 
rappresentato  dalla  fVase  :  una  pietra,  un  fiore  ed  un  cavallo.  Essi 
sono  evidentemente  tutti  coordinabill  fra  loro*,  e  non  sono  mai 
coordlnabili  od  alcuno  di  quelli  considerati  nell'  art.  prec.  Suppo- 
niamo infatti,  se  è  possibile,  che  l'aggregato  A,  B,  Ù  fosse  coor- 
dinabile all'  aggregato  D ,  E.  All'  oggetto  A  dovrebbe  corrispon- 
dere nella  coordinazione  l'oggetto  D,  ovvero  l'oggetto  E.  Ma  se 
ad  A  corrisponde  D,  all'oggetto  B  dovrà  corrispondere  necessa- 
riamente l'altro  oggetto  E,  cosicché  non  resterebbe  più  nel  secondo 
aggregalo  alcun  oggetto  disponibile  da  assumersi  come  corrispon- 
dente di  C.  Similmente  si  ragionerà,  nella  ipotesi  che  ad  A  volesse 
farsi  corrispondere  E.  Gli  aggregati  del  tipo  A,  B,  C  danno  dunque 
origine  ad  un  numero  che  è  certamente  distinto  dal  numero  2. 
Questo  nuovo  numero  si  rappresenta  colla  cifra  3  che  nella  nostra 
lingua  si  pronunzia  tre. 

23.  Oltre  alle  cifre  2  e  3  ed  alle  altre  di  cni  parleremo  nel  pros- 
simo §  e  che  nascono  da  aggregati  meno  semplici,  ve  ne  sono  altre 
due  che  1'  uso  universale  ha  introdotto  nell'  aritmetica.  Sono  que- 
ste le  cifre  0  ed  1  che  si  pronunziano  zero  ed  uno.  La  cifra  0  rap- 
presenta quegli  aggregati  che  non  contengono  alcun  oggetto  ;  la 
cifra  1  quegli  aggregati  che  si  compongono  di  nn  unico  oggetto, 
cioè  le  semplici  tinltà.]  Benché  la  parola  aggregato  non  abbia  in 
qnesti  due  casi  che  un  signifìcato  fittizio  e  puramente  convenzionale, 
sta  però  il  fatto  che  fra  nessun  oggetto  ed  un  oggetto  non  può  evi- 
dentemente esistere  coordinazione  e  tanto  meno  può  esisterne  fra 
nessun  oggetto  ed  un  aggregato  propriamente  detto,  come  pure  sta 
il  fatto  che  non  può  esisterne  fra  un'unità  ed  un  aggregato  pro- 
priamente detto.  Nulla  quindi  impedisce  di  considerare  ciascuna 
di  queste  due  specie  di  pseudo-aggregati  come  originante  un  numero 
che  si  dovrà  ritenere  differente  da  quello  originato  dall'altra  e  da 
tutti  quelli  originati  dagli  aggregati  propriamente  detti. 
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U  considerare  lo  eero  e  l'uno  come  nameii,  al  pari  del  due, 
de!  tre,  ecc.,  presenta  poi  fin  d'ora  <oltre  ai  tanti  che  appariranno 
JQ  seguito)  Il  vantaggio  di  poter  enunciare  senza  alcuna  restri- 
zione il  principio  che  aa  da  U7i  aggregato  qualunque  ai  toglie  uno 
dei  tuoi  elementi,  ciò  che  resta  è  ancora  un  aggregato. 

24.  Abbiamo  cercato  di  far  rilevare  accuratamente  la  differenza 
fra  numero  e  «imbolo  numerico.  Dobbiamo  però  aggiungere  che, 
nella  pratica  dei  calcoli,  colla  parola  numero  si  suole  intendere 
indifferentemente  cosi  Tana  cosa  come  l'altra.  Ciò  non  è,  come  è 
facile  di  comprendere,  di  alcun  danno.  Cbè  anzi  st  ha  il  vantaggio 
di  sostitnire  in  certo  modo  ad  an  ente  attratto  (e  quindi  di  origine 
Ìd  gran  parte  toggettiva)  qaal'è  il  numero,  qualche  cosa  di  oblttet- 
Uw,  cioè  il  simbolo  stesso  che  lo  rappresenta. 

Da  quest'ultimo  punto  di  vista  sembra  quindi  opportuno  di  dare 
la  definizione  di  numero  come  segue. 

Kumero  è  un  segno  speciale  di  ricognizione  (o  distintivo  o  tim- 
boU>  che  voglia  dirsi)  verbale  o  scritto ,  od  anche  semplicemente 
mentale,  che  ti  attribuisce  a  tutti  quegli  aggregati  che  sono  fra  loro 
coordinabili  allo  scopo  di  riconoscerli  come  tali  e  distinguerli  dagli 
altri  aggregati  che  non  sono  ad  essi  coordinabili. 

25.  Prima  dì  chiudere  questo  g,  dobbiamo  far  notare  che  oltre  al 
simboli  numerici  propriamente  detti,  ciascuno  del  quali  non  rap- 
presenta che  un  unico  nnmero  ben  determinato,  al  usano  anche  nei 
calcoli  del  simboli,  cosi  detti  algebrici,  il  cui  significato  numerico 
rimane  indeterminato,  cioè  può  stabilirsi  più  o  meno  arbitraria- 
mente dal  lettore. 

I  simboli  algebrici  si  compongono  ordinariamente  colle  lettere 
dell'  alfabeto  latino  o  greco.  Noi  ci  serviremo  di  preferenza  delle 
lettere  minuscole,  avendo  già  convenato  di  poterci  servire  delle 
maioacole  per  simboleggiare  oggetti  qualisivogliano. 

Goal,  ad  esemplo,  qualunque  sia  il  significato  numerico  che  11 
lettore  vorrà  attribuire  alle  lettere  aeb,  lo  stesso  nnmero  rappre- 
sentato da  a  potrà  anche  essere  rappresentato,  come  si  vedrà,  dagli 
Infiniti  simboli  algebrici  : 

a  X  1  ,  2a  +  (26  -  a)  - 

26.  ^eWalgebra,  ossia  nel  calcolo  fondato  sali' oso  metodico  dei 
Bimboli  algebrici,  le  ngnaglianze  fra  simboli  numerici  sono  quasi 
sempre  complicate  con  simboli  algebrici  ed  allora  prendono  anche 
spesso  il  nome  di  equazioni. 

Le  equazioni  non  sono  che  delle  uguaglianze  ipotetiche.  Esse 
differiscono  dalle  semplici  ngaaglianze  propriamente  dette  per  que- 
sto che  esse  non  sono  necessariamente  vere  qualunque  sia  il  signi- 
ficato numerico  che  voglia  attribnirsi  alle  lettere  in  esso  contenute. 
Cosi,  ad  esempio,  le  forraole  : 

2  +  1  =  2'  -  1  ,  (a  +  6)'  =  o'  +  2a6  +  b*, 
sono,  come  vedremo,  dello  vere  e  proprie  uguaglianze,  nel  mentre 
che  la  fonnola: 

Capilu.  —  IitituzUmi  di  anoI>«t  algebrica,  8.'  ediz.  S 
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non  è  che  qd' equazione ,  polohè,  se  essa  6  vera  per  a=2,  non  lo 
è  per  a=3. 

Vote  ad  Eaeroixi. 

Il  teorema  dell'art.  12  del  §  2"  rende  legittima,  per  riconoicere  se  due 
aggregati  abbiano,  oppnr  no,  la  etessa  numerosità,  la  segoenta  regola  pra- 
tica: li  tolga  dall'  aggregato  V  uno  qualunque  dei  tuoi  oggetti  è  coti  purt  «a 
ne  tolga  uno  qualunque  dall'aggregato  V;  •■  ripeta  quella  deiia  operazione 
Itigli  aggregati  reiiduali  e  poi  cori  di  leguito  :  etii  avranno  ,  oppur  no  ,  la 
lleiia  numerolità,  leeondochè  al  momeiito  in  cui  uno  dei  due  ri  riduce  al 
niente,  li  riduca,  o  non  it  riduca,  al  niente  anckt  l'altro. 

Senza  il  teorema  citato,  dopo  fallito  un  primo  tentativo  pratico  di  coor- 
dinasioue  fatto  nel  modo  indicato,  converrebbe  ritentare  la  coordinaEÌone 
in  tutti  i  modi  possibili  prima  di  poter  asserire  che  i  dne  aggregati  banua 
numerosità  diffarante. 

2.  Come  si  veda  ,  la  necoasità  stessa  di  riconoscere  se  due  aggregati 
n  e  Y  abbiano,  oppar  no  ,  la  stessa  namerosità ,  deve  in  noi  risvegliare 
naturalmente  l' idea  di  tutte  le  possibili  coppie  che  si  possono  formare 
combinando  un  elemento  qualunque  di  Ù  con  un  elemento  qnalunqne  di 
V.  E  questo,  per  quanto  in  embrione,  il  lubilratunt  combinatorio  dell' o- 
parasione  di  moltiplicazione,  alla  quale  noi  daremo,  per  consegnenia,  la 
precedenza  su  tutte  le  altre. 

8.  La  nnmeroiilà  è  una  qualità  degli  aggregati  cha  sì  può  ben  para- 
gonare alle  ordinarie  qualità  fisiche  che  pDÒ  presentare  un  oggetto  ma- 
teriale, p.  ea.  alla  eoloratione  (tuono,  ecc.).  Come  non  basta  un  solo  ag- 
gregato (  oggetto  numeralo  )  per  dare  origine  ad  un  determinato  nnmero, 
ma  ce  ne  vogliono  almeno  due  fra  loro  coordinabjli,  cosi  Bon  basta  1» 
visUa  di  un  solo  oggetto  colorato  per  far  nascere  1'  idea  di  nn  datarmi- 
nato  colore.  Quel]'  idea  verrà  bensì  astratta  dalla  nostra  mente  coma 
nota  comune  di  due  oggetti  aventi  quel  dato  colore,  con  un'operaxione  che 
in  fondo  altro  non  è  cha  una  coordinazione  fra  l'aggregato  di  vibrazioni 
registrate  dal  nostro  apparecchio  visivo  impressionato  dal  primo  oggett* 
e  l'aggregato  analogo  registrato  sotto  l'impressione  del  aecondo  oggetto- 
Come  si  vede,  il  concetto  di  numero  ha  le  sue  radici  nei  primi  gemi 
del  lavoro  di  astrazione,  cioè  del  raziocinio. 

4.  Se  A,  B,  C, ...  ,  D,  E  sono  punti  dello  spazio,  la  figura  formata  dalle 
rette  AB,  BC,  ... ,  DE,  KA  che  congiungono  ogni  punto  col  successivo  e 
l'ultimo  col  primo  è  un  poligono  chiuto.  I  punti  A,  B,...  si  chiamano  flirtici  e 
le  rette  AB,  BC,...  i  tali  del  poligono. 

Riconoscere,  mediante  un'opportuna  coordinazione,  che  il  numero  dei 
lati  di  nn  poligono  chiuso  b  uguale  al  numero  dei  vertici. 

5.  Dato  un  aggregato  di  punti  dello  spazio,  si  sono  tirate  delle  rette  in 
modo  che  ogni  punto  è  atato  congiunto  con  due  dei  rimanenti.  Dimostrare 
che  il  numero  delle  rette  tirate  è   uguale  al  numero  dei  punti  dati. 

Basterà  dimostrare  che  le  retto  tirato  formano  un  certo  numero  di  polì- 

6.  Ogni  individuo  nmano  è  condotto  naturalmente,  per  la  stessa  confign- 
rarione  del  proprio  corno,  al  concetto  dal  numero  cinque  (mediante  la  coor- 
dinazione fra  t'aggregato  delle  dita  della  mano  destra  e  l'aggregato  delle 
dita  della  sinistra;  e  cosi  pure  al  concetto  del  numero  due  a  causa  del  1k 
stessa  simmetria  del  corpo  (per  es.  mediante  la  coordinazione  degli  arti 
euperiori  agli  arti  inferiori).  Non  6  quindi  a  farsi  meraviglia  che  questi  due 
numeri  abbiano  avuto  un'importanza  tutta  speciale  nei  sistemi  di  numara- 
Etone  di  quasi  tutti  i  popoli  studimi  dagli  storici. 

Sì  vuole  cha  la  cifra  V  usata  dagli  Etruschi  o  dai  Komaiii  a  simboleggiare 
il  numero  cinque,  dovesse  appunto  in  origina  rappresentare  in  qualche  modo 
la  palma  della  mano  aperta  in  guisa  da  metterne  egualmente  in  e videnia 
tutte  le  cinque  dita. 
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7.  La  parola  algebra  deriva  dall'arabo  Aldtehebf  e  preciiftmente  dal  titolo 

(IWieAeir  walmvtàbala)  che  1'  autore  arabo  JUuhanmtd  ibn  MaiS  Alckwiarixmi 
(d'onde  la  parola  algoritmo),  viaanto  noi  primo  quarto  del  nono  secolo  dell'ora 
Tulgare,  pose  al  primo  trattato  di  algebra.  (Circa  il  BÌt^nificato  dolla  parola 
araba  Aldachebr,  cfr.  Cantar:  Vorltaungen  ilher  die  Qeichi<:hie  der  Slalkematik, 
2-  Edi«.  Voi.  I,  Capitolo  33). 

§  4.»  —  Composizione  di  aggregati. 
Prodotto  di  dae  numeri. 

27.  A  differenza  del  sitnbolo  A,  B  che  rappresenta,  come  si  6  già 
detto,  i  due  oggetti  A  e  B  in  quanto  costituiscono  aii  aggregato, 
il  simbolo  A-B,  o  il  suo  equivalente  più  semplice  AB,  rappre- 
senterà un  unico  oggetto  che  dovrà  in  certo  modo  considerarsi 
come  generato  da  A  e  B,  ma  non  sarà,  gencralmeuic  parlando,  né 
l'oggetto  A,  né  l'oggetto  B,  nò  il  loro  semplice  aggregato. 

Quando  coi  due  simboli  A  o  B  si  forma  il  simbolo  AB,  si  dico 
che  si  fa  una  composieione  di  simboli.  Il  simbolo  A  si  dìrh  iì  prìmo 
componente,  il  simbolo  B  il  secondo  componente,  ed  il  simbolo  AB 
il  composto  dei  due  simboli.  Alla  composizione  dei  simboli  cor- 
risponde naturalmente  una  composizione  degli  oggetti  da  essi  rap- 
preseotatij  secondo  una  legge  di  composizione  da  stabilirsi  opportuna- 
mente a  seconda  dello  questioni  che  si  trattano.  Cosi,  p.  es.,  i  sim- 
boli AB  e  BA,  che  rappresenteranno  in  generale  oggetti  differenti, 
potranno  in  certe  questioni  rappresentare  il  medesimo  oggetto. 

28.  Ciò  posto,  sia  Q  l' aggregato  che  ha  per  elementi  certi  og- 
getti : 

A,  B,  C, . . . ,  D,  E  (1) 

il  cui  numero  sia  m  ;  sia  poi  Q  l' aggregato   di   altri   oggetti  : 

P,  Q,  R, . . .  ,  a,  T  (2) 

il  coi  nomerò  aia  |i.  Indicheremo  per  brevità  con  QQ  (e  chia- 
meremo composto  dei  due  aggregati  Q  ed  il)  l' aggregato  che  ha 
per  elementi  tutti  ì  nuovi  oggetti  rappresentati  dai  simboli  che  si 
possono  formare  componendo  uno  qualunque  dei  simboli  (1)  con  uno 
qualunque  dei  simboli  (2). 

29.  Per  trovare  effettivamente  (con  procedimento  possibilmente 
timmetrico  rispetto  a  Q  ed  SJ)  tutti  gli  elementi  dell'  aggregato 
Qa,  si  potrà  incominciare  dallo  scrivere  quelle  coppie  che  con- 
tengono A  ovvero  P,  cioè  : 

IaQ  ,  AR  ,  .  .  . ,  AS  ,  AT 
(bP  ,  CP  ,  .  . .  ,  DP  ,  EP. 

Resteranno  ancora  a  scriversi  dopo  ciò  le  coppie  che 
comporre  1'  aggregato  : 

B,C,...,D,E 
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Q,R,...,S,T, 
ecc.  Questo  procedimecto  mette  al  tempo  steaao  in  evidenza  che 
r  aggregato  QQ  è  finito. 

30.  Il  numero  degli  elementi  dell'aggregato  .QQ  testé  definito  di- 
pende soltanto  dai  due  numeri  m  e  ^. 

Si  prenda  infatti  io  luogo  dell'aggregato  (1)  nn'altro  aggregato 

Q'  collo  stesso  numero  m  di  oggetti  e  quindi  ad  esso  coordinabile: 

A',B',C',  ...,D',  E'  (1)' 

e  similmente  in  Inofio  di  (2)  ne  aitro  aggregato  Q'  ad  esso  coor- 
dlnabile  : 

P' ,  Q' ,  B' ,  . . . ,  S' ,  T'  (2)' 

e  si  faccia  la  composizione  di  qnestì  due  aggregati,  p.  es.  nello 
stesso  modo  tenuto  nel  prec.  articolo  per  costraire  1'  aggregato 
QQ.  Si  otterrà  come  risultato  un  aggregato,  Q'ìì',  i  cui  elementi 
si  possono  far  corrispondere  uno  per  uno  a  quelli  di  QQ,  bastando 
a  tale  oggetto  di  far  corrispondere  ad  un  elemento  qualunque  di 
QQ  quell'elemento  di  Q'Q'  che  contiene  le  stesse  lettere  munite 
di  apice  (p.  es.  all'  elemento  BR  1'  elemento  B'R').  I  due  aggregati 
QQ  e  Q'Q'  sono  dunque  coordlnabili  ;  e.  d.  d. 

31.  ti  numero  degli  elementi  dell'aggregato  QQ,  c^e  è,  come 
or  si  è  vieto,  perfettamente  determinato,  appenachò  sian  dati  ì  due 
numeri  m  e  )ji,  sì  chiama  il  prodotto  dei  due  numeri  m  e  )ji  e  ai 
rappresenta  in  aritmetica  col  simbolo  m  X  |i,  in  algebra  col  sim- 
bolo m-ii  o,  più  semplicemente  con  m^. 

La  definizione  di  prodotto  si  pnò  dunque  riassumere  come  segue  : 
prodotto  di  due  numeri  m  e  ^  è  il  numero  delle  coppie  che  si  pos- 
sono formare  combinando  un  elemento  qualunque  di  un  aggregato 
di  m  oggetti  con  un  elemento  qualunque  di  un  altro  aggregato 
di  [1  oggetti. 

L'operazione  mediante  la  quale  da  due  numeri  m  e  \i.  si  deduce 
il  loro  prodotto,  si  chiama  moUiplicatione,  e  1  due  numeri  m  e  )&  si 
dicono  i  fattori  del  prodotto. 

32.  Il  prodotto  di  due  numeri  non  varia,  te  si  inverte  l'ordine 
dei  fattori;  cioè:  mjjL  =  [Jim. 

Ciò  equivale  a  diro  che  l'aggregalo  QQ  è  coordinabile  all'ag- 
gregato QU> 

Infatti,  per  coordinare  l'aggregato  QQ  all'aggregato  QQ,  ba- 
sta far  corrispondere  ad  un  elemento  qualunque  di  QQ  quell'ele- 
mento di  QQ  che  consta  degli  stessi  componenti  presi  in  ordine 
inverso,  cioè,  p.  es.  all'elemento  AR  l'elemento  RA,  all'elemento  BR 
r  elemento  RE,  ecc. 

33.  Il  prodotto  di  due  fattori  eguali  ad  uno  stesso  numero  si 
chiama  anche  il  quadrato  di  quel  numero.  Per  esprimere  il  qaa- 
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drato  di  un  nnmero  a,  in  laogo  di  Bcrivere  aa,  si  scrive  qaasl 
sempre  a*. 

§  5.4  —  Teoremi  salla  oomposlslone  dt  piò  agrpreffatl. 

34.  Dobbiamo  premettere  alcune  spiegazioni,  di  ìndole  generale, 
soli'  nso  delle  parentesi,  cbe  hanno  importanza  capitale  nella  tec- 
nica delle  espressioni  matematiche. 

Supponiamo  che  nel  corpo  di  ona  certa  espressione  simbolica  si 
trovi  un  simbolo  S  il  qaale  non  sia  costitatto  da  aa  segno  unico 
(lettera  o  cifìra,  ecc.)  ma  da  più  segni  che  servano  soltanto  a  fis- 
sare, nei  /«ro  infieme,  il  significato  di  8,  senza  che,  considerati 
isolatamente,  debbano  avere  alcaa  rapporto  diretto  cogli  altri  sim- 
boli scritti  al  di  foori  di  S.  Per  mettere  ciò  in  perfetta  evidenza  ed 
evitare  cosi  ogni  possibile  eqnivoco  nella  interpretazione  dell'e- 
spressione ,  si  racchiade  il  simbolo  8  fra  dae  parentesi ,  cioè  si 
scrive  (8)  in  Inogo  di  S. 

Cosi,  ad  esempio,  se  a,  %  f  sono  del  nomeri,  il  simbolo  a{^i) 
esprimerà  che  il  nnmero  a  viene  moltiplicato  per  il  prodotto  di  ^ 
e  7;  invece  il  simbolo  («ph  esprimerebbe  che  il  prodotto  di  a  e 
dì  ^  viene  moltiplicato  per  y- 

35.  Se  A,  B,  C,  D, ... ,  E  sono  dei  simboli  qaallsivogliano,  il  sim- 
bolo ÀBCD...E,  non  mettendo  chiaramente  in  evidenza  il  modo 
col  qnale  esso  s'intende  essere  stato  formato  mediante  successive 
composizioni,  paò  lasciar  dnbbio  circa  il  significato  dell'ente  (ag- 
gregato, numero,  ecc.)  da  esso  rappresentato.  Si  è  perà  convenato, 
per  economia  di  parentesi,  di  considerare  sempre  il  simbolo  ÀBCD...E 
come  ottenuto  componendo  dapprima  il  simbolo  A  col  simbolo  B, 
poi  il  simbolo  AB  cosi  ottenuto  col  aimbolo  C,  quindi  il  simbolo 
(AB)C   cosi  ottenuto  col  simbolo  D ,  e  cosi  via. 

Cosi  ad  esempio ,  la  genesi  del  simbolo  ABCD  viene  espressa 
rigorosamente  dall'  eguaglianza  : 


ABCD 


=  ((AB)c)d, 


cosicché,  se  A,  B,  C,  D,  anziché  rappresentare  degli  enti  qualisl- 
vogliano,  rappresentino  dei  numeri,  e  si  assuma  come  legge  di  com- 
posizione quella  della  moltiplicazione  aritmetica,  si  avr&  p.  es.  : 


2x1X3 


X1  =  ((2X1)X3^XI=6 


.36.  Supponiamo  ora  che  I  simboli  da  comporsi  rappresentino  de- 
gli aggregati  di  simboli  (i  quali  potranno  alla  lor  volta  rappresen- 
tare degli  enti  qualisivogliano).  Consideriamo,  per  fissare  le  idee, 
quattro  aggregati  0,fl,  tJ,V.Il  simbolo  OilUVrappresenteriiun 
tggregato  ben  determinato  di  simboli  composti^  cioè  quell'aggre- 
gato cbe  si  ottiene  componendo  prima  l' aggregato  0  coli'  aggre- 
gato Ù,  poi  l'aggregato  OU  cosi  ottenuto  con  U  e  finalmente  l'ag- 
gregato (  OQ  )U  con  V. 
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Pertanto  uno  qaalanque  degli  elementi  dell'  aggregato  ÓÓUV 
si  otterrà  componendo  dapprima  un  elemento  qualunque  0  dì  0 
con  un  elemento  qualunque  fi  di  Q.  Si  otterrà  così  ij_  simbolo 
OQ  che  si  comporrà  con  un  elemento  qualunque  U  dì  D  e  darà 
origino  al  nuovo  simbolo  (Ofl)U.  Questo  sì  comporrà  a  sua  volt» 
con  un  elemento  qualunque  V  di  V  ;  e  cosi  si  sarà  generato  il 
simbolo  [(Oa)U)V  che  sarà  uno  qualunque  degli  elementi  di 
OflUV.  Anche  qui  però,  in  luogo  di  scrivere  [(OQ)U]V ,  potremo 
scrivere  piti  brevemente  00  UV. 

Dunque  :  se  0  ,  0  ,  U , . . . ,  V  tono  degli  aggregati  di  simboli 
qualisivogliano,  l'aggregato  composto  ÓCU  ...  V  ha  per  suoi  ele- 
menti tutti  i  simboli  contenuti  nel  tipo  0Ì1U...V,  dove  0  è  uno 
qualunque  degli  elementi  di  0,  Q  uno  quaiunque  degli  elementi  di 
fi,  e  così  via. 

37.  Se  0' ,  fi* ,  tP , . . . ,  V'  sono  gli  stessi  aggregati  0,  fi,  V,. . . ,  V 
scritti  in  un  altro  ordine  qualsivoglia,  i  due  aggregati  OfiU...  Y 
ed  O'Q'V , . .  V  tono  fra   loro    coordinabili. 

Infatti,  per  coordinare  fra  loro  questi  due  aggregati,  basta  far 
corrispondere  ad  ogni  elemento  OQU  ...  V  di  ÒQU  ...  V  quel- 
l'elemento di  O'fi'U' .  . .  V  che  è  formato  dagli  stessi  simboli 
0  ,  fi  ,  U ,  .  .  . ,  V  composti  secondo  il  nuovo  ordine  di  composi- 
zione. Cosi,  ad  esempio,  considerando  solo  4  aggregai ,  ad  ogni 
elemento  OQUV  di  ÓfiUV  ai  farà  corrispondere  in  COVU  l'ele- 
mento OOVU  e  reciprocamente. 

38.  8eO,Q,  V  ,...,  Y  sono  certi  aggregati  ed 0','ù'jV^,...'W 
certi  altri  aggregati,  l'aggregato  composto  ÓQU  ,  . .  VÒ'iì'U'. . .  W 
è  coordinabile  all'aggregato  composto: 

(OQU...  v)(0'fi'U'...  W'). 

È  infatti  manifesto  che,  per  coordinare  i  due  aggregati  cosi  com- 
posti ,  basta  far   corrispondere   ad   un   elemento  qualunque  : 

OfiU...  VO'Q'U'...  W 

del  primo  1'  elemento  : 

(0QO...VK0'Q'U'...W') 
del  secondo. 

§  6.0  —  Teoremi  sai  prodotto  di  più  namerl. 
BspreBBioni  monomle. 

39.  Se  a,  1^,  1,...  ,5  sono  dei  numeri  qualisivogliano,  col  sim- 
bolo ap*r-"S  (e  coi  simboli  equivalenti  a-p'"j...SedaX?XTX...  XS) 
s'intende  secondo  quanto  ei  è  già  osservato  (art.  35),  quel  numero 
che  nasce  dal  moltiplicare  dapprima  a  per  f,  poi  il  prodotto  a^ 
per  f»  e  cosi  via. 
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40.  8e  gli  aggregati  A,  B,  0,^. . ,  D  contengono  rìsp.  «,  p,  -j, . . . ,  8 
oggetti,  l'aggregato  composto  ABC  .  . .  D  contiene  a^f. . .  5  etemeati. 

Infatti  a)  rappresenta,  per  la  deflDÌzìone  stessa  di  prodotto ,  il 
numero  degli  elementi  dell'aggregato  AB.  Per  conseguenza  (a?)XY, 
cioè  il  numero  o.^f ,  rappresenterà,  per  la  stessa  ragione,  il  mi- 
merò degli  elementi  dell'aggregato  (ÀB)C,  cioè  appunto  dell'ag- 
gregato ABC,  e  cosi  via. 

41.  Il  prodotto  di  piti  numeri  è  indipendente  dall'ordine  dei  fai- 
Uni. 

Siano  infatti  a,^,T,...,S  dei  numeri  qaalisivogllano  eda',^',-^',...,  5' 
gii  stessi  numeri  scritti  in  altro  ordine  a  piacere.  Se  A ,  B ,  C, . . . ,  D 
SODO  rìsp.  gli  stessi  aggregati  che  hanno  dato  origine  ai  numeri 
a,  ^,  i;, ....  3  e  se  A',  B',  C, . . . ,  D'  sono  gli  stessi  aggregati  dispo- 
sti secondo  il  nuovo  ordine,  già  sappiamo  (art.  37)  che  i  due  ag* 
gregali  composti  : 

ÀBC...D    ed   À'B'C'...D' 

BODO  fra  loro  coordinabili,  e  quindi  hanno  lo  stesso  numero  di  ele- 
menti. Ma  il  numero  dei  loro  elementi  è  dato  risp.  (art.  40)  da  : 

a^Y  ■  ■  ■  Ò    ed    a'i^'f  ' . . .  ò'. 

È  dunque  a}-x  ..,&  =  a'^'y' ...  8',  e.  d.  d. 

Il  teorema  ora  dimostrato  si  suole  enunciare  dicendo  che  la  mol' 
tiplicazione  è  un'operazione  che  gode  della  proprietà  commutativa. 

42.  &  A,  b,  e, . . . ,  e  ed  a ,  ^  ,  •(,.,.  ,S  sono  dei  numeri  qualiti- 
vogliano,  il  loi'O  prodotto  coincide  col  prodotto  che  si  ottiene  mol- 
tiplicando il  prodotto  abc ...  e  pel  prodotto  a^ ...  3  ;  il  che  è  si- 
gniBcato  dalia  scrittura  ; 

abc...  eapr  -  ■ .  8  =  (abc . . .  e)(a?Y  •  ■  ■  3). 

Questo  teorema ,  conosciuto   anche   come  proprietà   associativa 
della  moltiplicazione,  discende  naturalmente  dal  teorema  dell'art.  38. 
Siano  infatti  rispettiTamente  : 

A ,  B,  C, . . . ,  É        A',  B',  C', . . . ,  5' 
gli  aggregati  che  hanno  dato  origine  ai  numeri: 
a,  b,  e, , . .  ,e        a,  p,  Y, . . . ,  3. 
Poiché,  pel  detto  articolo,  l'aggregato  composto  ÀBC...ÈA'B'C'...D' 
È  coordinabile  all'aggregato  (ÀBC  .  . ,  È)(a'B'C'  .  . .  D'),  il  nume- 
ro originato  dal  primo,  che  è  appunto  (art.  40)  il  prodotto  afte...  ea?Y ...  5, 
coincider  deve  col  numero  originiito  dal  secondo,  cioè,  per  la  defi- 
nizione di  prodotto,  col  prodotto  del  numero  originato  da( AB C . . .  b) 
pel  nnmero  originato  da  (A'B'C'  . .  .D').  Ma  il  numero  originato 
da  (abc  . . .  É)  è  «6c . . .  e ,  e  quello,originato  da  (a'B'C'  . . .  D')   é 
ci^T  • . .  8  ;  quindi ,  ecc. ,  e.  d.  d. 
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43.  Dal  teorema  ora  dimostrato  Bogae  manifestamente  che: 

abc . . .  «a^t . . .  ta'b' .  ..g'  =  ab...  e(a^ . . .  S)a'b' ...  g*  i 
ecc.  ecc. 

44.  Re  tn  è  il  namero  dei  fattori  cbe  compongono  il  prodotto 
a^-f...3  e  se  i  numeri  a,.^,  •{,,,.,&  sono  tutti  egoall  ad  ano 
stesso  numero  a,  il  prodotto  stesso  si  chiama  U  potenza  m"*""  del 
nomerò  a;  e  in  laogo  di  scrivere  aaa.,,a,  si  scrive  più  breve- 
mente a**. 

Dei  due  namerì  a  ed  m  cbe  figurano  nella  potenza  a",  il  primo 
si  chiama  la  ba$e  e  il  secondo  l'esponente  della  potenza  stessa. 

45.  Abbiamo  già  notato  che  la  potenza  seconda  a'  di  an  nu- 
mero a  si  chiama  anche  il  quadrato  di  a.  Aggiangiamo  che  la  terza 
potenza  a'  di  a  si  chiama  anche  11  cubo  di  a. 

46.  Se    a  ,  b  ,  m  sono  dei  numeri  naturali  qualirìvogliano,  ti  ha: 

8%"  =  (ab)". 

Lasciamo  al  lettore  la  dimostrazione  di  quest'egnaglianza,  come 
conseguenza  della  proprietà  commutativa  ed  associativa  delta  mol- 
tiplicazione. 

47.  Ogni  numero  deducibile,  mediante  operazioni  di  moltiplicar 
zione,  da  certi  numeri  a,b,c,.,.,d  è  rappresentabile  sotto  la 
forma: 

a"  bP  cT^ .  . .  d',  (1) 

essendo  a,  p,  Y)  ■  ■  •  >  S  degli  esponenti  da  determinarsi  opportuna- 
mente. 

la  questo  enunciato  si  deve  intendere  che  gli  esponenti  a,  t,  ■*, .. .,  3 
possano  anche  prendere  il  valore  zero  ;  nel  qual  caso  colla  corri- 
spondente potenza  s'intenderà  l'unità.  Cosi  ad  esempio  in  luogo  di 
scrìvere  a'c*d'  si  può  anche  scrivere  a'S^fi^d*.  La  con»en«ione  b''=l 
s' impone  del  resto  anche  per  altre  ragioni  che  appariranno  più 
tardi. 

Infatti,  un  prodotto  di  un  numero  qualunque  di  fattori,  scelti  fra 
i  numeri  a,  b,  c,...,d,  si  può  sempre  ridurre,  mediante  un  op- 
portuno scambio  di  fattori,  alla  forma  (1);  e  il  prodotto  di  due  o 
più  prodotti  della  forma  (l)  è  del  pari  evidentemente  riducibilo 
alla  forma  (l). 

48.  Le  espressioui  della  forma  (1)  si  dicono  monomii.  Dei  na- 
merì a,  b,  Cf . . . ,  d  alcuni  sono  perfettamente  individuati  e  si  pos- 
sono surrogare  con  cifre,  altri  restano  arbitrarli.  Questi  uiiimi  rap- 
presentano spesso,  nelle  questioni  algebriche,  le  cosi  detto  varia- 
bili, cioè  dei  numeri  cbe  in  una  stessa  questione  si  fanno  variare 
piii  o  meuo  arbitrarìameote.  In  tal  caso  essi  si  designano  di  prefe- 
renza colle  lettere  x,  y,  s,  g,  it,  «, , . .  I  fattori  non  variabili  pren- 
dono invece  nell'espressione  monomia  il  nome  di  coefficienti;  e  il 
loro  prodotto  si  chiama   il    coefficiente  dell'  espressione  monomia. 
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-as- 
cosi, ad  esempio,  nei  monomi!  cod  tre  Tariabili  x,  y,  z; 
Zxyz  ,  ix^y'z  ,  ax'j/'z*  ,  2ax'y*z , 

le  cifre  3,  3,  4  e  il  numero,  da  fissarsi  ad  arbitrio,  a  fungono  ap- 
pnnto  da  coefficienti  e  come  tali  st  premettono ,  secondo  l'uso  ge- 
nerale, alle  Tariabili.  Per  il  quarto  dì  questi  monomii,  in  luogo  di 
dire  cbe  ha  i  coefficienti  2  ed  a,  si  dira  anche  più  sempHcemenie 
che  ha  per  coefficiente  2a. 

§  7.0  —  BlQDlone  di  a^rgregatl —Somma  di  dae  namerl. 

49.  Aggiungere  ad  un'aggregato  U  un  altro  aggregato  V ,  ài 
oggetti  distinti  da  quelli  di  U,  o  meglio:  riunire  gli  aggregati  U 
e  V  significa  formare  un  nuovo  aggregato  W  cbe  abbia  per  ele- 
menti tutti  gli  elementi  dì  Ù  e  tutti  gli  elementi  di  V,  e  non  ab- 
bia altri  elementi  all'  infuori  di  questi. 

L'aggregalo  coal  ottenuto  si  designerà  col  simbolo  U  ,  V  (  o  an- 
che con  U-hV)  e  si  dirà  la  riunione  dei  due  aggregati,  onde  si 
potrà  scrìvere  : 

W=  U,V=  V,U. 

L'aggregato  "W  sarà  evidentemente  finito,  come  lo  erano  U  e  V, 
poiché,  per  enunciare  tutti  i  suoi  elementi,  basterà  enunciare  prima 
ratti  quelli  dì  Ù  e   poi  tutti  quelli  dì  V,  o  viceversa. 

50.  Se  V  aggregato  A  i  coordinabile  all'  aggregalo  A'  e  l'aggre- 
gato S  a  B',  l'aggregato  A.,  B   è   coordinabile  all'aggregato   A',B'. 

Per  coordinare  l'aggregato  A,  B  all'aggregato  A',B',  basterai 
infatti  di  far  corrispondere  ad  ogni  elemento  di  A ,  B  che  sia  e- 
lementodiA,  quello  stesso  elemento  che  già  gli  corrispondeva 
Dflla  coordinazione  di  A  ad  A',  e  similmente  ad  ogni  elemento  di 
B  quello   che   gli   corrispondeva  nella  coordinazione  di  B  a  B'. 

51.  eia  premesso,  ci  è  lecito  di  dare  la  segtiente  definizione:  se 
a  e  ^  sono  due  numeri  qualunque,  et  chiamerà  somua  di  a  e  di  ^, 
*  ri  indicherà  con  a+?  {che  ai  legge  a  più  ^)  il  numero  originato 
Gl'aggregato  che  sì  ottiene  aggiungendo  all'aggregato  di  oggetti  che 
ha  originato  a,  l'aggregato  che  ha  originato    ^. 

Questa  definizione  è  legittima,  perchè,  se  invece  dui  due  aggre- 
dii A  e  B,  risp.  di  namerosità  a  e  ^,  se  ne  prendano  sitri  due 
A'  e  B'  che  danno  origine  a  qneetl  stessi  numeri ,  il  numero  ori- 
ginato da  A,  B  8ar&  quello  stesso  originato  da  A',  B'  essendo  , 
P«  l' art.  prec,  gli  aggregati  A  ,  B  ed  A' ,  B'  fra  loro  coordinabili 

52.  L'operazione  mediante  la  quale,  dati  due  numeri  a  e  ^,  si  ot- 
tiene la  loro  somma  <t+^,  si  chiama  addizione. 

CarKLLi.  —  ItlUuiioni  di  analùi  algebrica,  3.*  ediz.  d 
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E  chiaro  che  a+p=?+a,  poiché  I'  aggregato  A  ,  B,  non  differi- 
sce dall'aggregato  B  ,  A, 

53.  Se  a  +  Y  =  ?  +  Tf  t  ^  anche  a  =  p. 

Siano  infatti  A,B,C  gli  aggregati  che  hanno  originati  risp.  l 
numeri  a,^,y.  Poiché  l'aggregato  A ,  C  è,  per  supposto,  coordina- 
bile all'  aggregato  B  ,  C ,  togliendo  da  entrambi  saccessivamente  gli 
elementi  di  C  ,  gli  aggregati  residui  A  ,  B  riusciranno  (art.  11)  fra 
loro  coordìnabìli.  È  dunque  ct  =  ^;  e.  d.  d. 

54.  //  prodotto  di  due  potenze  di  uno  atesso  numero  a  è  uguale 
ad  un'  unica  potenza  di  a  che  ha  per  esponente  la  aomma  degli 
esponenti  delle  due  prime. 

Infatti  la  proprietà  associativa  della  moltiplicazione  (art.  42) 
espressa  dalla  formola 

(abc  ...  fi)(a^  ...  TfS)  =  abc  ...  ea?  ...  tS, 

nel  caso  particolare  in  cui  a,b,c,...,  e  siano  m  numeri  tutti  e- 
gnali  ad  a  ed  a  ,  ^ ,  f , ... ,  S  siano  n  numeri  pure  uguali  allo  stesso 
a,  prende  evidentemente  la  forma: 


§  B."  —  Somma  di  plik  nnmerl  —  Espreaalonl  pollnomie. 

65.  Se  all'aggregato  U,V  si  aggiunge  nn  nuovo  aggregato  W, 
si  ottiene  come  risultato  delia  riunione  un  aggregato  che  sì  dovreb- 
be rappresentare  col  simbolo  (U  ,  V  )  ,  W,  ma  che  si  rappresenterft 
più  brevemente  con  U  ,  V  ,  W  e  si  chiamerà  la  riunione  di  U ,  V  e 
W^  e  cosi  via. 

5G.  La  riunione  di  diversi  aggregati  è  indipendente  dall'ordine 
secondo  cui  gli  aggregati  stessi  vengono  aggiunti  successivamente. 

Cosi,  ad  esempio  : 


U,V,W,Q=  V,Q,U,W. 

È  chiaro  infatti  che  ogni  elemento  della   prima   riunione  3i  trova 
come  elemento  anche  nella  seconda,  e  viceversa. 
57.  La  riunione  di  diversi  aggregati  : 

U,  V,...,    Q  ,  U',  V',...,W' 

«('  può  anche  ottenere  aggiungendo  alia  riunione  U  ,  V,...,  Q  la  riu- 
nione V',V',...,W.  Cioè: 

tj,V,...,  a.U',  V',...,W'  =  (U,  V,...  ,Q),(tf',V',...,W')■ 
È  chiaro  infatti,  anche  qui,  che  ogni  elemento  dell'aggregato 
di  destra  È  anche  elemento  dell'aggregato  di  sinistra  e  viceversa. 
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58.  Se  et ,  p ,  -r , . . . ,  5  sono  dei  namuri  qualisivogllano,  col  eira- 
bolo  a  +  ^+Y-t-.-.  +  S  s'inlenderà  (aaalogAmente  alla  deHnizioDe 
dau  sopra  del  aimbolo  tJ  ,  V  ,  W, . . . ,  Q  )  il  namero  che  si  ottieDe 
sonunando  dapprima  a  con   ^ ,   poi  il  risaltato  ottenuto   con  ^  >  Q 

cosi  via. 

59.  L'operazione  di  adiizione  gode  della  proprietà  commutativa. 

Cioè; 

a+?=p+a,  af^-fy^a+Tf  +  P-P-l-f *■*=  ■•■; 

e  in  generale:  la  somma  di  più  numeri  è  Indipendente  dall'ordine 
secondo  il  qnale  si  sommano  gli  addendi. 
È  questa  una  conseguenza  manifesta  dell'art.  56. 

60.  L'operazione  di  addizione  gode  anche  della  proprietà  aaiocia- 
lioa.  Cioè ,  se  a ,  p ,  f  ,...  ,5,  a' ,  ^' ,  -j'  ,...,z'  sono  dei  numeri 
qualisìvogliano,  si  ba: 

afP+f+— -J-Ò+a'+S'-^T'+.-.+e' 

=(itrP+7-H...+5)+(a'  +  3'+-r'+...+8'). 

Questa  è,  a  sua  volta,  una  conseguenza  immediata  dell'art.  57. 

61.  Se  A,  B,  C,  ...,E  sono  gli  elementi  di  un  aggregato  di  og- 
gttti  e  se  neW  etpretsione  aggregativa  : 

A  ,  B ,  C,  . . .  ,  E, 

li  ponga  in  luogo  di  ogni  lettera  la  cifra  1  ed  in  luogo  di  ogni  vir- 
gola il  segno  +,  il  simbolo  numerico  1+1  +  1+... +1  così  ottenuto 
rappresenta  il  numero  originato  da  quell'aggregato  {la  numerosità 
dtU'aggregato). 

Infatiì,  poiché  1  fi  è  la  numerosità  dell'aggregalo  A,B,  sarà 
(1+1)+1,  cioè  l  +  l+l,  la  numerosità  dell'  aggregato  (A  ,  B),  0,  cioè 
dell'aggregato  A, B,C.  Similmente,  poiché  1  +  1  +  1  è  la  numerosità 
dell'aggregato  A,B,C,  la  numerosità  di  A,B,C,I>,  cioè  di 
(A ,  B ,  C) ,  D  ,  sarà  (1  +  1  +  1)  +  1 ,  ossia ,  che  è  la  stessa  cosa, 
1  +  1  +  1  +  1  ;  e  cosi  via. 


62.  Il  prodotto  di  due  numeri  qualunque  m  e  f.  é  uguale  aW 
lomma  di  ^  numeri  tutti  eguali  ad  m. 

Infatti ,  per  iscrivere  tutte  le  coppie  che  si  possono  formare 
(cfr.  art.31)  combinando  un  elemento  qualunque  di  un  aggregato 
A,,  A, , ...  ,A„  dì  m  oggetti  con  un  elemento  qualunque  di  un  ag- 
gregato B,  ,Bj,...  ,B^  di  11  oggetti,  basterà  scrìvere  prima  tutte 
le  coppie  che  contengono  fi,  (  cioè  un  aggregato  di  m  oggetti  ), 
poi  tutte  quelle  che  contengono  fi|  (cioè  un  altro  aggregato  dim 
iggetti),  e  cosi  via. 

63.  Corollario.  —  La  somma  di  [i  numeri  eguali  adm  è  uguale 
"Uà  tomma  di  m  numeri  eguali  a  [/. 

Sappiamo  infatti  (art.  32)  ohe  m|i  =  )iin. 
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64.  Quando  il  prodotto  in;i  bÌ  considera  sotto  il  punto  di  vista 
corrispondente  all'enunciato  dell'art.  63,  dei  due  fattori  m  e  ti,  cbn 
Io  compongono ,  il  primo  si  chiama  moltiplicando  ed  il  secondo 
moltiplicatore. 

Secondo  lo  stesso  punto  di  vista  i  prodotti  2m,  'dm, ...  si  chia- 
mano anche  risp.  il  doppio  di  m,  il  triplo  di  m,  ecc. 

65.  La  somma  di  n  numeri  arbitrari  si  può  rappresentare  colla 
scrittura  : 

a,  +  a,  +  «g  f  .  .  .  +  o„ 

alla  quale  vengono  spesso  sostituite  le  notazioni  abbreviate: 


/  ,a,    o  meglio:     ^  a; 


per  mezzo  del  segno  I,  che  si  chiama  eimbolo  sommatoria,  di  cai 
si  fa  in  analisi  uso  frequentissimo. 

66.  La  somma  di  più  monomi!  (art.  48)  si  chiama  polinomio.  Il 
polinomio  sì  distingue  poi  in  binomio,  trinomio,  quadrinomio,  ecc., 
a  seconda  che  esso  sia  la  somma  di  due  soli  monomii,  ovvero  di 
tre  monomil,  ecc.  I  singoli  monomi!,  di  cui  il  polinomio  è  la  som- 
ma ,   si  dicono   poi   termini  del  polinomio. 

Ogni  polinomio  di  n+l  termini,  deducibile  dai  numeri  a,&,  c,...,d 
(cfr.   alt.  47)  sarà  evidentemente  della  forma: 

a"6M ...  d^+a^'b^'cr ...  d«'+...-l-a"''''ipp'''' ...  d*'"',  (I) 

ben  inteso  colla  convenzione  (cfr.  art.  47) ,  che  si  manterrà  sem- 
pre d'ora  innanzi,  che  per  potenza,  con  esponente  uguale  a  zero,  di 
un  numero  qualunque  s'intenda  l'unità. 

67.  Supponiamo,  per  fissare  le  idee,  che  dei  numeri  a,  b,  e, . . . ,  d, 
dai  quali  è  stata  dedotta  l'espressione  polinomia,  soltanto  due,  che 
indicheremo  con  a;  ed  j/  siano  variabili  (cfr.  art.  48).  Tutti  gli  al- 
tri numeri,  siano  essi  rappresentati  da  cifre  o  da  lettere,  dovendo 
riguardarsi  comò  costanti,  è  chiaro  che  anche  i  loro  prodotti  e  po- 
tenze saranno  da  riguardarsi  come 'tali.  Pertanto  all'espressione 
polinomia  (1)  si  potrà  anche  dare  la  forma  più  semplice: 

y^a-x'^y^,    o  meglio      ^  a'x'y^ 


mettendo  in  evidenza,  a  destra  del  segno  sommatorio  quello  che 
si  suol  chiamare  termine  generale,  o  generico,  del  polinomio.  Il  se- 
gno ;;  premesso  al  termine  generale  significa  che  s'intendo  doversi 
fare  la  somma  di  più  termini  i  quali  si  deducono  tutti  dal  tipo  ge- 
nerico ax"i/^  attribuendo  diversi  valori  al  coefficiente  costante  a 
ed  agli  esponenti  a  e  ?.  Invece  le  lettere  x,  y  rappresentano  in  tutti 
i  termini  gli  stessi  numeri. 
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§  9.° — Proprietà  dlstrlbatlva  della  moltlplloaslone. 
Bldoslone  del  potlnomll. 

68.  Se  m,  n,  a  sono  nameri  qaalnnqne,  si  ha  : 

a{m  +n)  =  am  +  an  ,  (m  +  n)a  =  ma  +  nx ,  (1) 

ed  JD  ciò  consiste  la  cosi  detta  proprietà  distributiva  della  molti- 
plicazione. 

loratti,  il  prodotto  a(m+n)  è  aguale  (art.  62)  alla  somma  di  m  +  n 
ntiDieri  tatti  eganii  ad  a.  Ora  per  fare  questa  somma,  si  potrà 
(un.  60)  fare  separatamente  la  somma  dei  primi  m  numeri,  che  ò 
ngoale  ad  am,  poi  qnella  degli  altri  n  namerì  che  è  an,  e  per  ul- 
timo sommare  i   risultati,  il  che  dà  appunto  a:»t  +  an. 

La  seconda  delle  uguaglianze  (1)  si  deduce  immediatamente 
dalla  prima  ricordando  (art.  32)  che  : 

(m  +  «)a  =  a{m  +  n)  ,  ma  =  am  ,  na  =  an. 

69,  Se  m,  n, , . . ,  r,  s,  t  sono  numeri  qualunque,   si  ha: 

a(Ta+-D+  ...+r-i-s+t)=am+an+... +arfosfot. 
e  similmente  : 

(m+n-t-...  +r+8+t}x=mafna)-,..  +ra+85t+ta. 
Si  può  scrivere  infatti  : 

«(m*n-l-...  +J-f  «+()=«[  (w»+n+  ...  +r+8)+t] 
e  quindi  per  l' art.  preo.  : 

a(ini-»-|-...+i-+«f()=a(m-l-nh  ... +r4-e)+9i , 
c  similmente  : 

a(m+n+  ...  +r+«)=a(m+n+  ...  +r)-  7s, 
onde: 

a(m+n+  ...  +r+«+()=a(m  \-n  i  ...  +r)4-a*+a(, 
Mc  ecc. 

10.  Se  a,  h,  e, . . . ,  d  ed  a,  p,  Yi  •  •  ■  i  s  tono  numeri  qualunque, 
il  prodotto  delle  due  tomme  a-|-b  +  c+.  .-l-deda  +  p  +  7-i...  +  s 
i  uguale  alla  somma  di  tutti  i  prodotti  che  nascono  dal  moltipU- 
care  uno  qualunque  dei  numeri  a,  b,  e, ...  ,d  per  uno  qualunque 
dei  numeri  a,  p,  •(, ... ,  t. 

L' articola  precedente  ci  dà  infatti  primieramente  : 

[a+  b -ì-  e  +  . . .  +  à)(a  +  ^  +  f  + . . .  +  t)  =  {a  +- 6  + e  +  ...  +  d)« 
+  (a-^■b  +  c  +  ...■\-d)^ 


+  (o  +  6  +  e  4- . . .  +  d)e. 
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Sfa  d'altra  parte  esBO  ci  d&  poi: 

(a  +  6  +  e  +  . . .  +  d)a  =  oo  +  fe«  +  . . .  +  d» 
(a  +  6  +  e  +  . . .  +  d}?  =  o?  +  (»?  +  . . .  +  d? 

(a  +  b  +  e  +  .. .  +  d)t  =  a£  +  bt  +  . . .  +  de  , 
onde  si  condade: 

(o  +  6  +  e  + . . .  +  d){a.  +  p  +  Y  +  ...  +  e)  =  aa  +  ba  +  ca  +  ...  +  d« 
+  op  +  è?  +  e?  +  . . .  +  d? 


+  ae  +  6!  T  c8  + . . .  +  df, 
e.  d.  d. 

71.  Rammentando  la  definizione  (art.  28)  di  composto  di  dne  ag- 
fÌT6gat\,  BÌ  vede  che  il  teorema  ora  dimostrato  bì  può  anche  enan- 
ciare  come  se^e:  »e  si  compone  l'aggregato  dei  simboli  a,  b,  e, . . . ,  d 
coli' aggregato  a,  ^,  "v, . .  ■ ,  e  e  neW  aggregato  risuitante  si  sostitui- 
scono alle  virgole  i  segni  + ,  il  aimbolo  così  ottenuto  rappresenta 
il  prodotto  della  somma  dì  numeri  a  +  h  +  c  +  ...  +  d  per  la  somma 

72.  Qaest'  ultima  osservazione  mette  anche  in  evidenza  cbe  se 
m  è  il  numero  dei  termini  &,  h,  e, . . .  ,d  ed  n  il  numero  dei  ter- 
mini a,  p,  Tf, ... ,  t ,  il  numero  dei  termini  del  prodotto  (fi+bì  6+  ...  +d) 
(a  +  P  +  T  + , . ,  +  e),   sviluppato  come  all'art.  70,  è  mn. 

Invero  il  prodotto  mn  altro  non  è,  per  la  definizione  stessa  di 
prodotto  (art.  31),  che  il  namero  dello  coppie  aa,boi,,...,a^,b^,... 
che  si  possono  formare  combinando  ano  qualunque  degli  elementi 
dell'aggregato  a,  b,  e, ... ,  d  con  ano  qualunque  degli  elementi  del- 
l'aggregato a,  ^,  Y,."  I  s* 

73.  Il  teorema  dell'  art.  70  si  può  anche  esprimere  brevemente 
colla  formola  : 

(a,  +  a,  +  . . .  +  a„)(fei  +b,  +  ...+b„)  ='^  ^Oj6j. 

Invero  il  segno  aommatorio  : 


premesso  ad  una  qualsivoglia  eEpressione  simbolica  contenente  il 
cosi  detto  indice  variabile  i,  significa,  analogamente  a  quanto  si  è 
già  visto  all'art.  65,  che  nell'espresBione  simbolica  si  devono  so- 
stituire successivamente  in  luogo  di  i  i  numeri  1,  2,...,»  e  poi 
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Bcrivere  la  somma  dei  rìaultati  cosi  ottcDUti.  Si  ha  dunque  : 

Vojòj  =  afij  +  a^bj  +  . . .  +  a„bj  , 
onde: 

f  (S«a)  =  ^{"A  +  «.ij  +  ■  ■ .  +  -a)  . 

dove  ora  il  secondo  membro  esprimerà,  secondo  la  stessa  conven- 
zione testé  enunciata,  ciò  die  si  ottiene  sostituendo  nell'espressione: 


in  luogo  di  j  success  ìt  amen  te  i  numeri  1,  2, . . . ,  n  e  sommando  i 
risaltati.  Ma  in  questo  modo  si  ritrova  appunto  l'espressione  stessa: 

afii  +  o,b,  +  . . .  +  a„b^ 
+  a^bf  +  Oj&j  +  . . .  +  a„é. 


+  o,6„  -t  aj6„  +  . . .  +  aj>„ 
che  si  ottiene  applicando  al  prodotto  : 

(a,  +  a,  +  . . .  +  o,)(fc,  +  6j  +  . . .  +  6„) 
la  regola  dell'art.  70. 

74.  Poiché  : 
(a,+(i,+...+a„K''i-t-6j'--6„)=(6i+(»i+."+6„)(Oi+a»+.-.+o«), 

è  chiaro  che  si  ha  l'uguaglianza: 

75.  Esempio  l.o  —  La  regola  dell'art.  70  ci  di  : 

(a  +  6)(a  +  P)  =  a«  +  6a  +  «p  +  6g. 
Se  dunque  prendiamo,  come  caso  particolare  :  a=a,  ^=b,  si  ha  : 

(a  +  b){a  +  6)  =  ao  +  6(1  +  afe  +  bb, 

ossia  anche,  poiché  ab  +  ab  =  2ab  (cfr.  art.  62)  : 

(o  +  6)»  =  a»  1  iab  +  fe* , 

cioè:  il  quadrato  della  somma  di  due  numeri  è  uguale  alla  «omma 
iti  loro  quadrali  e  del  loro  doppio  prodotto. 

76.  Esempio  3.°  —  Il  quadrato  deUa  somma  di  piii  numeri  è 
aguale  alla  somma  dei  loro  quadrati  e  dei  doppi  prodotti  che   si 
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poeaono  formare  accoppiando  i  numeri  stessi  in  tutti  i  modi  pos- 
sibili. 

81  ha  iDfatti  (art  73)  : 


(«.  +  «.  +  . ..  +  a..}''=^  11' 


dove  il  secondo  membro  è  la  somma  di  tutte  le  espreBsioni  che 
nascono  da  a^aj  determinando  t  ed  j  in  tntti  i  modi  possibili.  Se 
ora  si  prenda  i  =j,  si  hanno  appunto  i  quadrati  a,*,  a^*, ...  ;  se  si 
prenda  ÌQTece  i  sj ,  si  avranno  1  prodotti  delle  a, ,  a, ,  ■ . .  moltipll- 
cate due  a  due,  ciascano  ripetuto  due  volte  poiché  agaj  =  ajaf 
Per  esempio,  per  n  =  4,  si  ha  lo  sviluppo  : 

(a  +  6  +  e  +  d)*  =  a'  +  6»  +  e'  +  d» 

+  2ab  +  2ac  +  2ad  +  2òc  4-  2bd  +  2cd. 

77.  Dopo  quanto  ai  è  visto  dianzi,  è  chiaro  che  si  ha  poi: 


(a,+...+0(*i+-+Ì'„)(c,+-..+c, 


v)=(|s»a)(".+  -- 


k^rj-n  <-m 


yTV»,v. 


Il  numero  dei  termini  dello  sviluppo  cosi  accennato  sarft  mnr. 
In  generale,  si  conclude  cher  il  prodotto 

(a,+  ...  +a^}(b,+  ...  +b„)(c,+  ...  +c,.) ...  (d^+  ...  d.) 

di  più  polinomii,  sviluppato  secondo  la  legge  distributiva,  si  com- 
pone di  mnr . . .  s  termini  che  si  deducono  dal  termine  generico 
a^b^c,,  •-■<)),  dando  agli  indici  i,  j,  h, . . .  k  tutti  i  significati  di  cui 
sono  suscettibili.  Questi  termini  si  possono  anche  riguardare  come 
gli  elementi  dell'aggregato  che  nascerebbe  dal  comporre  (cfr,  art.  3fi) 
l'aggregato  dei  aimboli  a, ,  a, , . . . ,  a„  coli'  aggregato  b, ,  b^ , . . . ,  b^ 
l' aggregato  cosi  ottenuto  coli  aggregato  dei  simboli  Ci,Cj, ..  .,0^ ,  e 
COBI  via, 

78.  Esempio  3."  —  H  cubo  della  somma  di  ptii  numeri  è  uguale 
alla  somma  dei  loro  cnbi,  dei  tripli  prodotti  di  uno  qualunque  di 
essi  pel  quadrato  di  un  altro  qualunque  e  dei  prodotti,   presi  Cia- 
scuno sei  volte,  dei  numeri  stessi  moltiplicati  tre  a  tre. 
È  infatti  : 

h^a  J-ì  i-s 
(a,  +  a,  +  . . .  +  aj»  =22  2"'"-'°* 

e,  del  termini  dello  sviluppo,  quelli  pei  quali  t=;=ft,  si  presen- 
tano ciascuno  una  sola  volta  dando  origine  al  cubo  a/;  di  quelli 
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con  dae  st4i  indici  egaali,  ciascuno  si  presenta  tre  volte,  poiché: 
0,8(0^  =  OjajOj  =  a^afOi ,  dando  orig:ine  al  termine  Sa^'a^  ;  quelli  con 
ire  indici   distinti   si  presentano  ciascano  sei  volte,  poiché; 

e  danno  quindi  del  termini  della  forma  Ga^ajo^, 
Si  ha  cosi,  per  esempio,  per  n  =  3  : 

(a  ^-  6  +  e)'  =  a'  +  6'  +  e'  4-  6afcc 

+  3a«&  +  3o*c  +  36»a  +  36'c  +  3c*a  +  3c»6. 

79.  Chiaderemo  questo  paragrafo  colla  nozione  di  riduzione  dei 
polinomii. 

In  Qn  polinomio,  contenente  (cfr.  art.  67)  certe  variabili  x,}/, ...,  z, 
si  dicono  simili  quel  termini  nel  quali  le  variabili  si  trovano  ele- 
vate agli  stessi  esponenti.  Ora  è  chiaro  che  alla  somma  di  tutti 
i  lermini  simili  : 

a-x'^y^  ...z'   ,   b-x'-y^  ...z^  >  ••■  ,  d-x'y^ .  ..t^ 

contenenti  le  stesse  potenze  a:" ,  y^ , . . . ,  z''  si  può  surrogare  un  uni- 
co termine  : 

A-x'^y^  ...z< 

che  abbia  per  coefBciente  la  somma  del  coefBcienti  di  quei  singoli 
termini,  cioè  : 

A=a^b  +  ...  +  d. 

Qaest'operazione  si  chiama  riduzione.  Per  mezzo  di  cosiffatte  ri- 
duzioni si  potrH  evidentemente  sempre  ottenere  che  il  polinomio 
non  contenga  piti  termini  simili ,  ed  allora  esso  sì  dirà  ridotto 
alla  sua  piti,  semplice  eepresaione  riapetto  alle  variabili  x,  y, ... ,  z. 

60.  Cosi,  ad  esempio,  la  forma  ridotta  del  polinomio  : 
1  +  'óx*yz  +  4x1/3  +  5^i2y  ^  7a.j,»  +  ■^xyz  +  4 

sarà: 

(3  +  b)x*yz  +  (4  +  1)x!,'  +  2xyz  +  (1  +  4), 

cioè; 

Qx'ye  +llxy'  +  2xyz  +  5, 

e  quella  del  polinomio  : 

ax'yz  +  3bxy'  +  a'bx^yz  +  cxy'  +  Ixyz  +  2 
tara: 

{a  +  a'b)x*yz  +  [Zb  +  c)3;j/»  +  2xyz  -t-  2. 


CiFBLLt.—  /(lilKiÙHii  di  attaliti  algtbrìi 
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§  10.°  —  Saccesslone  naturale  del  namerl. 
Deflnlslone  di  ma^rgrlore  e  minore. 

81.  Da  quanto  bì  è  tìbIo  all'art.  16  del  §  2"  aegae  manifesta- 
mente, dopo  la  definizione  da  noi  data  dei  numeri  naturali,  che: 
se  A,  B,  C,  D, .  .  .  sono  degli  oggetti  qualisivogliano,  i  numeri  ori- 
ginati dagli  aggregati  : 

(I)  A        A,  B        A,  B,  C        A,  B,  C,  D 

che  si  rappresenteranno  risp.  coi  simboli 


tono  tutti  distinti  fra  loro. 

La  progressione  illimitata  di  numeri  cosi  generata  prende  il 
nome  di  successione  naturale  dei  numeri  naturali. 

82.  È  appeua  necesBario  far  rilevare  clie  non  esistono  altri  nu- 
meri naturali  oltre  quelli  compresi  nella  successione  naturale.  In- 
vero ogni  numero  è  originato  da  nn  aggregato  di  oggetti,  ed  ogni 
aggregato  è  evidentemente  coordinabile  ad  uno  degli  aggregati  (I). 

83.  Secondochè  un  numero  a  eì  presenta,  nella  successione  na- 
turale, prima  o  dopo  dì  un  altro  numero  ^,  si  dice  rispettivamente 
che  esso  ò  minore  ovvero  maggiore  di  ^ ,  scrivendosi  nel  primo 
caso  a  <  ^  e  nel  secondo  a  >  ^.  Dalle  due  diseguagliame  a  <  ^  e 
p  <  7  segue  evidentemente  «<■)•. 

%A.  Se  a.  è  un  numero  qualunque,  il  numero  dei  numeri  della 
successione  naturale  che  non  sono  maggiori  di  a,  è  lo  stesso  nu- 
mero a. 

Sia  infatti  A,  B,  C, ... ,  E,  Q  quello  degli  aggregati  (I)  che  da 
origine  al  numero  a.  I  numeri  non  maggiori  dì  o  essendo  quelli 
originati  dagli  aggregati  : 

A      A,B      A,B,C  . . .        A,B,C , . . ,  E        A,B,C, . . ,  E,G, 

il  loro  aggregato  è  evidentemente  coordinabìle  all'  aggregato  : 

A,    B,     C, .  .  . ,  E,  G, 
e.  d.  d. 

85.  Il  numero  o  +  g  é  quello  che  segue,  di  p  posti,  il  numero  a 
nella  successione  naturale  dei  numeri. 

Invero,  se  nella  successione  fondamentale  di  aggregati  (I)  che 
genera  la  successione  naturale  dei  numeri,  sia  U  l'aggregato  che 
dà  origine  ad  a,  V  aggregato  cbe  lo  segue  di  @  posti ,  si  ottiene 
aggiungendo  ad  U  altri  p  oggetti  o,  che  è  la  stessa  cosa,  nn  ag- 
gregato V  di  p  oggetti.  Il  numero  che  succede  ad  «  dopo  @  po- 
sti è  dunque  generato  dall'  aggregato  U,  V,  ed  il  numero  originato 
da  ij,  V  è  appunto  a  +  p. 
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86.  Se  un  aggregato  U  è  parie  (o  coordiimbile  ad  wna  parte)  di 
un  altro  aggregato  W,  il  numero  originato  da  Vi  minore  di  qaello 
originato  da  W. 

Siano  infatti  risp.  U'  e  W*^  qnelli  fra  gli  aggregati  della  pro- 
gressione (I)  che  sono  coordinabili  ad  U  e  W  ;  e_aapponiamo,  se 
è  posaibile,  che  W  Don  sì  trovi  BCritto  dopo  di  U|;  cioè  che  W 
sia  contenQto  in  U'.  Nella  coordinazioDc  di  W  a  W  alla  parte  U 
di  W  corrispondere  evidentemente  una  parte  V  di  W'.  D'  altra 
parte  V  ed  U',  essendo  entrambi  coordinabili  ad  U,  saranno  anche 
coordìoabili  fra  loro.  Ora  ciò  è  assnrdo  (art.  15)  poiché  V, 
essendo  parte  di  W  che  è  conlennto  in  U',  è  evidentemente  par- 
ie di  U'. 

67.  Se  &,  h,  c  sono  tre  numeri  qualunque  ed  a  >  b ,  è  anche 
ca>cb,  e  reciprocamente.  Cosi  pure  è  a+ob+c,  e  reciprocamente. 

Omettiamo  la  dimostrazione  di  questi  due  teoremi  che  sono  una 
r^cìle  consegaenza  della  definizione  di  maggiore,  della  definizione 
di  prodotto  (o  dì  somma]  e  del  teorema  dell'art,  precedente. 

88.  Ghinderemo  qtieeto  §  col  segnente  teorema:  il  doppio  della 
lomma  dei  primi  n  numeri  naturali  è  uguale  al  prodotto  n(n  +  1). 

FaccÌRmo  precedere  il  segaentc  lemma:  la  somma  di  due  na- 
meri  a  e  g  resta  inalterata,  se  in  laogo  di  a  si  prenda  il  numero 
a'  che  lo  eegae  immediatamente  ed  in  luogo  di  ^  il  numero  ^' 
che  precede  immediatamente  0  nella  successione  naturale  dei 
nomeri. 

Invero,  poiché  a'  =  a  +  l  ep  =  p'+l  (art.  85),  si  ha  (cfr.  art.  60)  : 

a  +  P=a  +  (p'+l)  =  a  +  p'  +  l 
e  quindi  anche  (cfr.  art.  59)  : 

a  +  p  =  a  +  1  +  p'  =  (a  +  1)  +  p'  =  a'  +  p'. 

89.  Ciò  premesso,  se  a,  b,  e, . . . ,  d,  e,  g  sono  i  primi  n  numeri 
naturali,  poiché  a  =  1  e  ^  =  n,  si  ha  : 

a  +  j  =  n  +  1  (a) 

e  da  quest'uguaglianza  si  deducono  successivamente,   applicando 
il  lemma  testé  dimostrato,  le  seguenti  : 


3+  a  =  n+  1 
che  sommate  membro  a   membro   unitamente    alla   (a)   ci   danno 
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(art.  62): 

(fl  +  6  +  ...  +  e  +  ^)  +  (ff  +  e  +  ...  +  6  +  o)  =  M(n  +  1), 
cioè  appunto: 
e  d.  d. 

Vota  «d  SsendiL 


l{a  +  b+  ...  +  e  +  g)  =  n(n  +  l), 


a  ,  a  +  h  ,a-^2h',  ai-Bk,... 

ehe  si  chiama  ana  progrenion»  arittnetica. 

Si  dimostri .  in  modo  «inalogo  a  quello  tonato  agli  articoli  88  e  89, 
che  il  doppio  dello  Monma  di  k  «umvH  in  progrtiiùme  arilmctìca  i  aguale  a  k 
moltiplicato  per  la  lonma  del  primo  «   dall'  tiliimo   numero  della  progreiiione. 

2.  Trovare  la  somma  dei  primi  n  elementi  della  progreBaione  aritmetica. 


8.  Le  cifre  moderne  1,  2,  B,  4,  6,  6,  T,  8,  9  si  chiamano  anche  cifre  ara- 
biche. Esse  tragi^ODO  però  la  loro  origine  dalle  Indie  d'  onde  sono  stata 
importate,  non  aenia  notevoli  modificazioni,  fra  gli  arabi  dell' A&ica  e 
tn  gli  europei  nel  secondo  secolo  dell'era  cristiana.  Le  difTerenie  fìra  le 
cifre  enropen  del  medio  evo  e  le  arabiche  occidentali  non  sono  molto 
grandi.  Maggiore  à  la  differenza  fra  esse  e  le  cifre  dell'  arabia  orientale, 
importate  pnre  dalle  Indie,  ma  in  an'epoca  posteriore  (nell'ottavo  aecolo). 
Le  cifre  del  medio  evo  subirono  poi  naturalmente  ancora  altre  lievi  modi- 
ficazioni prima  di  raggiungere  la  forma  moderna  dei  nostri  tempi. 

4.  I  Greci,  a  differenza  della  maggior  parte  degli  altri  popoli,  non  in- 
ventarono segni  speciali  ad  cso  di  cifre.  A  quest'oggetto  si  servirono  essi 
delle  stesse  lettere  del  loro  alfabeto.  Cosi  vediamo  i  ventiquattro  canti 
dell'Iliade  enumerati  mediante  le  ventiquattro  lettere  dell'  alfabeto  jonioo, 
facendosi  corrispondere  l'ordine  alfabetico  a,  ^,  7,  S,  e,  . . .  all'  ordine  dell» 
successione  naturale  dei  numeri. 

6.  I  Bomani  composero  i  simboli  dei  primi  nove  numeri  della  saooes* 
■ione  naturale  : 

1  ,  Il  ,  111  ,  IV  ,  V  ,  VI  ,  VII  ,  Vili  ,  IX 


§  11."  —  Differenza  di  due  namerl. 


90.  Se  di  due  numeri  a  e  ^  aia  a  minore  di  ^,  esiste  sempre 
un  unico  numero  8  {che  si  chiama  la  differenza  fra  a  e  ^)  tale 
che  la  somma  di  a  e  6  sia  eguale  a  ^. 

Invero,  poiché  S  b1  presenta  nella  saccessione  naturale  dei  nn- 
meri  dopo  11  nomerò  a,  esso  scgairb  al  numero  a  dopo  qd  certo 
numero  di  posti  che  possiamo  designare  con  5.  Ha  il  numero  che 
segue  di  £  posti  il  numero  a  nella  successione  dei  numeri  na- 
turali, è  rappresentabile  (art.  85)  con  a  +  S;  sari  dunqtie  appunto: 

a  +  S  =  p.  (0 
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Non  può  pò!  esistere  alcun  altro  valore   8  che  soddisfi  all'ugna- 
glianza  (t).  SappOBto  infatti  che  fosse  simaltaneameate: 


a  +  5  =  f  ,  »  +  !' 

se  ne  dedurrebbe  : 

a  +  S  =  a  +  3 

e  quindi  (art.  53)  : 

ò  =  8'  , 

c.  d.  d. 

91.  Poiché  a  +  0  =  a,  e  per  ogni  numero  3  diverso  da  zero  si 
ha  invece  (art.  8&)  a  +  8  >  a,  si  vede  che  0  è  iì  solo  numero  8 
cbe  BoddisÀ  all'uguaglianza  a  +  £  =  a.  Possiamo  dunque  anche  par- 
lare della  differenza  tra  due  numeri  eguali.  Esea  6  sempre  ngaalo 
a  zero. 

92.  L'operazione  che  ha  per  oggetto  di  calcolare  la  differenza 
fra  un  nnmero  qualunque  a  ed  un  altro  numero  ^  cbe  sia  eguale 
a  maggiore  ad  a,  si  chiama  sottrazione.  In  questa  operazione  il 
Damerò  ^  si  chiama  il  minuendo  ed  a  II  sottraendo.  La  loro  dìffe* 
renza  si  indica  poi  col  simbolo  ^-a  (ohe  si  legge  ^  tiieno  a)  ;  di- 
gnig&chè  si  può  scrivere: 

a  +  (p  -  a)  =  p.  (2) 

93.  Se  tt<p,  il  numero  che  precede  di  <t  posti  il  numero  ^  nella 
itKcettione  naturale  dei  numeri,  è  rappresentabile  con  p  -  a. 

Infatti,  11  numero  che  segue  di  a  posti  il  numero  ^  —  a  è  uguale 
(art.  85)  alla  somma: 

ce  -  a)  +  a 

e  la  (2)  ci  dice  cbe  questa  somma  è  il  numero  ^. 

94.  La  differenza  fra  due  numeri  retta  la  stessa  te  a  ciascuno 
di  essi  si  aggiunge  uno  stesso  numero. 

Aggiungendo  infatti  a  ciascuno  dei  due  membri  della  (2)  un 
nomerò  qualunque  A,  se  ne  deduce  : 

{a  +  A)  +  (?-«)  =  (?  +  A) 
cioè  appunto  : 

{p  +  A)-(a  +  A)  =  p-a. 

95.  La  differenza  fra  due  numeri  non  si  altera  se  da  ciascuno 
di  essi  si  tolga  uno  stesso  numero,    _ 

Invero,  se  A  è  un  oumero  <  a  ed  <  ^ ,  la  (2)  si  può  scrivere 
{art.  92): 

(a  -  fc)  +  A  +  (p  -  a)  =  Cp  -  A)  +  ft, 

d'onde  ai  deduce  (art.  53)  : 

(a-ft)  +  (p-«)  =  (0-A), 
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aggiore  di  a,  edìiè  un  numero  minore  di  a  (e  quindi 
tnche  ^— h  maggiore  di  <x~h. 
BBe  invece  : 

P-h<o-  A, 

be  (art.  87)  : 

(p-A)  +  A<(a-A)  +  A. 
<a,  contro  il  supposto. 

aggiore  della  somma  a+a,  la  differenza  g-a  è  mag- 
,  per  l'articolo  precedente  : 

f  -  a  >  (a  +  a)  -  a  =  a. 
,ai  ha: 

{a  -  b)  +  e  =  (a  -t-  e)  -  b. 
ù  dne  membri  dell'uguaglianza: 

(a-fc)  +  c  +  6  =  a+c 

ha  appunto  la  forinola  volata. 

%ffgiore  di  a  +  a ,  per  sottrarre  da  ^  la  somma 
ittrarre  dapprima  a  e  dalla  differenza  ottenuta  sot- 
ioè: 

p-(«  +  a)  =  (p-«)-a.  (3) 

è  (art.  97)  il  nomerò  ^  —  i  è  maggiore  di  a,  si  paò 

[{^-o)~oJ  +  a  =  p-a, 
ce,  aggiungendo  a  ai  due  membri  : 

[(g-«)-o]+((.  +  a)  =  8 

ipanto  alla  (3). 

!  la  somma  di  un  numero  ^  e  di  una  differensa 
^giungere  a  ^  il  numero  a  e  dalla  somma  ottenuta 
)è: 

p  +  {a-a)  =  (?  +  a)-a. 

>ono8ce  Immediatamente  che  : 

P  +  ta-a)  +  a=^  +  a, 

(a-a)  +  a  =  a. 

aaggiore  di  a  —  a,  per  sottrarre  da  ^  la  differeaz 
ffgiungere  a  ^  il  numero  a  e  dalla  somma  ottenni 
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sottrarre  a,  cioè  : 

p-{o-a)  =  (p  +  a)-a.  (4) 

Si  Ila  ÌDfatti,  per  l'articolo  99  : 

(3  +  a)  -  [o  +  (a  -  o)]  =  [(?  + a)  -  «]  -  («  -  «} 
che  è  appanto  la  (4),  poiché  : 

a  +  (a  -  a)  =  a ,  C3  +  a)  -  a  =  ^. 

102.  Il  prodotto  della  differenza  P  —  a  per  un  numero  qualuu' 
que  Y  è  uguale  alla  differenza  fra  il  prodotto  ^f  e  ti  prodoUo  a-f. 

In  virtù  della  (2)  si  pad  scrivere  infatti  : 

[«  +  CP-")]t  =  Pt 

e  qnindi  ancbe  (art.  68)  : 

a-r  +  (P  -■  a)T  =  pTf, 
ossia  appunto  : 

0-o)Y=eT-«T- 
Quest'ultima  forDiola  non  cessa  di  esser  vera  anche  nel  caso  dì 
a=^,  se,  come  noi  faremo  d'ora  innanzi,   addoftiamo   la  conven- 
zione che  il  prodotto  di  un  numero  qualunque  per  lo  zero  signi- 
fichi lo  zero. 

IOa.  Se  ^5a  e  b^a,  $i  ha: 

(^  _  a)(b  -  a)  =  Cpb  +  aa.)  -  {pa  +  ab).  (5) 

Per  l'art,  prec.  si  può  scrivere  infatti  : 

(g-a)(6-a)=pC&-o)-cH6-fl)=(g6-ga)-(a6~ao) 

e  quindi  anche  (art.  lOl): 

(p  -  a){b  -  a)  =  [(p6  -  pffl)  +  aa]  -  ab, 

e  per  1'  art.  98  : 

(p  -  a)(b  -a)  =  [(P6  +  dm)  -  pa]  -  ab. 

Ora  da  questa  eguaglianza ,  che  dice  essere  ^b  +  aa  maggiore  di 
^  t  ab,  al  ha  appanto  la  (5)  applicando  l'art.  99. 

§  12.0—  EapreBslonl  naturali—  Bspresalonl  Intere. 

104.  Ogni  espressione  ottenuta  operando  con  un  numero  finito 
di  addizioni  e  moltiplicazioni  aopra  certi  numeri  {che  possono  re- 
tiare arbUrari  e  ai  rappresenteranno  quindi  con  delle  semplici  let- 
l*re  a,  b,  e, . . , ,  d)  ai  può  sempre  ridurre  alla  forma  poUnomia  : 

^fe-a'bV..  .d^  (1) 

il  cui  t  coefficienti  k  e  gli  esponenti  a,  ^,^,..-,^  sono  dei  numeri 
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ben  deUrmittati,  ed  inoltre  uno  aiesso  aiatema  di  eaponenti  non  si 
preaenta  che  in  un  unico  termine. 

Per  dimostrare  ciò,  basta  far  vedere  che  la  Bomma,  ovvero  il 
prodotto  di  dne  espressioni  del  tipo  (1),  si  possotio  ancora  ridarre 
allo  etesso  tipo  ;  giaccbè,  dimostrato  ciò,  è  chiaro  che,  se  le  prime 
n  espressioni  ottonate  nei  modo  indicato  sì  possono  porre  sotto  la 
forma  (1),  anche  la  (n+l)"*""'  espressione,  la  quale  non  paò  essere 
che  la  somma  od  il  prodotto  di  dne  espressioni  già  ottenute,  si 
potrà  ridurre  del  pari  alla  stessa  forma. 

Invero,  se  : 

6  nn'  altra  espressione  dello  etesso  tipo  (1)  composta  co^li  stessi 
numeri  arbitrari  a,  b,  e,... ,  d,  i  termini  simili  (art.  79)  di  (1)  e  di  (1)' 
non  potendo  differire  che  per  il  ooeCSciente  k,  si  potrà  fare  la  ri- 
duzione: 

Vfca'ft^ . . .  d*  +Vk'aHK  . .  d"  =  Vcfc  +  k')a'b^ . . .  d', 

cioè  ad  nn  unico  polinomio  del  tipo  (1). 

Supponiamo,  in  secondo  luogo,  che  si  voglia  considerare  il  pro- 
dotto dei  due  polinomii  (l)  ed  (1)'.  Sviluppando  ti  prodotto  di  que- 
ste due  somme  secondo  la  regola  dell'  articolo  70,  il  risultato  ear& 
una  somma  di  più  termini  oganno  dei  quali  nasce  dal  moltiplicare 
un  termine  qualunque  fc-a'ò^ ...  d^  di  (1)  per  un  termine  qualunque 
A-a°V. .  .d°'  di  (1)';  cioè  sarà  la  somma  di  tanti  monomil  del  tipo: 

e  per  conseguenza,  fatte  le  riduzioni  sui  termini  simili,  sì  ricadrà  in 
un'espressione  del  tipo  (1). 

105.  La  riduzione  di  ogni  eepreesione  letterale  (dedotta  dalle 
arbitrarie  a,  b,  e,  .  .  . ,  d  mediante  addizioni  e  moltiplicazioni)  alla 
forma  polinomia  ha  Importanza  fondamentale,  come  vedremo  in 
seguito,  dal  punto  di  vista  algebrico.  Non  cosi  dal  punto  dì  vista 
del  calcolo  aritmetico  dell'espressione,  giacché  la  forma  polinomia 
non  è,  generalmente  parlando,  la  forma  piti  addatta  per  il  calcolo 
effettivo  del  numero  che  essa  rappresenta,  quando  vengano  fissati 
in  nn  determinato  modo  i  numeri  a,  b,  e,  • .  . ,  d,  A  convincerci 
di  ciò  portiamo  un  esempio  semplice,  del  quale  avremo  però  in 
seguito  occasione  di  apprezzare  l'importanza. 

Èssendo  n  un  certo  numero  ben  determinato,  si  consideri  il  po- 
linomio: 

a^x"  +  a^x''~'  +  a^x"'^  +  .  .  -  +  n„_,a:  +  a„ 

composto  colle  n  +  2  arbitrarle  a: ,  a^  ,  a,  ,  .  . . ,  a„.  La  sua  eapres* 
alone  ci  dice  che  le  operazioni  da  eseguirsi  per  calcolare  il  nu- 
mero da  esso  rappresentato  ,  appenachè  siano  stati  fissati  in  un 
certo  modo  i  numeri  x ,  a^  ,  a, , .  .  ■  ,  a„,  sono  le  seguenti  : 

1°)  le  n  —  l  moltiplicazioni  successive  necessarie  per  calcolare 
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3o)  le  n  moltiplicazioni  DQcesBarìe  per  calcolare  i  prodotti  : 

3°)  le  n  addizioni  semplici  (cioè  ciascuna  di  due  soli  nameri) 
necesearie  per  fare  la  somma  de!  numeri  (2)  e  del  numero  a„. 

Si  lianno  in  tutto  3n— 1  operazioni  semplici,  in  luogo  delle  quali 
ne  bastano  sole  2n,  se  ei  calcolano  successivamente  i  polinomi: 

a^x  +■  «1 ,  a^x*  +  a,x  +  a, ,  a^x'  +  OjX*  +  a^x  +  a^ , . .  , 

osservando  die  ciascuno  di  essi  si  ottiene  dal  precedente  con  una 
moltiplicazione  ed  un'addizione.  Infatti,  per  avere  il  secondo  po- 
linomio, basta  moltiplicare  il  primo  per  a;  ed  aggiungere  al  risul- 
tato dj  :  per  avere  il  terzo,  basta  moltiplicare  il  secondo  per  x  ed 
ifgiungervi  a, ,  e  cosi  via. 

Cosi,  ad  esempio,  per  mettere  in  evidenza  che  il  calcolo  del  po- 
lÌDomio  : 

ax*  -I-  fcc'  +  ex*  4  dx  +  e  (3) 

non  richiede  necessariamente  7  moltiplicazioni  semplici  e  4  addi- 
sioni  semplici,  ma  pnd  invece  effettuarsi  mediante  sole  4  moltipli- 
cazioni e  i  addizioni  semplici,  converrà  togliere  alla  espressione 
(3)  la  forma  polinomìa  e  sostituirvi  l'espressione  equivalente: 


{(({ax  +  b)x-t-c)x  +  d\x  +  e\. 


106.  Prendiamo  ora  in  esame  le  espressioni  che  si  possono  ot- 
tenere operando  sui  numeri  arbitrari  a,  b,  e, .  ,  . ,  d  mediante  le 
Ire  operazioni  di  moltiplicazione,  addizione  e  sottrazione.  Tutte 
queste  espressioni  si  chiamano  etpreasioni  intere. 

Besta  naturalmente  ben  inteso  che  1'  arbitrarietà  dei  numeri  a, 
b,  c,...,d  non  è  più  assoluta  (come  nelle  espressioni  naturali  in 
eni  non  interveniva  l'operazione  di  sottrazione)  ;  bensì  essa  è  limi- 
tata  dalla  condizione  che  in  ognuna  delle  sottrazioni  da  eseguirsi 
il  minuendo  riesca  superiore  (od  eguale)  al  sottraendo,  poiché 
altrimenti  quelle  operazioni  non  avrebbero,  almeno  per  ora,  alcun 
significato. 

107.  Ogni  espressione  intera  ottenuta  operando  stti  numeri  a, 
b,  e, ..,,d  con  un  numero  finito  di  moltiplicazioni,  addizioni  e 
Ktllrazioni ,   si  può  sempre  ridurre  alla  forma  : 

Jk-aV...d*-^h-a"b^..d*  ,  (2) 

rio!  si  può  rappresentare  come  differenza  di  due  polinomii  del 
tipo  (1). 

Per  dimostrare  ciò,  basterà  far  vedere,  analogamente  a  quanto 

si  è  fatto  all'art.  104,  che  la  somma,  la  differenza  ed  il  prodotto 

di  dae  espressioni  del  tipo  (2)  può  sempre  ridursi  allo  stesso  tipo. 

CifKLLi.  —  /ififuitoni  di  analiti  algebrica,  S.*  ediz.  C 
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A-B    e    C-D 

le  due  espressioni  del  tipo  (2)  che  si  vogliano  considerare,  coBlccbè 
A,  B,  0,  D  sono  del  polinomiì  del  tipo  (l).  Mediante  le  proposi- 
zioni degli  articoli  100,  lOl  e  103  del  §  che  precede,  si  venflclier& 
facilmente  che  : 

(A  -  B)  -KC  -  D)  =  (A  +  C)  -  (B  +  D) 
f  A  -  B)  -  (C  -  D)  =  CA  +  D)  -  (B  +  C) 
i  -  BXC  -  D)  =  {AC  +  BD)  -  (AD  +  BO} 

:ondi  membri  di  queste  uguaglianze  sono  appunto  la  dlfTe- 
dae  espressioni,  ciascuna  delle  qnati  si  può  ridurre,  secondo 
[ua  dell'  art.  104,  ad  un  polinomio  del  tipo  (1). 
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CAPITOLO  IL 

DIVISIBILITÀ    E   PROPRIETÀ   ELEMENTARI 
DEI    NUMERI    NATURALI. 


•  g  I  o—  Multipli  e  lottomaltlpll. 

108.  I  numeri  che  nascono  dal  moltiplicare  un  numero  n  per 
un  altro  numero  qualunque,  si  cbiamaDO  maltipli  di  n,  poicbò  essi 
si  possono  considerare  (art.  62)  come  la  somma  di  molti  numeri  tutti 
egnali  ad  n. 

I  multipli  di  n  disposti  secondo  il  loro  ordine  naturale  sono  dun- 
que rappresentati  da  : 

2n  ,5h  ,in  ,5n  ,...  (1) 

0,  che  è  la  stessa  cosa,  da  : 

«  +  »,»  + H  +  7i,n  +  n  +  n  +  n,...  (2) 

Quest'ultima  rappresentazione  suggerÌECO  di  premettere  alla  suc- 
cessione (2)  anche  le  somme  improprie  che  contengono  un  solo  ad- 
dendo n  o  nessun  addendo  n,  in  quanto  esse  possono  rappresen- 
tare i  numeri  n  e  0  rispettivamente.  Pertanto  noi  considereremo 
Come  multipli  di  n  tutti  i  numeri  : 

On  ,\n  f'Zn  ,3n  ,in  ,  . .  .  (3) 

essendosi  gìA  convenato  (art.  102)  che  il  prodotto  di  »  per  lo  zero 
signiflchL  appunto  Io  zero. 

109.  Per  n  =  2  la  snccessione  (3)  ci  dà  ì  multipli  di  2,  che  si  chia- 
mano anche  numeri  pari,  cioè  : 

0,2,4,6,8,... 

Tutti  gli  altri  namcri,  cioè  : 

1,3,5,7,9,... 

sì  dicono  invece  dispari. 

È  senz'altro  manifesto  che,  come  tutti  i  numeri  pari  sono  quelli 
coDienatt  nell'espressione  generale  2n ,  cast  tatti -i  dispari  sono 
qnelli  contenuti  nell'espressione  generale  2n+t. 
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110.  Se  m  è  an  multiplo  di  n,  il  namero  n  si  dice  essere  nn 
hottomultiplo  di  m  o  anche,  più  comuneraente,  un   divisore  di  m. 

Qaest'  ultima  denominazione  è  gioBCiflcata  dal  fatto  che  ,  ove 
ciò  accada ,  il  numero  m  si  può  rappresentare  sotto  la  foima 
n  +  n  + ..  .  +  n ,  cioè  si  pa6  spezzare  {dioidere)  ia  una  somma 
di  uameri  tutti  eguali  ad  n, 

È  senz'altro  manifesto  che  ogni  divisore  di  nn  numero  m  è  anche 
divisore  di  tutti  i  multipli  di  m. 

111.  Se  un  numero  a  è  divisore  di  due  numeri  m  ed  n,  esso 
è  anche  divisore  della  loro  somma  m  +  n  e  della  loro  differenza 
•ta  —  n  {per  m  >n). 

Esistono  infatti  per  ipotesi  due  nomeri  h&k  pei  quali  è: 

aA  =  m  ,  ak=n 

e  da  queste  uguaglianze  sommate ,  ovvero  sottratte ,  membr^  a 
membro,  segtte: 

(ifc  +  ofc  =  m  +  n  ,  ah  — ak  =  m  —  n  , 

cioè  appunto  (articoli  68  e  102)  : 

a{h  +  fc)  =  Mt  +  «  ,  a(A  —  k)  =■  m,  —  n. 

112.  Corollario  \fi  —  Se  un  numero  divide  la  somma  di  diu 
numeri,  ed  uno  di  essi,  esso  divide  anche  l'altro. 

Infatti,  uno  dei  due  numeri  ebe  vengono  sommati,  si  può  consi- 
derare come  la  differenza  fra  la  somma  stessa  e   l'altro   numero- 
US.  Corollario  2.°  —  Se   un  numero  divide  la   differenza  fra 
due  numeri,  ed  uno  dì  essi,  divide  anche  l'altro. 

È  questa  una  conseguenza  del  precedente,  poiché  se  e  è  la 
differenza  dei  due  numeri  a  e  b  della  quale  è  divisore  il  numero 
dato,  si  ba  : 


114.  Se  i  numeri  a,  b,  e,...  sono  rispettivamenta  divisori  dei 
numeri  a,  'f,  y il  prodotto  abc ...  è  un  divisore  del  pro- 
dotto a'fi .... 

Dalle  uguaglianze: 

ao'  =  a  ,  W  =  p  ,  ce'  =  7 
segue  infatti  : 

aa'bb'cc'  =  a^i 
e  quindi  anche  : 

abc-a'b'c'  =  a^f 

il  cbe  dimostra  1'  asserto. 

115.  Se  m  è  un  maltiplo  di  n,  il  namero  k  che  soddisfa  l'egua- 
glianza : 
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si  rappresenta  anche  col  aimbolo  —  e  sì  cbìama  il  quoto  di  m  ri- 
spetto ad  n,  poicbè  rìspoode  alla  domanda  :  ae  t7  numero  m  è  la 
t(mma  di  n  parti  eguali,  quanta  è  ogni  parte  {quota  pars)? 

Come  il  simbolo  m  —  «  non  aveva  finora  significato  se  non  quan- 
do m  ^  n,  cosi  il  simbolo  —  non  avr&  significato ,  almeno  per  ora, 
se  non  nel  caso  in  cn!  m   sia  nn  multiplo  di  n. 

IIG.  Se  il  Hmbolo  —  ha  significato   di  numero  naturale,  anche 

il  simbolo  — r-  Aa  precisamente  lo  stesso  significato,  qualunque  sia 
il  numero  naturale  b. 


esprìmendo  infatti  che  : 

m  =  cu 
e  da  questa  dedncendosì  manifestamente  : 

mh  =  cnA , 
si  ha  appunto  : 


§  2.'^  —  Dlvlilone  natnrale  del  namerl. 

117.  Dati  dne  numeri  m  ed  n,  se  il  primo  di  essi  non  è  un  mnl- 
lìplo  del  secondo,  cioè  se  non  coincide  con  uno  dei  nnmerì  : 

0  ,n  ,2n,3n  ,in,  ...  ,  (1) 

esso  sarà  evidentemente  compreso  fra  dae  numeri  consecutivi 
delia  processione  (1),  p.  es.  fra  qn  e  {q  +  l)n;  cosicché  si  potrii 
scrivere  : 

m=:qn  +  r  (2) 

essendo  r  un  numero  inferiore  ad  n. 

116.  L'operazione  mediante  la  quale,  dati  m  ed  n,  si  determinano 
3  ed  r,  si  chiamerà  divisione  naturale  di  m  per  n.  Dei  due  numeri 
m  ed  n  il  primo  si  chiamerà  il  dividendo,  il  secondo  il  dividente  i*). 
Il  numero  q,  che  esprime  quante  volte  n  è  contenuto  in  m,  sì  chia- 
ma il  quoziente  della  divisione  naturale  (perchè  risponde  alla  do- 

(*)  Adoperiamo,  per  magKÌor  chiarella,  la  parola  dividente  in  luogo  della 
piroln  divUore  usata  comunemente.  La  parola  divUort  verrà  da  noi  riservata 
HCltuivamente  al  significato  f^ià  altribuitole  all'art.  110. 
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manda  quoHeaf,  cioè  quante  volte?}  ed  il  numero  r,  che  esprime 
qnanto  resta  di  m,  qa&ndo  da  m  si  toglie  il  massimo  multiplo  di  n 
in  esso  conteDUto,  si  cliiama  il  resto. 

L'egaagilanza  ('2}  ci  dice  che  il  dividendo  6  agaal«  al  pt>>dotto 
del  dividente  per  il  quoziente  aumentato  del  rcBto. 

119.  Se  in  una  divigioae  naturale  U  dividente  è  un  divÌiore[&Tt.llO) 
del  dividendo,  il  retto  è  uguale  a  zero,  e  reciprocamente. 

Infatti ,  r  uguaglianza  (2)  ci  dice  che  r  =  0  è  condizione  neces- 
saria e  sQfflclente  perchè  m  sia  an  multiplo  di  n. 

120.  Se  il  dividendo  e  il  dividente  di  una  divisione  naturale  ti 
moltiplicano  per  uno  itetto  numero  b,  il  quoziente  rimane  inalterato 
ed  il  reato  riesce  moltiplicato  per  b. 

Moltiplicando  infatti  per  h  i  due  membri  della  (2),  se  ne  deduce 
(art.  68): 

mh  =  q-nk  +  rh  , 

e  questa  relazione  ci  dice  appunto  che  ;  è  il  quoziente  della 
divisione  di  mh  per  nh,  ed  rh  è  il  resto;  poiché,  essendo  r<n,  b 
anche  (art.  87)  rft  <  nk. 

121.  Se  al  dividendo  h  si  aggiunge  un  multiplo  tn  del  dividente  n, 
il  quoziente  verrà  ad  essere  accresciuto  di  t,  rimanendo  inalterato 
il  resto. 

Dalla  (2)  segue  infatti  evidentemente  : 

m  +  tn  =  qn  +  tn  +  r, 
cioè  appunto  : 

m  +  tn  =  {q-i-t)n  +  r. 

122.  Il  resto  di  una  somma  di  piii  numeri  è  uguale  al  resto 
della  somma  dei  reati  dei  singoli  numeri. 

Invero,  dalle  uguaglianze  : 

m    =.  qn    +  r 

m"  =  q"n  +  r" 

si  deduce: 

m  +  m'  +  m"  =  (5  +  2'  +  q")n  +  (r  +  r'  +  r") , 

d'onde  segue  (art.  121)  che  i  due  numeri  m  +  m'  +  m"  ed  r  +  r*  +  r", 
sottoposti  alla  divisione  per  n,  daranno  lo  stesso  resto  ;  e.  d.  d. 

123.  CoROLLAHio-  —  Se  i  numeri  m,  m',  m",...  divisi  per  n 
(fanno  risp.  gli  stessi  resti  dei  numeri  |i,  |t',  \i", ... ,  anche  la  somma 
m4m'4m"+...  e  la  somma  ;ji+n'+;t"+ ...  daranno,  divise  per  n. 
lo  stesso  reato. 

Entrambe  daranno  infatti,  per  resto,  il  resto  della  somma  dei  re- 
sti dei  singoli  addendi,  cioè  lo  stesso  numero. 
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124.  Il  retto  ài  un  prodotto  di  più  numeri  è  uguale  al  reato 
del  prodotto  dei  retti  dei  cingoli  numeri. 

Dalle  ngaagliaoze  : 

m  =qn  +r 
m'  =  q'n  f  r' 
si  deduce  infatti  (art.  70)  : 

mm'  =  qq'n*  +  q'rn  +  qr'n  +  rr', 
cioè:  posto  q^n  +  jr'  +  rj'  =  M  : 

mm'  =  Mn  +  rr', 

d'onde  segue,  come  all'art,  prec,  che  mm'  ed  rr'  danno  lo  stesso 
reslo. 

Similmente ,  dall'  ngaaglianza  ora  scritta  e  dalla  nuova  eg:aa- 
gllanzs  : 

m"  =  s"n  +  r" 
si  dedurrà  : 

mm'm"  =  N«  +  rr'r" , 
ecc. 

125.  Se  f\  i  U  quoziente  ed  r  il  resto  della  divisione  di  m  per  n, 
il  quoziente  della  divisione  di  m  +  m'  per  n  ai  può  ottenere  aggiun- 
gtado  a  q  il  quoziente  della  divisione  di  r  +  m'  per  n;  ed  il  suo 
rtito  coincide  col  resto  di  quest'ultima  divisione. 

Infatti,  se  q'  ed  r'  sono  rispettivamente  il  quoziente  ed  il  resto 
della  divisione  di  r  -f  m'  per  n  ,  dalle   dae  agaaglianze  : 

m  =  qn  4  r 
r +  m'=  q'n  +  r' 
si  deduce  sommando  membro  a  membro  : 

r  +  m  +  m'  =  {q+  q')n  +  r'  +  r, 
cioè  appunto  : 

m  ^-m'  =  (q  ^  g*)n  +  r'. 

lìG.  Se  il  quoziente  delta  divisione  naturale  di  m  per  n  si  dioide 
ptr  n',  il  nuovo  quoziente  cosi  ottenuto  è  anche  il  quoziente  della 
iitiiione  di  m  per  un'. 

Siano  infatti  q  ed  r  i\  quoziente  ed  il  resto  della  divisione  di 
«  per  n,  e  siano  q'  ed  r'  il  quoziente  ed  il  reato  della  divisione 
di  q  per   n'.   Sassisieranno    le   due  ngoaglianze  : 

m  =  qn  +  r  ,  q  =  q'n'  +  r', 

c<»icchè,  se  nella  prima  si  sostituisce  fa  luogo  di  nq  la  sua  espres- 
sione : 

ii}  =  q'nn'  +  nr' 
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ricavata  dalla  seconda  egnagltapza  moltiplicata  per  n,  si  ottiene; 

m  =  3'(nn')  +  {nr'+r), 

onde,  per  accertare  che  q'  è  effettivamente,  come  si  è  asserito,  it 
quoziente  della  divisione  di  m  per  nn',   basterà  riconoscere  che: 

nr'  +  r  <  nn'. 
Invero,  poiché: 

r<»  — 1  ,r'gn'~l, 
si  ha: 

nr'  +  r<n(»'  —  l)  +  (u  -  1), 
cioè  appunto: 

nr'  +rSW-l. 

Vote 

1.  Se  rappreaentÌAino  per  brevità  con  m  |J  *  il  qaoBiente  della  divieioDe 
naturale  di  •»  per  »,  con  n>  ||n  ||  *'  il  quoiiente  della  diviaione  di  m  |[  a  per 
n'  e  cosi  via,  dal  teorema  dell'art.  126  applicato  ripetutamente  segae  ma- 
li ifeatameu  te  : 

m||(.,n,n,...,,)  =  ,,||,,  II»,  |]n,|!...||.,. 

2.  St  1]  1  <)|  ,  qg  ,  ■  ■  -  c<l  r^  ,  r,  ,  r^  ,  .  .  .  «odo  rì$p.  i  quozienti  ed  i  retti  che 
tueeeiiivamtrtta    li    ottengono    ntUa    diviiione    ripetuta   m  {]  a,  [|  d,  {{  n,  |j  .  . . , 

m  =  r, +  n,r, -|-ii,n,r, -t-...  +  a,ii,  ...n»_,rt  +  »,ii,  —  °t1»-  O 


ffi  =  "iSi  +  '■» 
g,  =  n,3,  +  r, 


e,  BS queste nKuagliante  si  inoltiplicaDarÌBp.perl,a,,)i,n,,>t,n,« n,n,... <>«_| 

e  ai  sommano  poi  membro  a  membro,  ai  ottiene  appunto  la  (1);  poiché  i  ter- 
mini contenenti  le  7,  ,  jp, ,  .  ■  .  ,9ii_,  risultano  gli  stessi  nei  due  membri  e  si 
possono  quindi  sopprimere. 

8.  Se  T,  ,r,  ,r, ,,..  tono  i  retti  lueceitivi  che  naieono  dalla  diviiione  ripe- 
tuta m  ;[  n,  Il  n,  Il  n,  .  .  .  ,  fi  retto  della  divìtione  naturale  di  m  per  il  pro- 
dotto n^n,  ■  .  ■  uj  è  dato  da  : 

r,  +  n,r,  -|-  n,n,t,  +  ...  +  n.n,  ...  n».,r». 

Indicando  infatti  con  Qt  ed  B),  risp.  il  quoziente  ed  il  roato  della  di- 
Tisione  di  ni  per  a,nj...«jt,  si  dovrà  avere; 

m  =  n,n,  ...hì^Qk  -f- Bj. 

Uà,  per  la  nota  1*,  il  quoaiente  Qfc  è  uguale  al  quotiente  qt  della  nota  pre- 
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«dente,  coiicchè  si  pnó  ncrivere  ; 

m  =  n,«,  ...1H9I  +  B», 
e  dal  paragone  di  questa  eguafflianza  colla  <1)  aegne   appunto  : 
»*  =  >-,  +  "i»-,  +  «,n,r,  +  ...  +  «,«,  ...  »*.,ri. 

§  3.0  —  SUteml  di  Dumerailone 
fondali  sali»   divisione    ripetuta. 

127,  I  mtemi  di  numerazione  hanno  per  oggetto  di  rappreseli- 
Idre  tDtti  i  numeri  naturuli  mediante  un  numero  limitato  di  segui 
pmicolari  (p.  ea.  di  cifre)  fra  loro  variamente  combinati;  digai- 
Baehè  ad  ogni  numero  corrisponda  una  certa  epeciale  combina- 
zione di  detti  aegnt,  mediante  la  quale  esso  venga  ad  essere  com- 
pletamente individuato,  cioè  distinto  da  tatti  gli  altri  JnHniti  nu- 
meri. 

Noi  preciseremo  ancor  meglio  il  problema  proponendoci  di  rap- 
presentare tutti  1  numeri  mediante  le  cifre  : 

0,1,2,3  ,...,«-!  (!) 

od  altri  segni  particolari  che  supponiamo  siano  già  stati  adottati 
per  raffigurare  i  primi  n  numeri  della  successione  naturale.  Si  6 
scritto  n  —  1  in  luogo  del  semplice  simbolo  letterale  n  —  1  (che  non 
rappresenta  per  se  etesso  un  numero  determinato)  per  esprimere 
in  qualche  modo  che  in  luogo  del  simbolo  generico  n  -  I  s'intende 
posta  una  certa  cifra  o  segno  convenzionale  rappresentante  un 
unico  numero  bea  determinato. 

128.  Dato  un  numero  qualsivoglia  n,  sia  n*  la  più  alta  potenza 
<li  n  in  esao  contenuta.  Dividendo  m  per  n''  si  otterrà  : 

m^pn^  +  r  (2Ì 

eoa  p  <.n  ed  r  <  n*.  Infatti  r ,  essendo  il  resto  della  divisione,  è 
inferiore  al  dividente  n  ;  ed  il  quoziente  p  non  può  uguagliare 
0  superare  n,  perchè,  ove  ciò  fosse,  il  prodotto  pn''  sarebbe  alme- 
no cftnale  ad  n**'  e  quindi  il  numero  m  conterrebbe  la  potenza 
(1+  i)"**"  di  n,  contro  il  supposto. 
Dividendo  ora  il  numero  r  per  m""'  ,   si    otterrà    similmente  : 

r  =  5»"-»  -1-  r,  (3) 

con  5<  u  ed  r,  <  «**•,  colla  sola  differenza  che,  mentre  p  era  al- 
meno eguale  ad  l,  può  invece  q  riuscire  anche  uguale  a  zero. 
Sostituendo  l'espresBione  (3)  in  (2),  viene  : 


cosicché  divìdendo  ulteriormente   r,   per  n"*,   e   poi   cosi  di  se- 
gnilo, Et  giungerà  ad  ottenere  per  m  un'espressione  della  forma: 

m  =  p»*  +  qn*'  '  -»- ,  .  ,  -h  rfn*  +  c«*  +  bn  +  a,  (i) 

CiPBLLi.  —  Iitilutioìii  di  analiti  algebrica,  8.*  cdiz.  7 
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dove  i   numeri  p,  q ,.  ..,d,  e,  b,  a,  essendo   tutti  inferiori  ad  n , 
possono  anche  esprimei'si   colle   corrispondenti  cifre  (1): 

p,q,...,d,c,b,a 

già  adottate  per  individuarli. 

129.  I  numeri  p,  q,..,,d,  c,b,  a  che  permettono  dì  esprimere  il 
numero  m  sotto  la  forma  (4),  possono  anche  deUnìrsi  in  nn  altro 
modo,  mediante  nn  procedimento  che  conduce  a  determinarli  nel- 
l'ordine opposto  a  qnello  di  pocanzi,  cioè  nell'ordine  a,  b,  e,  d, ...,  q,  p. 

Invero  all'espressione  (4)  paò  darsi  la  forma: 

w»  =  (jjn*"'  +  5»*"*  +  . . .  +  dtt*  +  cn  +  &)n  +  o 

la  quale ,  tenendo   presente  che  a  <  n ,  ci  dice   che   a  è  il  resto 
della  divisione  di  m  per  n,  nel  mentre  che: 


ne  è  il  quoziente.  Similmente  si  vede  che,  dividendo  questo  quo- 
ziente per  n,  si  otterrà  per  resto   b   e    per  nuovo  quoziente  : 

pn""'  +  qn"  ^  +  . . ,  +  dn  +  e 

e  cosi  di  seguito,  finché  si  giungerà  al  quoziente  p  che  diviso  per 
n  darà  per  quoziente  0  e  per  resto  p. 

Pertanto  si  conclude  che  quando  un  numero  m  è  posto  sotto  la 
forma; 

pn*  +  qn*~'  +  . . .  +  dn*  +  cn*  h  bn  +  a 

in  cui  p,  q, ... ,  d,  e,  b,  a  sono  inferiori  ad  n,  ì  numeri  a,  b,  e,  d, ... ,  q,  p 
altro  non  sono  che  i  resti  successivi  della  divisione  ripetuta  di 
m  per  n. 

130.  Se,  dopo  aver  ottenuto  il  quoziente  0  ed  il  testo  ^,  si  vo- 
lesse proseguire  la  divisione  per  n,  si  troverebbe  : 

0==0-n+0, 

cioè  si  troverebbe  poi  sempre  per  quoziente  e  per  resto  Io  zero. 
Nulla  però  impedisce  di  assumere ,  per  individuare  con  cifre  il 
numero  m,  in  luogo  della  successione  a,  b,  c,...,q,  p,  la  suc- 
cessione a,  b,c,...  ,q,p,(ì,  ovvero  la  successione  a,b,c,...,  2,p,0, 0 
e  cosi    via,    poiché  le  espressioni: 

O-n"*'  ^-pn"  +5n*''  +  . . .  +  c«*  +  6»  +  o 
O-n"**  +  Q-n"*^  -V pn"  -^  jn*"'  +  . . .  +  ctt'+  6»  +fl 


danno  sempre  evidentemente   lo   stesso  numero  m   rappresentato 
dalla  (4J. 

131.  Il  nuovo  modo  di  definire  la  snccossionc  a,  b,  e,...  mostra 
chiaramente  che  uno  stesso  numero  m  non  può  porsi  che  in  ttnico 
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modo  eotto  la  forma  : 

m  =  pn*  +  (jii*''  +  . . .  +  dn*  f  cu*  +  bn  +  a 

ii«t  sento,  cioè,  che  un'altra  eguaglianza  consimile  : 

m  =  p,n*  +  q,u*  '  +  .,.  +  il,n'  +  c,n*  -i-  \>{a  +  a, 

(colle  pj  )  9i  I  •  •  •  I  ''i  1  «'i  )  &i  I  0|   (lei   pari  inferiori  ad   n  )  non  é 
pouibile  senza  che  sia  Pj  =  p,  q,  =  q,  ■  ■ . ,  a,  =  a. 

Invero,  i  namcri  n,  ,&,,Ci,-,.  esser  dovrebbero,  al  pari  di 
a,  h,  e, . . . ,  i  resti  successivi  della  divisione  ripetuta  di  m  per 
11,  ì  cui  risultati  (resti  e  quozienti)  &i  trovano  detcrminati  in  modo 
Qnico. 

132,  Come  si  vede,  una  volta  fissato  il  numero  n,  che  si  chia- 
merà la  Itate  del  sistema  di  numerazione,  ogni  altro  numero  si 
trova  caratterizzato  completamente  da  un  unico  allineamento  di 
cifre: 

pq . . .  dcba 

colla  prima  cifra  a  sinistra  diversa  da  zero,  o  da  uno  qualunque 
degli  allineamenii  equivalenti  : 

Opq  . .  .  dcba 
OOpq  .  .  .  dcba 
OOOpq  .  .  .dcba 


Il  problema  propostoci  ai  Irova  cosi  risoluto  nel  modo  deside- 
rato, poiché  nella  composizione  dt  tutti  questi  allineamenti  non 
ititervengiono  che  »  segni,  cioè  le  m  cifre  rappresentanti  i  numeri 
inferiori  ad  n;  e  nulla  ci  impedisce  di  adottare  ogni  allineamento 
di  questo  genere  come  simbolo  numerico  proprio  del  numero  da 
esso  caratterizzato. 

Le  lineette  sovrapposte  alle  lettere,  nel  mentre  clic  ci  avver- 
tono trattarsi  di  cifre,  ci  mettono  in  guardia  a  non  confondere  il 
GignìQcato  del  simbolo  })  9  . .  .ba  con  quello  del  simbolo  pq  . .  .ba 
rappresentante  il  prodotto  dei  numeri  p,q,...,b,a,  e  a  dargli  in- 
vece soltanto  il  eignlGcato   definito  dalle  uguaglianze  : 

a  =  a  ,     ba  =  bn  t-  a  ,     cba  =  cn*  ^  bn  +  a,  . .  .  (5) 

133.  Qacste  uguaglianze  ci  danno,  in  particolare,  la  rappresen- 
tazione della  base  n  e   delle  sue   potenze   sotto   la  forma: 

«"  =  1  ,n=Ì5,  R*=  lÓÓ,  n»  =  lÒÓÓ,... 

poiché,  se  si  prende,  p.  es.,  nella  terza  delle  (5): 

c=l  ,6=0,rt  =0, 

essa  ci  dà  appunto  : 

1ÓÒ  =  B*. 
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134.  Le  stesso  uguaglianze  (5)  ci  danno  la  rappresentazione  dei 
prodotti  di  una  potenza  di  n  per  un  numero  a  inferiore  ad  n  sotto 
la  forma: 

aXn  =  aO,    rt  X  n*  =  «00  ,     aXn'  =  aOÓO  ,... 

135-  Se  all'allineamento  di  cifre  rappresentante  un  certo  numero 
si  aggiunge  uno  zero  alla  destra,  il  nuovo  allineamento  rappresenta 
lo  stegso  numero  moltiplicato  per  la  base. 

È  infatti  : 

pq  .  .  .  c6aÒ  =  0  +  an  +  ba*  +  cn^  +  . . . 

=  (a+bn  +  ca*  +  ...)n=p~q.  ..cbaXn. 

136.  COROLbARio.  —  Per  moltiplicare  nn  numero  per  n*,  basta  ag- 
giungere k  zeri  alla  destra  dell'  allineamento  che  lo  rappresenta. 

È  poi  cliiaro  che,  reciprocamente,  affinchè  un  numero  sia  divi- 
sibile per  n",  è  necessario  che  la  sua  espressione  incomiaci,  a 
partire  da  deetra,  con  k  zeri  consecutivi. 


137.  Se  l'  espressione  in  cifre  (secondo  la  base   n)   di   un  certo 
numero  a  si  compone  di  k  cifre,  si  ha  : 


e  reciprocamente. 
Infatti,  r  espressione  di  a  in  cifre  essendo  per  ipotesi  della  forma  : 

a  =  pa*''  +  jn*"*  +  . . .  +  c«*  +  bn  +  a,         J»  >  !> 

6  senz'altro  evidente  che  ogn*''.  D'altra  parte,  se  questa  è  l'e- 
spressione di  a,  ciò  significa  (art.  128)  che  n*''  è  la  più  alta  po- 
tenza di  w  contenuta  in  a  e  che,  per  conseguenza,  n*  non  è  con- 
tenuta in  a  ;  onde  appunto  a  <  n*. 

§  4.0  —  Sistema  decimale. 
Caratteri  dt  dl?tslbllltfa  nel  BUtema  decimale, 

138.  D'ora  innanzi  tutte  le  volte  cbe  ci  occorrerà  di  individuare 
un  numero  speciale  mediante  la  sua  espressione  in  cifre,  ci  servi- 
remo sempre  del  sistema  cosi  detto  decimale,  di  quello,  cioè,  che 
ha  per  base  11  numero  : 

l  +  l-m-l+l-l-J-l-l-t-l  +  l-H 

che  nella  nostra  lingua  si  chiama  dieci,  il  quale  si  potrebbe  an- 
che definire,  in  modo  meno  empirico,  mediante  l'espressione: 

{•2  X  2  X  2)  -H  2. 

139.  I  numeri  inferiori  al  dieci,  considerati  secondo  il  loro  ordine 
naturale,  si  rappresentano,  come  già  si  è  notato  (art.  81),  colle 
cifte; 

1,2,3,4,5,6,7,8,9- 
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Il  Damerò  consecutivo  al  9,  cioè  il  dieci,  essendo  la  base  del  si- 
Etenia,  sarà  rappresentato  dal  simbolo  10  e  le  sue  potenze  (10)*, 
(10)>,  ...  dai  simboli  (art.  VÒH) 

lòÓ  ,  lÒOÒ, 
che  si  leggono  cento,  mille, .... 

140.  L'apposizione  di  nn  numero  qaainnqne  di  zeri  alla  sinistra 
di  nn  numero  espresso  in  cifro  non  altera,  come  si  è  visto  (ar- 
ticolo 132),  il  6ÌguÌ8cato  dell' eapresaione  stessa.  Invece  l'aggiun- 
gere  uno.  due,  tre, .  .  .  zeri  alla  sua  destra  equivale  (art.  L'àG)  a 
moltiplicare  il  nnmero  per  dieci,  cento,  mille,  .... 

Cosi  ad  esempio  : 

003  2  =  03 2  =  32  =(3X10)  f  2 

320  =  32x10 

3  200=  32X  f0*  =  32xr6Ó. 

Hi.  D'ora  innanzi,  per  maggiore  semplicità,  ometteremo  le  li- 
neette— nelle  espressioni  in  cifre  elettive  l,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9. 
Cosi,  p.  es.,  in  luogo  di  scrivere  3 902,  scriveremo  somplicementi3 
3902.  Ad  evitare  ogni  possibile  equivoco ,  dobbiamo  però  fare  la 
convenzione ,  universalmente  addottala  dagli  algebristi ,  che  un 
composto  simbolico  «a  allora  soltanto  sia  equivalente  al  compo- 
!)to  s  X  o,   qnando  almeno  uno  dei  due  simboli  s  e  o  sia  letterale. 

In  base  a  questa  convenzione  s'intenderà  p.  ea.  : 

ba  =  bXa    ,    3a=3Xa 
ed  invece: 

32=5  32  =(3  X  10)  +  2,  e  non:  32  =  3X  2, 
0  cosi: 

235o  =  235  X  a,  e  non:  235a  =  2x3X5Xa. 

143.  I  divisori  del  nnmero    10  sono,   oltre  l'unità   e    lo  stesso 
10,  i  numeri  2  e  5;  e  si  ha:  10  =  '.'X5. 
Segue  dì  qui  (art.  110)  che  di  un  numero  qualunque: 

pj  . . .  c6o  =  (j>9.  .  .  c&xl0)  +  a  (I) 

la  prima  parte  pq  ...  cbX  10  è  divisibile  per  10,  per  2  e  per  5  ; 
onde  afRnchè  l'intero  numero  pq  ..  .cba  sia  divisibile  per  10.  per 
2  o  per  5,  è  necessario  e  aufficiente  (articoli  HI  e  112)  che  lo  sia  an- 
che la  seconda  parte,  cioè  a.  Pertanto  : 

Affinchè  un  numero  sia  dioìeibile  per  10,  è  necestario  e  sufficiente 
che  la  «uà  prima  cifra  a  detira  aia   uno  zero. 

Affinchè  sia  divieìbile  per  5,  è  necessario  e  sufficiente  che  la  sua 
prima  cifra  sia  0,  ovvero  5. 

Affinchè  sia  divisibile  per  2,  è  necessario  e  succiente  che  la  pri- 
ma cifra  sia  0,  2,  4,  6,  ovvero  8. 
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143.  L'uguaglianza  (l)  ci  dice,  più  precisamente,  clie  il  reato 
della  divisione  di  un  numero  per  2,  ò,  10  è  lo  stetia  reato  che  si 
otterrebbe  dtvidtndo  rlsp.  per  2,5,  10  la  sua  prima  cifra  a  de- 
stra. 

Infatti,  i!  resto  di  una  divisione  non  si  altera  (art.  121)  se  si  to- 
glie dal  dividendo  un  multiplo  del  dividente. 

Cosi,  p.  es.,  poiché  7  diviso  per  2  da  per  resto  1,  i  numeri  567, 
4327,  87, .  .  .  divisi  per  2  daranno  tutti  Io  stesso  resto  1. 

144.  Poiché  10  è  divisibile  per  2,  Il  prodotto  10  X  10,  cioè  100, 
6  divisibile  (art.  114)  pel  prodotto  2  X  2,  cioè  per  4;  e  similmente 
il  prodotto  2X2X2  cioè  1000  è  divisibile  pel  prodotto  2x2X2, 
cioè  per  6. 

Ma,  essendo  100  un  multiplo  di  4,  dall'eguaglianza  : 


pq. 


.  cba  =  {pq  . . .  cXlOO)  ^  ba 


si  deduce,  con  raziocinio  identico  a  quello  dei  due  articoli  prece- 
denti, che  :  (7  resto  della  divisione  di  un  numero  per  4  è  uguale  al 
re»to  della  divisione  per  4  del  numero  (ba)  rappresentato    dalle 
sole  due  prime  cifre  di  destra. 
£,  similmente,  poiché  1000  è  an  multiplo  di  6,  l'uguaglianza: 

pq  .. .  dcha={pq  .  . .  rfX  1000)+  ~cba 

ci  dice  che  :  il  resto  della  divisione  di  un  numero  per  8  è  uguale 
al  reato  della  divisione  per  8  del  numero  (eh  ti)  formato  dalle  sue 
prime  tre  cifre  di  destra. 

Cosi,  ad  esempio,  poiché  57  diviso  per  4  dà  per  resto  1,  i  nu- 
meri 657,  2357,  41557,  .  .  .  divisi  per  4  daranno  tutti  per  resto   1. 

E  cosi,  poiché  296  divìso  per  8  Ak  per  resto  zero ,  cioè  è  un 
multiplo  di  6,  tutti  i  numeri  296,  4296,  5296,  .  . .  saranno  del  pari 
multipli  di  8. 

145.  Poiché  10  diviso  per  3  dà  per  resto  1,  una  potenza  qnalan- 
que  di  10  divisa  per  3  darà  (  art,  124  )  del  pari  .per  resto  1  ;  o 
quindi,  so  ^  è  una  cifra  qualunque,  i  prodotti  yX  10,  3  X  lOO  , 
^X  1000,  . .  .  divisi  per  .?  daranno  tutti  (secondo  lo  stesso  articolo) 
lo  stesso  resto  che  darebbe  g. 

Pertanto,  se  un  numero  qualunque  j»^. . .  con  sì  scriva  sotto  la 
forma  : 

a  +  (&  X  10)  +  (0  X  100)  +  .  . . 


e  si  consideri  che  i  termini  di  questa  somma  divisi  per  3  danno 
risp.  per  resto  gli  stessi  resti  che  darebbero  i  numeri  a,b,  e,. . , ,  b\ 
vede  fart.  123)  che  il  resto  Ai  pq.. .  cba  diviso  per  3  coincide  col 
reato  che  si  otterrebbe  dividendo  per  3  la  somma  a+d-i-c-t-.  .  .+pf  g. 
Cioè:  i7  resto  della  divisione  di  un  numero  per  3  è  uguale  al  reato 
che  ai  ottiene  dividendo  per  3  la  somma  delle  sue  cifre. 
Per  conseguenza,  afflnchi  tot  numero  sia  divisibile  per  3,  è  ne- 
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eesaario  e  lufficlente  che  la  somma  delle   sue  cifre  sia  un  multi- 
plo di  3. 

Cosi,  p.  es-,  il  resto  della  divisione  per  3  del  namero  457062  coin- 
cide col  resto  della  divisione  per  3  della  somma  4f5-i-7+0l-8i-2=36; 
cpperb  è  ugnale  a  2. 

146.  Il  ragionamento  dell'articolo  precedente  sassisto  inalterato 
se  in  Inogo  della  cifVa  3  si  consideri  la  cifra  9,  poicbfe  IO  diviso 
per  9  dà  pnre  per  resto  1. 

Dunque:  ti  resto  delta  divisione  di  un  numero  per  9  è  uguale 
al  resto  della  divisione  per  9  della  somma  delle  sue  cifre.  E  per 
consegnenzn:  affinchè  un  numero  sia  divisibile  per  9,  è  necessario 
t  sufficiente  che  sia  divisibile  per  9  la  somma  delle  sue  cifre. 

147.  Non  ci  occupiamo  della  divisibilità  per  6,  poiché,  essendo 
6  =  2  X  3,' vedremo  più  tardi  che  n^ttcftè  un  numero  aia  divisibile 
per  6,  è  necessario  e  sufficiente  che  esso  sia  divisibile  così  per  2, 
come  per  6. 

14S.  Per  riconoscere  se  un  numero  abcd  ...  eh  sia  divisibile  per 
7,  si  moltiplichino  te  sue  cifre,  a  cominciare  da  sinistra,  periodi- 
camente per  l,  2,  4.  Siano  a,  p,  Y,  ò, . . . ,  s,  )j  i  resti  dei  prodotti  cosi 
nttenuti  divisi  per  7.  Affinchè  il  numero  proposto  sia  divisibile  per 
T,  è  necessario  e  succiente  che  la  differenza  fra  la  sornma  delle 
cifre  di  posto  dispari  del  nuovo  numero  «Sfò  .  . .  S»)  e  quella  delle 
tue  cifre  di  posto  pari  sia  divisibile  per  7. 

Sia  proposto  p.  es,  ad  esaminare  il  numero  : 

14947819733 . 
I  prodotti  : 

IXI,  4X2,  9X4,  4X1,  7X2,  8X4,  1x1,  9X2,  7X4,  3x1,  SXi 
divisi  per  7  danno  rispettivamente  i  resti  : 

1,1,1,4,0,4,1,4.0,3,6. 

TI  numero  proposto  è  dunque  divisibile  per  7,  poichfe  la  diffe- 
renza fra  il  numero  : 

1+1+0+1+0+6=9 
ed  il  numero  : 

1  +  4  +  4  +  4  +  3  =  16 

è  divisibile  per  7. 

La  dimostrazione  di  questa  regola  verrà  data  in  laogo  ■piii  op- 
portuno, 

Votfl  ed  Ssercui. 

1.  Dedurre  dall'art.  144  che  un  numero  k  divisibile  per  4  Klìorft  e  soltanto 
quando  la  ma  prima  cifra  a  destra  accreaciuta  del  doppio  della  seconda 
tia  divitibile  per  4. 

2.  Detlarre  dallo  HtMio  articolo   che  affinchè  tin  nomerò  aia  divisibile 
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per  6,  è  necessario  e  saffioieote  che  sia  divisibili  per  S  1»  somma  delle  and 
prime  tre  cifre,  a  cominciare  da  destra,  moltiplicate  rispettivamente  por 
1,  2,  4. 

8.  Affiachi  un  tmmero  »ia  dìvitibUt  ptr  11,  «  ntcaiario  t  lufficient»  eAe 
la  difftTenia  fra  la  tomma  delle  cifre  di  patto  pari  e  naella  delle  cifre  di  patio 
dispari  >ìa  un  multipla  di  11. 

Si  Bta'biUr&  facilmente  questo  criterio  dopo  aver  prima  riconosciuto  eh  a 
la  potenza  n"'™'  di  10,  divisa  per  11,  dà  per  resto  1  ovvero  10,  secon- 
dochè  R  sia  pari  o  dispari. 

§  5."  '  Calcolo  di  una  •omma  con  un  numero  di  addeodi 
non  superiore  alla  base. 

In, 
149.  Si  voglia  calcolare  l'espressione  in  cifre  (a  b^e  Aieai) 
del  numero  che  rappresenta  la  somma  di  più  nnmeri  Àaa  ,  B^  6  , 
Cyc,  ...,Eee,  dei  quali  per  brevità  abbiamo  messo  io  eviden> 
za  soltanto  le  prime  due  cifre,  indicando  complessivamente  con 
A,  Bj  C,  . . . ,  E  le  rimanenti. 

Le  citVc  del  totale  Sas  si  calcolano  sncceesivamentc  a  comin- 
ciare dalla  prima  a  destra,  e  si  scrivono,  di  mano  in  mano  che  si 
ottengono,  sotto  le  corrispondenti  cifre  degli  addendi  precedente- 
mente allineate  in  verticale;  con  cbe  si  viene  a  formare  lo  schema  : 

Àaa 
C^c 

EÉé 

So  8 


Ciò  posto,  per  trovare  la  prima  cifra  del  totale,  cioè  «,  si  far* 
la  somma  delle  prime  cifre  a  ,b  ,  e  , .. .,  e  degli  addendi.  Poiché 
il  numero  delle  cifre  a  ,b  ,  e  ,..,,  e  non  supera  n  ed  ogni  cifra  è 
^  n  —  I,  sarà  ; 

n  4-  6  +  e  +  . .  .  +  e  5  n(n  - 1)  =  n»  -  n, 


G,  per  conseguenza,  questa  somma  sarà  espressa  da  un  numero 
di  due  cifre  al  più.  Se  ra  è  il  numero  cosi  ottenuto,  sarà  s  la 
prima  cifra  dei  totale,  e  la  cifra  r  si  riporterà  per  sommarla  colle 
cifre  della  seconda   colonna. 

Poiché  ora  nella  somma  r  +  a  +  p  +  7+  ,..+fil  numero  degli 
addendi  non  può  superare  h  +  1,  sari: 

r  +  a  +  'f +  -(  +  ...  + e  ^(n  +  l)(n  -  1)  =  n»  -  1 
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e  qoindi  anche  questa  somma  sarà  espressa  da  qh  numero  pò  che  si 
comporrà,  al  più,  di  due  cifre.  La  sua  prima  cifra  a  Bar&  la  se- 
conda ciTra  dei  totale. 

La  terza  cifra  del  totale  sari  similmente  la  prima  cifra  del  nu- 
mero (necessarìameate  di  dae  cifre  al  più)  che  si  otterrà  som- 
mando la  cifra  riportata  p  colle  cifre  della  terza  colonna  degli  ad- 
dendi; e  cosi  di  seguito. 

150.  Per  giustificare  la  regola  ora  spiegata,  s' incomincÌer&  dal- 
l'osservare  che  : 

Aoa  +  B^b  +  Cyc+  .  .  .  +  EÉe - 
(Aa  +  Bp  -^  Cy  +  . . .  +  Ee).n 

+  ia  +  b  +  c-ì-  ..  .  +  e)  = 

(Aa+Bp+CY  +.  ..  +  Eé  +  r)-n  +  «. 

La  cifra  a  è  dunque  il  reato  della  divisione  della  somma  richiesta 
per  n,  ciuè  k  la  prima  cifra  del  totale.  E,  se  il  tobile  sia  espresso 
(la  Se  A,  sarà  per  consegaenza: 

A«  +  B?  +  Ct  +  . . .  +  EÈ  +  r  =  Sff. 

La  seconda  cifra  del  totale,  cioè  o,  sarfi,  dunque  la  prima  cifra 
del  numero  che  esprime  la  somma  : 

Aa  +  Bp  +  Cf  +  .  ■  ■  +  ^+  r, 

cioè  appunto,  per  la  stessa  ragione  di  dianzi,  la  prima  cifra  del 
numero  esprimente  la  somma  a+^■^■■x^- . . . +t-Tr ,  secondo  la  re- 
gola dell'art,  precedente;  e  cosi  via. 

§  6.°  —  Prodotto  di  un  namero  di  plfa  cifre 
per  UDO  di  una  sola  cifra. 

151.  Se  nella  somma  considerata  al  §  prec.  gli  addendi  sono 
tatti  eguali  fra  loro,  ed  11  loro  numero  sia  k,  essendo  k  minore 
(Iella  base  del  sistema  di  numerazione,  Il  totale  ci  darà  il  prodotto 
di  un  numero  di  più  cifre  pq  . .  .  [t.aa  pur  k  ,  cioè  per  un  nu- 
mero di  una  sola  cifra  k.  L'operazione  stessa  si  semplilicherà,  poi- 
ché la  somma  di  quelle  cifre  degli  addendi  che  si  trovano  In 
una  medesima  colonna,  si  ridurrà  evidentemente  ni  prodotto  di 
(lue  numeri,  ciascuno  di  una  sola  cifra. 

152.  Allo  schema  dell'  operazione  si  darà  ora  la  forma  : 


TC» 

li  di  enaliti  algtbrica,  8.*  ediz. 
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dove  la  prima  cirra  a  del  totale,  cioè  del  prodotto,  è  la  prima  ci- 
fra del  prodotto  di  a  per  k,  la  seconda  cifra  o  del  prodotto  è 
la  prima  cifra  del  prodotto  di  a.  per  k  accresciuto  della  seconda 
cifra  riportata  dal  prodotto  precedente  (quella  stessa  che  all'ar- 
ticolo 149  si  era  indicata  con  r),  la  terza  cifra  T  £  la  prima  del 
prodotto  di  II  per  k  acorescinto  della  nuova  cifra  riportata  (la  p 
dell'art.  149),  e  cosi  via. 

153.  Dal  procedimento  tenuto  per  eseguire  la  moltiplicazione 
appare  chiaramente  che  il  numero  delle  cifre  del  prodotto  sarà 
uguale,  od  al  più  superiore  di  un'  unità,  al  numero  delle  cifre  del 
moltiplicando. 

g  7.0  — Calcolo  di  Dna  somma 
con  un  numero  qaalanqne  di  addendi. 

154.  Consideriamo  dapprima  la  somma  di  un  numero  qualunque 
di  addendi  ciascuno  di  una  sola  cifra.  Se  il  numero  degli  addendi  è 
superiore  alla  base  n  del  sistema,  alcuno  delie  cifre  da  sommare 
si  troveranno  necessariamente  ripetute;  cosicché  si  tratterà  di  cal- 
colare r  espressione  : 

(l  X  a,}  +  (2  X  «s)  +  (3  X  «s)  +  .  .  .  4-  »-  l  X  «„_, 

dove  «j  indica  quante  volte  la  cifra  i  si  trova  ripetuta  come  ad- 
dendo. 

Il  calcolo  da  (arsì  sì  comporrà  quindi  di  tre  parti,  cioè: 

l.o)  Di  semplioi  enumercusioni,  dovendosi  contare  quante  volte  si 
presenta  fra  gli  addendi  la  cifra  i,  per  avere   il  numero  a,. 

2.0)  Di  moltiplicazioni  di  due  numeri ,  dei  quali  uno  è  di  una 
sola  cifra.  Il  numero  delle  moUipUcazJoni  da  farsi  non  supera  n-2; 
e  si  determineranno  così  i  prodotti  2g[} ,  3a, , .  . ,  Queste  molti- 
plicazioni si  escgairanno   colla  regola  del  §  precedente. 

ìt.o)  Della  somma  di  un  numero  di  addendi  non  superiore  alla  base 
(cfr.  §  5.0),  cioè  di  a,    e    dei   numeri   già   calcolati  2aj,  SOj,  .  . . 

155.  Sappontamo ,  in  secondo  luoffo ,  che  gli  addendi  si  com- 
pongano di  un  numero  qualunque  di  cifre,  p.  es.  che  ogni  addendo 
si  componga  di  1  cifre  o  di  un  numero  inferiore  di  cifre. 

Se  A, ,  Aj ,  Aj  ,  A,  sono  i  numeri,  ciilcolati  come  all'articolo  pre- 
cedente, che  rappresentano  rispettivamente  la  somma  di  tutte  lo 
prime  cifre,  a  partire  da  destra,  di  tutte  le  seconde  cifre,  di  tutte 
le  terze  e  di  tutte  lo  quarte,  la  somma  cercata  sarà  esprimibile  con  : 

A,  +  (Aj  X  10)  f  (Aj  X  100}  +  (k^  X  1000). 

Si  tratterà  dunque  d!  fare  ancora  la  somma  di  soli  4  addendi  gìJt 
completamente  determinati;  gi.acchè  ,  p.  es, ,  Aj  X  100  si  ottiene 
(art.  1.36)  aggiungendo  due  zeri  alla  destra  delle  cifre  che  rappre- 
sentano A.. 


iceyGoOt^lc 


§  8.»  —  Calcolo  del  prodotto  di  da«  namerl 
quallBlToglIftno. 

156.  Il  prodotto  di  un  Dumera  qualunque   A  per  ud  moltiplicH- 
tore  di  più  cifre  : 

pq  ■  . .  cba 
si  pub  Bcrivere  : 

AXpq.  ..cSa  =  A[aì-{bX  10)  t  (e  X  100)  +  . . .] 
=  (A  X  a)  +  [(A  X  6)  X  10]  4-  [(A  X  c>  X  LOG]  +  .  . . 
Si  calcoleranno  quindi  (art.  151)  i  prodotti  parziali: 

A  X  rt  ^ . .  .  Oj'"!»! 
A  X  6  s .  . .  %fj^ 

A  X  e  = . . .  ^Ys-ri 


dupodictiè  il  prodotto  cercato  altro  non  sarà  che  la  somma  degli 
addendi  ; 


•  Ys  Ti  ri  Ò  Ó 


giacché  per  roollipUcare  .  . .  fa^jf,   per   10  basterà  (art,  136j  ag- 
giungere nno  zero  alla  eua  destra,  ecc. 

157.  Se  il  numero  delle  cifre  del  moltiplicando  è  ti,  ti  k  quello 
Mie  cifre  del  moltiplicatore,  il  numero  delle  cifre  del  prodotto  i 
h+k  ovvero  h  +  k-  1. 

Infatti,  poiché  il  moltiplicatore  Iia  k  cifre,  esso  è  compreso  (ar- 
ticolo 137j  fra  10*''  e  10*.  Per  conseguenza  il  prodotto  sarà  com- 
preso (art.  87)  fra  il  prodotto  del  moltiplicando  per  10*"'  e  il  prò- 
dotto  del  moltiplicando  per  10*,  quindi  anche  (art.  136)  fra  il  mol- 
tiplicando segnito  da  k—l  zeri  e  il  moltiplicando  seguito  da  A:  zeri: 
cioè  fra  nn  numero  di  h-ik—1  cifre  ed  un  numero  di  h-tk  cifre.  Ciò 
dimostra    apptmto  l' asserto. 
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§  9.0  —  Calcolo  dell»  dlffereuMi 
dt  due  namerl  qaalanQae. 

158.  Si  voglia  la  differenza  dei  due  numeri  r«  ...  e  60  e  pò...  "r?a 
già  espressi  in  cifì*e  nel  sistenHt  di  numerazione  a  base  n.  Suppor- 
remo die  il  primo  eia  il  maggiore;  cosicché  possiamo  ritenere  che 
il  Damerò  delle  citre  p  ,  o,. ..,  a  sia  eguale  a  qtiello  delle  cifre 
r  ,  s ,. . .  ,a,  ma  che  la  cifra  p  sia  lo  zero  od  almeno  non  sia  supe- 
riore alla  cifra  r- 

L' operazione  da  eseguirsi  per  calcolare  la  differenza ,  che  sia 
t...pqd,  si  rappresenterà  mediante  lo   schema: 

ri ...  e ba 


159.  Cominciamo  dall'oBservare  che  per  conogcere  la  prima  ci- 
fra d  della  differenza,  basta  conoscere  la  prima  cifra  a  del  mi- 
nuendo e  la  prima  cifra  a  del  sottraendo,  lat&tti,  poiché  la  somma 
del  sottraendo  e  della  differenza  deve  riprodurre  il  minuendo , 
deve  la  cifra  d  esser  tale  che  'sommata  colla  cifra  a  dia  per  risal- 
tato il  numero  a ,  ovvero  il  numero  la.  Qalod!:  la  cifVa  ff  è  la 
cifra  che  bisogna  «ggiangcre  ad  a  per  ottenere  a,  se  st  è  uguale 
o  minore  ad  a  ;  è  invece  la  cifVa  che  bisogna  aggiungere  ad  9.  per 
ottenere  la,  se  a  è  maggiore  di  a. 

Determinata  cosi  la  cifì-a  d  e  detta  en  (con  e  =0  ovvero  =  1,  a 
seconda  dei  due  casi)  la  somma  delle  due  cifre  a  e  d,  per  de- 
terminare la  seconda  cifra  q  della  differenza,  s'immaginerà,  come 
sopra,  di  verificare  che  la  somma  del  sottraendo  e  della  differenza 
è  uguale  al  minuendo ,  osservando  che  la  somma  delle  due  ciire 
della  prima  colonna  ha  per  cifra  di  riporto  s.  La  cifra  cercata  q 
dovrà  dunque,  sommata  con  P  + 1,  dare  per  risultato  b,  ovvero  16. 
Pertanto,  se  p  -|-  e  è  <  di  fc,  sarà  q  quella  cifra  che,  sommata  con 
^  4-  E,  dà  per  risultato  b;  in  caso  contrario  sarà  la  cifra  che,  som- 
mata con  ^+E,  da  1  b.  E  così  si  determineranno  allo  stesso  modo 
tutte  le  cifre  della  differenza,  tenendo  presente,  nel  fare  ogni  som- 
ma, se  la  cifra  riportata  dalla  somma  precedente  sia  lo  zero,  ov- 
vero l'unità. 
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§  lO.o  —  Oaleolo  del  qaoilente  «  d«l  resto 
di  una  divisione  natarale. 

160.  La  determinazione  delle  cifi-e,  secondo  il  eietema  di  nome- 
razione  a  base  h,  del  quoziente  e  del  resto  di  nna  divisione  na- 
tarale  si  pn6  ricondurre,  come  vedremo  fra  poco,  a!  caso  partico- 
Inre  in  cni  il  quoziente  è  espresso  da  una  sola  cifra.  Questo  caso 
è  caraiterizzato  come  segue:  affinchè  il  quoziente  di  m  per  d  sia  di 
una  tota  cifra  {diversa  da  zero),  è  necessario  e  sufficiente  che  il 
numero  delie  cifre  di  m  uguagli  o  superi  di  un'unità  il  iiumero 
delle  cifre  di  d,  e  che  la  prima  cifra  di  m,  a  partire  da  sinistra, 
Ila  nel  primo  coso>,  e  nel  secondo^,  della  prima  cifra  di  d. 

Infatti,  afBnciiè  il  quoziente  sia  di  una  sola  cifra  diversa  da  zero, 
è  necessario  e  sufficiente  che  m  sia  ^  di  tj  e  minore  di  d  mol- 
tiplicato per  la  base  n,  cioè  minore  del  numero  che  nasce  dall'ag- 
giungere  uno  zero  alla  destra  delle   cifre  di  d. 

161.  Ciò  premesso,  si  voglia  calcolare  il  quoziente  Q  ed  il  re- 
sto fi  della  divisione  naturale  di  un  dividendo  qualunque  D  per 
un  dividente  qualunque  d.  Supporremo  naturalmente  D^d,  giac- 
cliè  in  caso  contrarto  il  quoziente  cercato  sarebbe  uguale  a  zero, 
ed  il  resto  sarebbe  lo  stesso  numero  D. 

Si  separino  dall'  espressione  in  cifre  di  D ,  a  cominciare  da  si- 
nistra ,  tanto  cifìre  quante  precisamente  ne  sono  necessarie  per 
formare  un  numero  >  di  d.  Sia  D'  il  numero  rappresentato  dalle 
cifre  cosi  separate  e  D"  il  numero  rappresentato  dalle  rimanenti 
h  cifi'e  del   dividendo ,   cosicché  sarà  : 

D  =  (D' X  k")  +  D".  (1) 

Allora,  se  9  è  il  quoziente  della  divisione  naturale  di  D'  per  d  ed 
r  ne  è  il  resto,  cosicché  : 

G'  =  qd  +  r  , 

la  (1)  si  potr&  scrivere  : 

D=(^«''■d)  +  m''-^D''.  («) 

Di  qui  segue  (art.  121)  che,  per  avere  il  quoziente  cercato  Q,  ba- 
sterà aggiungere  a  5  X  n"  il  quoziente  della  divisione  di  r  X  n*  -1-  D" 
per  d,  nel  mentre  che  il  resto  cercato  R  coinciderà  col  reato  di 
«laest'ultima  divisione. 

Il  calcolo  si  trova  cosi  ricondotto: 
1")  a  determinare  il  quoziente  q  che  si  comporrà  dì  una  sola 
cifra  diversa  da  zero  (art.  160); 

3*>)  a  determinare  il  quoziente  Q'  della  divisione  per  d  del  nu- 
mero 1  — rn''  +  D"  di  cui  già  si  ha  l'espressione  in  cifre  (com- 
posta delle  h  cifre  di  D"  cui  si  facciano  precedere  a  sinistra  le  ci- 
fre di  r). 

Invero,  una  volta  calcolate  lo  h  cifre  di  Q'  (completate  con  de- 
gli zeri  alla  sinistra  ael  caso  che  il  loro  numero  riuscisse  ìrii:e- 
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riore  ad  k),   le   cifre  di   Q   si   otterranno   aggiangeodo   semplice- 
mente queste   cifre  alla  destra  della  cifra  q. 

Cbe  il  numero  delle  cifre  di  Q'  non   possa   superare   A  ,  segae 
facilmente  dall'  nguaglianza  : 

i  =  )■»*  +  D" 
in  cni  è: 

ìì"  <  n", 
cosicché  : 

^  <(_!■  + 1)  X  n" 
e  quindi  anche  : 

1  <  d  X  «\  (3) 

poiché  r+l^d.  La  disegaaglianza  (3)  ci  dice  infatti  che  il  quo- 
ziente Q'  della  divisione  uatnrate  di  A  per  d  è  inferiore  ad  a*  , 
cioè  appunto  che  il  numero  delle  cifre  di  Q'  non  può  superare  h. 

162.  Esempio.  —  Vogliasi  determinare  il  quoziente  Q  ed  il  resto 
R  della  divisione   del  numero  (scritto  in  base  dieci)  : 

D  =  H82765043-21, 
pel  numero  : 

rf  =  37l. 
Si  ha  in  questo  caso  : 

D'  =  1482  ,  D"  =  7650Ì321  , 

onde  ft  =  8  ;  cosicché  già  sappiamo  cbe  il  quoziente  Q  si  com- 
porrà di  A  +  1,  cioè  di  9,  cifre.  Il  quoziente  q  ed  il  resto  r  della 
divisione  di  D'  per  d  sono  dati   evidentemente  da: 

3  =  3  ,  r  =  1482  -  (3  X  371)  =  369, 

d'  onde  segue  : 

io)  che  la  prima  cifra  a  sinistra  del  quoziente  cercato  Q  è  3  ; 
2»)  che: 

Q  -  300000000  +  Q', 

dove  il  numero  Q'  (al  più  di  8  cifre)  é  il  quoziente  della  divisio- 
ne di: 

i=  36976504321 
per  d; 

3°)  che  il  resto  cercato  R  coincide  col  resto  della  divisione 
di  A  per  q. 

Questa  prima  parte  dell'operazione  si  può  rappresentare  col  se- 
guente schema  dimostrativo  : 

148276504321        |37t 


36976504321 

163.  Si  procederà  ora  sul  numero  à,  che  si  può  chiamare  il  primo 
dividendo  parziale,  precisamente  come  si  è  operato  su  D,  cioè  bÌ 
determinerà  la  prima  cifra  a  sinistra  del  quoziente  Q',  di  A  per  d, 
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ed  il  tecondo  dividendo  jiarsto/e;  il  quale,  a  sua  volta,  darlt  taog;o 
ad  ona  terza  divisione  il  cai  quoziente  conterrà  almeno  una  ci- 
fra di  meno  di  quelle  di  Q',  cioè  al  più  A  —  1  cifre,  e  cosi  di  seguito 
Cache,  dopo  un  numero  di  divisioni  (con  un  quoziente  di  un'unica 
cifra)  il  cui  numero  non  potrà  in  ogni  caso  superare  h±l  ,  tutte 
le  cifre  di  Q  si  troveranno  completamente  determinate. 

IGI.  Lo  schema  dimostrativo  dell'operazione  da  eseguirai  dopo 
cinella  dell'art,  162  per  determinare  il  secondo  dividendo  parziale, 
sarebbe  il  seguente  : 

36976504321    (371 

3339         -^ 

3586504321 

I  dne  schemi  si  possono  quindi  riassumere  nelt'  unico  schema 
dimostrativo  : 


36976504321 
3339 
3586504321  , 

e  cosi  di  seguito. 

L'operazione  avrà  il  tuo  termine  appenaehè  si  giunga  ad  un 
dividendo  parziale  inferiore  a  d.  Es$o  sarà  evidentemente  il  reato 
cercato  R. 

165.  Ci  resta  ad  aggiungere  qualche  osservazione  circa  la  de- 
tennìnazione  del  quoziente  nel  caso  particolare  In  cui  esso  sia  di 
una  sola  cifra.  In  qaeslo  caso  11  dividendo  m  e  il  dividerne  d, 
espressi  in  cifre,  sono  delia  forma: 

m  =  ahc  .  .  .  e  ,       d  =  b'c'  .  .  .e'  , 

cioè  in  m ,  oltre  alle  cifre  b,c,  . ..,  e  corrispondenti  nna  per  una 
alle  cifreè' ,c', . .. ,?  di  d,  si  ha  di  più  a  sinistra  la  cifi-a  CT,che 
pai  anche  essere  lo  zero.  _ 

Il  quoziente  cercato  q,  di  ni  dioieo  per  d,  J  <  del  quoziente  q' 
rfiab  per   b',  ed  è   =  del   quoziente   q"   di  ab  per  b' +  1. 

Cominciamo  dall' osservare  che,  se  fe  è  il  numero  delle  cifre 
f,  d,,  . .  ,e,  si  ha  evidentemente  : 

n»<(aft  f  1  )«*,      rf^ft'Xn*.  (4) 

Ciù  posto,  ammesso,  se  è  possibile,  die  fosse  : 

d(q-  +  l)^m,  (5) 

se  ne  dedurrebbe  per  le  (4)  : 

b'-n''-{q'  +  l)<(ab  +  l)xn* 
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e  qnindt  : 

contrarifiiiiente  al  Bapposto  che  sia  q'  il  quoziente  della  divisioiie 
di  a  6  per  b'.  La  (5)  è  dunque  inammissibile,  cioè  il  quoziente  di  m 
per  d  è  <2', 
Oseemamo,  in  secondo  luogo,  cbe  si  ha  : 

m  5  ab  X  «*     ,      d  <  (6'  +  1)  X  n*. 

Per  conseguenza,  ammesso,  se  è  possibile,  che  fosse  : 

ci-9"  >  m, 
ee  ne  dedurrebbe: 

e  quindi: 

(6' 4  \)q"  >ab, 
contro  il  supposto. 

Hot*  «d  Bieroùi. 

1.  Allo  «chenia  dimoatrfttìvo  dell'art.  164  bì  BO*titDÌJce  prftticftmeiit«  lo 
schema  più  semplice: 

14827f!504e21  {S7I 


ahhafando  una  sola  volta  l'una  dopo  l'altra  le  cifre  7, 6,. . .  del  dividendo. 

2.  Essendo,  come  all'art.  IfiS,  D  il  dividendo,  A  il  primo  dividendo  per- 
niale e  A'  il  aaoondo  dividendo  parziale,  riconoscere  che  se  il  numero  delle 
cifre  di  i  è  uguale  al  numaro  delln  cifre  di  D,  la  prima  cifra  a  sinistra  di 
A  sarà  inferiore  alla  prima  cifra  a  sinistra  di  D  ed  il  numero  delle  cifre  di 
4'  sarà  certamente   inferiore  al  numero  delle  cifre  di  i. 

B.  11  procedimento  operativo  dato  a^li  articoli  Ifìl-1G8  si  può  riassamsrr, 
nel  caso  in  cui  il  dividente  d  è  di  una   sola_cifra,  come  segue. 

Volendo  dividere  un  numero  di  Jt  cifre:  afO^a^  ■■■<'*  per  un  numero  di 
una  sola  cifra  d,  si  ragionerà  come  segue:  a,  diviso  per  d  dà  per  quoiieiite 
q^  (the  sarà  però  0,  se  a^<d)  e  por  resto  r,;  il  numero  r,a,  diviso  per  d  da 
por  quoziente  3,  e  per  resto  r,  |  r,a,  diviso  per  il  dà  per  quosiente  g,  e  per 
resto  r,,  ecc.  ecc.  ;  finalmente  r|,_,a^  diviso  per  ri  dà  per  quoiiente  q^  e 
per  resto   r».  Il  quoziente  cercato  sarà  il  numero  ?i?,v,  ■  .  .  ((j,    ed  il   resto 

4.  Coma  ei  vede,  quando  il  dividente  è  di  una  sola  cifra,  le   divisioni  psr- 

niali  si  effettuano  immediatamenfe,  semprechè  si  conoscano  i  prodotti  di  due 
numeri  di  una  sola  cifra.  Il  procedimento  testò  dato  potrà  p.  es.  servire 
per  riconoscere  so  un  numero  espresso  in  cifre  secondo  il  sistema  decimale 
sia  divisibile  per  7,  quando  non  si  voglia  applicare  il  criterio  dell'art.  148, 
il  quale  ha  però  il  vantaggio  di  limitare  le  divisioni  per  T  ai  soli  numeri 
inferiori   a  86. 
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liov&to,  resterà  b  trovare  il  qnotiente  dell»  divisione  per  9  di  nn  nomerò  che 
ina  multiplo  di  9. 

Ciò  poeto,  ae  D  è  nn  mnltlplo  di  9  e  Q  è  il  quotiente  della  divisione  di  D 
p«T  9,  dall'eKiMKliftniA  : 

D=:9<1=10Q-Q 
sepie: 

Q  =  10.Q-D. 

In  base  a  qaeat'agiia(['<M)ia  le  cifro  di  Q  si  potranno  calcolare  l'una  dopo 
l'altra,  a  cominciare  dallo  prima  di  dttlra,  immaginando  di  fare  la  sottrazione, 
ì^coDdo  lo  schema  dell'art.  158,  del  numero  U  dal  uamero  lO.Q.  Infatti,  la 
prima  cifra  a  deetra  di  10. Q  è  conoseiuta  (perchè  evidentemente  ugaale  a 
lero)  onde  si  troverà  subito  la  prima  cifra  a  destra  di  D  che  è  poi  la  sa- 
eonda  a  destra  di  10. Q;  cosicché,  cononcendosi  la  seconda  cifra  a  destra  cosi 
di  lO-Q.  corno  di  D,  si  determinerà  anche  la  seconda  <:ifra  a  destra  della  diFTe- 
reniB  Q,  che  è  poi  la  terza  a  deatra  di  10. Q,  e  cosi  via. 

6.  CoD  rasiocinio  poco  dissimile  si  potrà  fare  la  divisione  per  11  e  per  99 
di  OH  numero  multiplo  di  11  o  di  99,  determinando  le  cifi'e  del  quoziente  nna 
per  atta,  a  cominciare  da  deilra.  Si  osservi  a  tale  oggetto  che  11  =  10  +  1  e 
9U=100-l.iCfr.  il  Capitolo  IV del  Trattata  di  Aritntetiea  del  Bertrand,  1888). 

§  ll.o  —  DlvlBorl  oomanl  a  due  o  più  namerl. 
Hastlmo  ooman  divisore. 

166.  Dati  due  nnmeri  qualunque  ni  ed  u,  se  la  divistone  dt  m 
per  n  dà  per  quoziente  q  e  per  resto  r,  si  ha  (art.  117)  : 

m^qn  +  r.  (i) 

Quest'uguaglianza  ci  dice  ctie  ogni  numero  d,  che  sia  simulta- 
neamente divisore  di  m  e  di  n,  è  anctie  divisore  comune  di  9  e 
(li  r  e  reciprocamente.  Infatti,  se  d  6  divisore  di  m  e  di  n,  esso 
dividerà  la  somma  qn  i-r  e  la  sua  prima  parte  qit,  e  quindi  (art.  ll:ì) 
anche  la  seconda  parte,  cioè  r.  Reciprocamente,  se  d  divido  n  ed 
r,  esso  dividerà  i  due  addendi  della  somma  ^n  -1-  r  e  quindi  an- 
che (art.  Ili)  la  somma  stessa,  cioè  m. 

Periamo  :  i  divisori  comuni  di  due  numeri  m  «^  n  coincidono 
Vii  divisori  comuni  di  n  e  del  resto  della  divisione  di  m  per  n. 

Se  m  >  n  (come  del  resto  è  sempre  lecito  di  supporre) ,  questo 
teorema  agevola  la  ricerca  dei  divisori  comuni  di  m  ed  n,  ricon- 
ducendola a  quella  dei  divisori  comuni  di  n  ed  r,  essendo  r  mi- 
nore di  n  e    quindi    a    maggior   ragione  di  ni. 

167.  Per  questo  stesso  teorema,  i  divisori  comuni  di  m  ed  r  do- 
vranno, alla  lor  volla,  coincidere  col  divisori  comuni  di  r  ed  r,, 
essendo  r^  il  resto  della  divisione  dì  n  per  r,  e  (|uindi  poi  anche 
coi  divisori  comuni  di  r,  ed  r^,  se  Cj  è  il  resto  della  divisione  di 
r  per  r,  ;  e  cosi  via.  Si  verrà  cosi  a  costruire  mediante  successive 
divisioni  una  progressione  di  numeri: 

ognuno  dei  quali  è  più  piccolo  del  precedente,  che  si  dovrà  arre- 

stjire  soltanto  quando  si  ottenga  come  ultimo   resto,  i\ ,  lo  zero. 

£s3a  godrà  della  proprietà  che  i  divisori  comuni  a  due  resti  con- 

C1P11U.1.  —  Jgtiltiiioni  di  atialiii  algtbrica,  8.*  edic.  9 
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secativi  qualisivo}^tiano  r^   ed   t-j^,  coincidcranoo  coi  divisori  co- 
mani  di  m  ed  n. 

In  particolare,  i  divisori  comuni  di  m  ed  n  coincideranno  coi  di- 
visori comuni  di  rj_,  e  di  r» ,  cioè  coi  divisori  di  ri_, ,  poiché 
rj, ,  essendo  uguale  a  zero,  è  divisibile  per  tutti  i  numeri  natu- 
rati (0  =  0  X  h ,  qualaoque  sia  h).  Ora  ,  (Va  i  divisori  di  r»_, ,  il 
massimo  è  lo  stesso  numero  r^_^  (  »■„_,  =  r„_,  XI).  Concludiamo 
quindi  : 

1°)  che  rjt_,  è  il  mataimo  comun  divisore  di  m  ed    n. 

S-*)  che   i  divisori   comuni   di   m  ed  n   altro   non   sono  che  i 
divisori  del  foro  massimo  comun  divisore. 

168.  Se  r^_,  =  I,  i  due  numeri  m  ed  »  non  avranno  alcun  divi- 
sore comune  all'infuori  dcll'unitfi,  la  quale  del  resto  è  divisore  co- 
mune di  tutti  i  numeri  naturali,  [n  questo  caso  m  ed  n  si  dicono 
primi  fra  loro. 

Se  invece  r„^,  >  1,  esisterà  almeno  un  divisore  comune  di  m  ed 
H,  oltre  l'unità. 

Pertanto:  affinché  due  ìiumeri  m  erf  n  stano  primi  fra  loro,  f. 
necessario  e  sufficiente  che,  detto  r  il  reato  della  divisione  di  m  per 
a  ,  r,  il  resto  della  divisione  di  r  per  r„  e  cosi  via,  l'ultimo  resto, 
diverso  da  zero,  così  ottenuto  eia  eguale  all'unità. 

169.  Se  in  luogo  di  procedere,  come  si  è  fatto  sopra,  sui  due 
numeri  m  ed  n  per  costruire  la  progressione  : 


si  procedesse  allo  stesso  modo  sui  due  numeri  m  ed  n  molti- 
plicati per  ano  stesso  fattore  h,  si  otterrebbe  invece  (art,  I20J  la 
progressione  : 

nifi  ,  uh  ,  rh  ,  ^^h  ,  .  .  .  ,  i\_,ft  ,  r^h  —  0. 

Quindi  :  se  due  numeri  si  moltiplicano  per  uno  slesso  fattore, 
anche  il  loro  massimo  comun  divisore  ai  troverà  moltiplicato  per 
quello  slesao  fattore. 

170.  Di  qui  sì  trae  facilmente  die:  se  un  numero  divide  il  pro- 
dotto di  due  fattori,  ed  è  primo  con  uno  di  essi,  easo  è  un  divisore 
dell'altro. 

Supponiamo  infatti  che  n  sia  divisore  del  prodotto  «lA  e  sia 
primo  con  m.  Poiché  n  è  primo  con  m,  il  massimo  comun  divi- 
sore di  ni  ed  n  è  l'unità ,  e  quindi ,  per  1'  art.  prec,  il  massimo 
comun  divisore  di  mh  e  di  nh  è  h.  Dovrà  dunque  n  dividere  A,  poi- 
ché, essendo  «  un  divisore  comune  di  mA  e  di  ìih,  deve  anclie 
dividere  {art.  167J  il  loro  massimo  comun  divisore. 

171.  CoHOLLAHio,  —  Se  d  è  primo  con  m  e  con  n,  esso  é  primo 
anche  col  loro  prodotto  mn. 

Infatti,  se  S  fosse  divisore  comune  di  d  e  di  mn,  essendo  esso 
primo  con  m,  dovrebbe  dividere  l'altro  fattore  »,  contro  il  sap* 
posto. 
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172.  Quindi  anche,  più  ^'e  »  era  I  mente:  se  d  è  primo  con  ciascuno 
dei  numeri  m,  ,  in^  , .  . .  ,  lu,- ,  esto  è  anche  primo  col  prodotto 
in,Dij .  .  .  nij. 

Inralti ,  polche  d  è  primo  con  m,  ed  m,,  esso  è  ancbo  primo 
con  m^m^;  ed  essendo  primo  con  m^m,  e  con  m^  sarà,  sempre 
per  l'art,  prec,  primo  con  m,m,wig ,  ecc. 

173.  Un  numero  divisibile  per  due  numeri  primi  fra  loro,  èdini- 
iibile  anche  per  il  loro  prodotto. 

tjia  infatti  H  divisibile  pei  numeri  m  ed  n  primi  fra  loro  ;  e 
sU  M  =  mq.  Poiché  n  divide  M,  cioè  ti  prodotto  mq  ed  è  primo 
con  in,  dovrà  dividere  q  (art.  170),  cosicché  si  potrà  scrivere  q  =  nq'. 
Si  avrà  cosi  M  =  mnq',   e.  d.  d. 

1T4.  Se  T)  è  masBtmo  comun  divisore  di  m  ed  n,i  quozienti  che 
li  ottengono  dividendo  m  ed  D  per  D,  sono  primi  fra  loro. 
Siano  infatti  p  e  q  questi  quozienti,  cosicché  : 

m  =  Dp  ,  n  =  Dq. 

Da  queste  uguaglianze  apparo  chiaramente  che,  eo  p  e  ^  avessero 
un  divisore  comune  d,  diverso  dall'unità,  i  due  numeri  m  od  » 
sarebbero  entrambi  divisibili  pei  prodotto  Dd,  e  per  conseguenza 
avrebbero  nn  divisore  comune  superiore  a  D  contro  il  supposto. 

175.  Vogiìansi  ora  ricercare  tutti  ì  divisori  comuni  a  più  namcri: 


Se  d  sia  un  divisore  comune  a  tutti  questi  numeri,  esso  dividerà, 
ìD  particolare ,  m,  ed  m,  e  quindi  anche  il  loro  massimo  comun 
divisore  D,.  Sarà  dunque  d  uu  divisore  comune  dei  k  —  1  numeri: 

1*1  ,  «Ij  ,  »»4  ,  .  .  .  ,  OTj  ,  (3) 

f,  reciprocamente,  ogni  divisore  comune  di  questi  ultimi  sarà  an- 
cbe  divisore  comune  di  tutti  i  numeri  (2),  poiché  ogni  divisore 
di  D,  è  divisore  comune  di  m,  ed  m^.  La  questiono  è  così  ri- 
condotta a  ricercare  i   divisori   comuni  a  tutti  i  numeri  (3). 

Procedendo  come  sopra,  si  vede  che,  se  D,  é  il  massimo  comun 
divisore  di  D^  ed  m, ,  i  divisori  comuni  dei  numeri  (3)  coinci- 
dono coi  divisori  comuni  dei  k-2  numeri  : 

Dj  ■  «4 ,  n»s  ,  •  ■  ■  ,  Mu- 
cosi seguitando  si  giungerà  ad  nn  unico  numero   D„_|  il  quale 
godrà  delta  proprietà  che  ogni  suo  divisore  sarà  divisore  comune 
di  tutti  i  numeri    (2),   e  reciprocamente.  Esso  sarà  evidentemente 
il  massimo  coraun  divisore  di  tutti  1  numeri  m,  ,  m, ,  ,  .  .  ,  m^. 

Vote  «d  Bivrcixi. 

1.  BIcoDoscere  che  due  numeri  DODHooutivi  sono  setnpre  primi  fr»  loro. 

2.  Essendo  A  i]  màssimo  oomuD  divisore    dei  numeri  a, ,  a,  ,...  ,0),   •  B  il 
comun  divisori  d«i  numeri  ^i  ,  6,  ,  ,  .  .  ,  (*,  dimostrare  che  il  mu- 
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timo    coman    diviaore    di    tutti   i  uumeri  a,  ,  a,  ,  .  .  ,  ,  a^  ,  £,  ,  6,  ,  .  .  .  ,  &;t 
altro  aoa  ò    che    il    inaBaimo   cvmun  divisore  di  A  e  di  B. 

8.  Dadurre  dalla  relazione  ohe  le|ca  tra  resti  consscutivi  che:  nella  ri- 
cerca dtl  matiimo  eomun  dioiiore  di  due  numsrt,  ogni  ratto  è  maggiore  del 
doppio  di  quello  che  lo  legue  di  due  poeti. 

4.  Si  deduca  di  qui  che  :  te  2''  i  la  prima  poleaia  di  2  che  tupera  il  più 
piccolo  dei  du*  numeri  m  ed  n,  il  numero  dette  dioitìoai  da  effettttarei  per  la 
ricerca   del  maiiimo   comun  divisore  di  m  ed  ti,   non  può  tuptrare  3X. 

5.  Dimostrare  che  il  maseimo  comun  divisore  di  due  numeri   m    od   t 
uguale  al  r 


Si  applichi  l'art.  174; 
e  quante  volte  nelle  dot 


due  numeri  corriepondeati  «tuo  limultaneamente  dìviiihili  per  r. 

7.  Per  altri  teoremi  elementari  sui  divisori  ai  vegga  p.  es.  il  trattato 
di  Aritmetica  di  6.  Berlrand  (traduzione  italiana  di  O.  Novi). 

§  12."  —  Multipli  coinoDl  a  doe  o  pìh  namerl. 
Minimo  oomaoe  multiplo. 

176.  Per  minimo  comune  multiplo  di  due  o  più  nameri  dati  s'in- 
tende il  più  piccolo  numero  diverso  da  zero,  clie  sia  maltiplo  di 
ciascuno   di  essi. 

L'esclusione  dello  zero  è  necessaria,  poiché  lo  zero  si  pnò  con- 
siderare come  multiplo  comune  di  tutti  i  nameri,  potendosi  scri- 
vere, qualunque  sia  il  numero  k  : 

0  =  kXO. 

177.  Il  minimo  comune  multiplo  di  due  numeri  È  uguale  al 
quoto  che  ai  ottiene  dividendo  il  loro  prodotto  per  il  loro  masginto 
comun  divisore. 

Sia  infatti  M  un  multiplo  comune  dei  due  numeri  wi  ed  «  ,  i 
quali  abbiano  per  massimo  comun  divisore  D.  Possiamo  scrivere: 

m  =  Dm'  ,  n  =  Dn'.  (1) 

Poiché  M  è  multiplo  di  m,  cioè  di  Dm',  sia: 

M-Dm'-ft.  (2) 

Il  namero  M  è  poi  anche  divisibile  per  n;  cioè  il  prodotto  Dm'k 
è  divisibile  per  Dn',  e  quindi  m'k  per  n'.  Ma  il  fattore  m'  è  pri- 
mo con  n'  (art,  174)^  dovrà  quindi  (art.  170)  essere  divisibile  per 
»'  l'altro  fattore  k,  onde  si  può  scrivere  : 

fc  =  hn'. 
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Roatituendo  di)  in  (2),  si  ottiene  per  M  l'espressione: 

M=:A-mVD  (3) 

la  quale  ci  dice  che  ogni  multiplo  cfltnnne  di  m  e  ài  ii  k  un  mal- 
tiplo  di  m'n'D.  Reciprocamente,  6  scnz' altro  evidente,  per  le  (1), 
che  ogni  multiplo  di  nt'it'D   k   multiplo  comune  dj  m  ed  n. 

Dando  ad  h,  nella  IZ) ,  il  minimo  valore  poesibile ,  cioè  1,  si 
avrà  il  minimo  maltiplo  di  vi  ed  n.  Il  minimo  multiplo  è  dunque 
ra'u'D  che,  come  appare  dalla  (1),  è  appunto  il  quoziente  della 
divisione  di  mn  per  D  ;  e.  d.   d. 

178.  Ogni  multiplo  comune  di  due  numeri  è  «n  multiplo  del  loro 
minimo  comune  multiplo. 

Ci&  è  contenuto  nello  stesso  lisultato  dell'art,  prec,  come  si 
vede  dalla  {'ò)  cbe  d&  l'espressione  pi£i  generale  di  un  mnliiplo 
comune  di  m  ed  n. 

179.  La  ricerca  del  minimo  cornane  multiplo  di  pib  numeri  si 
riconduce  a  quella  del  minimo  cornane  maltiplo  di  dae  soli  numeri 
partendo  dall'  osservazione  che  :  se  a,  ,  a, ,  .  .  . ,  a^  sono  numeri 
qualunque,  ed  m  è  il  mìnimo  multiplo  di  a,  ed  a, ,  il  minimo  comune 
multiplo  di  a, ,  a^ , ... ,  a^  altro  non  è  che  ti  minimo  multiplo  comtine 
dei  numeri  tn,  a^  ,  a^ ,  . .  .  ,  a^. 

Infatti,  96  M  è  nn  multiplo  comune  dì  a, ,  Oj ,  u, , ... ,  aj,,  in  quanto 
è  multiplo  comune  di  a^  ,  a^,  esser  dovrà  (art.  178j  un  maltiplo 
di  m.  Sarà  dunque  M  un  multiplo  comune  ài  m  ,  n^ ,  a^  ,  .  .  . ,  a^. 
Reciprocamente,  ogni  siffatto  multiplo  sarà  anche  maltiplo  di 
a,,a^,a^,...,ax,  poiché  ogni  multiplo  di  m  è  multiplo  comune 
di  fl]  ed  a,. 

Di  qui  segue  evidentemente  la  verità  di  quanto  si  è  asserito;  ed 
è  quindi  chiaro  che  il  minimo  multiplo  comune  di  a^  ,  a^ ,  .  .  .  ,  a^ 
si  otterrà  mediante  successive  ricerche  di  minimi  multipli  di  due 
soli  numeri,  con  procedimento  perfettamente  analogo  a  quello  già 
indicato  (art.  175)  per  la  ricerca  del  massimo  comun  divisore  di 
pib  numeri. 

§  13.0  —  Numeri  primi — Decomposi  stona 
di  an  namero  qualunque  In  fattori  primi. 

180.  Uu  numero  si  dice  primo  qnando  non  ammette  alcun  divi- 
sore all'inftiori  di  sé  stesso  e  dell'unità. 

Come  si  vede  facilmente,  dire  che  un  numero  è  primo,  equivale 
a  dire  che  esso  è  primo  (art.  1G8)  con  tutti  i  numeri  ad  esso  in- 
feriori. 

IBI.  Un  numero  jirimo  è  primo  con  tutti  i  numeri  che  non  tono 
«Koi  multipli. 

Infatti ,  se  un  numero  primo  p  ha  con  un  altro  numero  m  un 
divisore  comune  che  non  sia  l'unità,  questo  divisore  comune  non 
può  essere  cbe  lo  stesso  numero  p,  non  avendo  p  altri  divisori 
all'infiori  dì  se  stesso  e  dell'unità.  Il  numero  m  è  dunque  un  mul- 
tiplo di  p. 


iceyGoOt^lc 


—  70  — 

182.  Se  un  numero  primo  divide  il  prodotto  di  piii  fattori,  de- 
v'essere divisore  di  qualcuno  di  essi. 

Sia  infatti  il  numero  primo  p  divisore  del  prodotto  aXbXcX  ...  Xrf. 
Se  p  divide  a,  il  teorema  è  verificato.  In  caso  contrario  sarà  p 
(art.  ISt)  primo  con  a.  Allora  per6,  essendo  p  divisore  del  prodotto 
di  a  per  ftXcX  ...  Xd  e  primo  eoi  fattore  a,  dovrà  (art,  170)  di- 
videre r  altro  fattore  ,  cioè  b  x  e  X  .  .  .  X  d.  Ragionando  come  so- 
pra si  osserverà  ora  che,  se  p  non  divide  6,  dovrà  dividere  cX...xd; 
e  cosi  procedendo  si  concluderà  evidentemente  che,  se  p  non  di- 
vide alcano  dei  fattori  precedenti  all'  ultimo,  dovrà  dividere  l'ul^ 
timo;  e.  d.  d. 

183.  Ogni  numero  che  non  sia  primo,  è  il  prodotto  dì  due  o  più 


Infatti,  se  un  numero  m  non  è  primo,  esso  ammetterà  qualctie 
divisore  diverso  da  se  stesso  e  dall'unità.  Se  «  è  il  più  piccolo 
fra  questi  divisori,  esso  è  certamente  primo,  poiché,  se  a  ammet- 
tesse un  divisore  d,  anche  m  ammetterebbe  il  divisore  d  più  pic- 
colo di  a,  contro  il  supposto. 

Possiamo  dunque  scrìvere  : 


e,  per  dimostriire  il  teorema,  basterà  far  vedere  che  «»'  è  ud  nu- 
mero primo  ovvero  un  prodotto  di  numeri  primi.  In  effetto,  se  m' 
non  è  primo,  ragionando  come  sopra  si  troverà: 


dove  b  6  primo,  cosicché  sarà: 

e  resterà  a  far  vedere  che  m",  se  non  è  primo,  è  un  prodotto  di 
numeri  primi.  Così  procedendo,  poicliè  i  numeri  m ,  m' ,  m", ,  .  . 
divengono  sempre  più  piccoli,  sì  finirà  evidentemente  con  ottenere 
m  sotto  forma  di  un  prodotto  di  numeri  primi;  e,  d.  d. 

184.  La  decomposizione  di  un  numero  in  un  prodotto  di  numeri 
primi  non  si  imo  fare  (fatta  astrazione  dall'ordine  dei  fattori,  che 
in  un  unico  modo. 
Siano  infatti  : 

m  =  oxfcXeXdX  .  .  .Xg 
Cd 

wi  =  ti,  y  6,  X  Ci  X  d,  X  . . .  X  Cj 


due  decomposizioni  dello  stesso  numero  m  in  fattori  primi.  Poiché 
a,  divide  m,  dovrà  dividere  il  prodotto  aXbXcX.-.xg  e  quindi 
(art.  182),  poiché  a,  è  primo,  almeno  uno  del  fattori  a,b,c,...,g'^ 
per  esempio  a.  Ma  a  è  pure  primo  e  come  tale  non  ammette  divi- 
sori diversi  da  se  stesso  o  da  1.  Sarà  dunque  0^  =  a,  onde  dall' a- 
guaglianza  : 

aX6xcXdX...Xff=a,  XftiXc,  xd,  X...Xe, 
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si  potrà  dedaiTC  dividendo  per  n  : 

6  X  e  X  d  X  .  .  -  X  ff  =  6,  X  e,  X  d,  X     .  .  X  e,. 

Ma  di  qui  si  dedorrt  allo  stesso  modo  l'eguaglianza  di  un  fattore 
del  primo  membro  con  uno  del  secondo,  cioè  p.  es.:  6  =  &,  ;  onde 
resterà: 

e  X  d  X  .  .  .  ff  =  e,  X  d,  X  .  . .  X  «,. 

Cosi  procedendo  si  otterift  p.  es.  Bacceasivamente  e  =  e,  ,  d  =  d, , ...  : 
come  d.  d. 

185.  La  succegBÌone  dei  numeri  primi  è  illimitata. 

Supponiamo  infatti,  se  b  possìbile,  che  i  numeri  primi  fossero 
soltanto  k.  Indicando  questi  k  numeri  primi  con  Pi ,  Pt ,  ■  ■  • ,  Pn  t 
esisterebbe  il  numero: 

il  quale,  dovendo  ammettere  (art.  183)  un  divisore  primo,  esser 
dovrebbe  divisibilo  per  ano  almeno  dei  numeri  Pi  ,  P3  ,  •  •  ■  ,  Pk  , 
per  esempio  per  pf.  Ora  ciò  è  assurdo,  perchè  la  summa  (1)  di- 
visa per  j7,  dà  evidentemente  per  resto  l'unitft. 

Vote  ed  Bicroixi. 

1.  Dimoitrare  che  un  uamcro  primo  è  della  furma  HA  -t-  1,  ovvoro  della 
rorma  tiA-l. 

2.  Dedurne  ohe  il  quadrato  di  oft'^i  : 

3.  Se  p  i  UH  numero  primo  e  k  non 

k  ,  2k  ,8k  ,  .  ..  ,(p-ljk  («1 

iititi  ptr  p  danno  retti  Inlti  differenti. 

Si  cadervi  oho  ae  due  di  essi  ik  ed  jk,  (j  >  t),  deaiero  lo  stesso  resto,  la 
lori)  differenza  (J  —  i)k  esser  dovrebbe  divisibile  per  p;  e  che  ji  non  può 
dividere  j  —  J  che  ò  più  piccolo  di  esso. 

4.  Poiché  i  numeri  (s)  divisi  per  p  danno  per  resti,  fntta  ostraiione  dal- 
l'ordine, i  noffieri  : 

1  ,2,8,...,p-l,  (pi 

il  prodotto  dei  numeri  (a)  divìso  per  p  darà  per  resto  (art.  ]'24;  lo  stesso 
resto  che  darebbe  il  prodotto  dei  numeri  t'f).  La  differensa  di  qaesti  due 
prodotti,  cioè: 

1.2.8...  (p-Dlfcv-.^,] 

divisa  per  p  darà  dunque  per  resto  «oro.  Di  qui  seguo  che  p  è  un  divi- 
me  di  itP---l,  cÌo6  il: 

Teoremi  di  Febhat  —  Se  t  non  i  un  mutliplo  dit  numero  primo  p,  Ut  dif- 
ftraaa  kP-'_l   j  rfinùiiil*  ptr  p. 

5.  Biconoacere  che  so  due  numeri  non  sono  primi  fra  loro,  essi  hanno 
almeno  un  divisore  primo  in  comune. 

ti.  Se  a  e  6  sono  primi  fra  loro,  anche  aih  é  primo  con  ah  a  cosi  pure 
anche  la  loro  differenza  à  prima  col  loro  prodotto. 

Si  dimostri  ciò  per  assurdo,  supponendo  che  a  4- i  ed  ab  abbiano  un 
divisore  primo  in  comann. 

7.  TiOBEHA  DI  WiLsoB  — S<  p  i  UH  numero  dirimo,  i7  numero  : 

1.2.8  .  .  .  (p-1) 
acrreieiiito  dì  bd'unifd  i  divìiibltt  per  l>. 


i-' 
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i  reciproco  è  seni'ftltro  evidente;  poiché  ae  ei»  pr=a.b,  trm  i 
fattori  del  prodotto  1.2.!) .  .  .  (p  — 1)  se  ne  troverà  uno  dÌTisibite  poro,  p«r 
esempio  lo  stesso  a  ed  un  altro  divisibile  per  b. 

3.  Si  può  dunque  &ffavn)iire  che  affinehi  un  numero  p  «in  primo,  i  nteti- 
lario  e  tvffieitnte  eh»  U  prodotto  1.2.S  .  .  .  (p  — t)  aeereteiìUo  di  un'  unili  ita 
divitibiU  per  p, 

§  14.0  — Ricerca  metodica  del  namerl  primi. 

186.  Lft  detenni  nazione  di  tntli  i  numeri  primi  inferiori  ad  an 
namcro  dato  M  si  può  effettuare  mediante  un  procedimento  assai 
semplice  conosciuto  fino  dall'  anticliità  sotto  il  nome  di  crivello 
di  Erafoetene. 

Si  Ecriva  la  serie  naturale  dei  numeri  da  1  fino  ad  M  trala- 
sciando i  numeri  pari  ad  eccezione  del  2  che  è  il  solo  numero  pari 
primo.  Nella  successione  così  ottenuta  : 

1,  2,  3,  5,  7,  9,  11,   13,  15,  17,  19,  21,...  i-i) 

si  cancellino  i  numeri  di  tre  in  tre  ad  eccezione  del  3  cbe  è  un 
numero  primo.  Segnando  con  una  lineetta  i  numeri  da  cancellarsi, 
si  ottiene  cosi  la  successione  : 

l,  2,  3,  5,  7,  9,  11,  1.1,  15,  17,  19,  al 

nella  quale  il  primo  numero  non  cancellato  è  il  5  che  6  numero 
prìmo.  Si  cancelleranno  ora  in  questa  stessa  successione  ancbe  i  nu- 
meri di  5  in  5  che  non  siano  già  stati  precedentemente  cancellati, 
ad  eccezione  del  5.  Dopo  ciò,  essendo  7  il  primo  dei  numeri  non  an- 
cora cancellati,  si  cancelleranno  anche  tulli  i  numeri  di  7  in  7  ad 
eccezione  del  7  e  cosi  di  seguito  finché  non  si  avrà  più  a  cancel- 
lare alcun  numero  inferiore  ad  M.  I  numeri  non  cancellati  saranno 
precisamente  i  numeri  primi  non  superiori  ad  M. 

187.  Mon  iì  diCBcilc  rendersi  ragione  di  cosiffatto  procedimento. 
È  chiaro,  intatti,  primieramente,  che  i  numeri  cancellati  non  sono 
numeri  primi,  poiché  se  A  è  uno  qualunque  dei  numeri  dispari  (o), 
i  numeri  dispari  che  vanno  di  h  in  h  sono  evidentemente  multipli 
di  A  e  quindi  non  primi.  Resta  quindi  soltanto  a  dimostrare  die  se 
dopo  uno  dei  successivi  periodi  di  cancellazioni,  il  primo  dei  nu- 
meri non  ancora  cancellali  è  k,  esso  è  necessariamente  un  numero 
primo.  Invero,  se  k  non  fosse  primo,  dovrebbe  k  L'ssere  multiplo 
di  un  numero  primo  A  inferiore  afe;  e  il  numero  A  dovrebbe  far 
parte  dei  numeri  che  non  sono  stati  cancellati ,  giacché  nessuno 
dei  numeri  cancellati  b  primo,  come  già  si  6  notato.  Ma  i  mulii- 
plt  dei  numeri  non  cancellati  precedenti  a  A:  sono  già  stati  tutti 
cancellati.  Il  numero  k  sarebbe  dunque  anch'  esso  già  stato  can- 
cellato, contrariamente  al  supposto.  Resta  cosi  dimostrato  che  fc  é 
numero  primo. 

188.  È  importante  di  osservare  che  se  dopo  un  certo  periodo  di 
cancellazioni  (per  esempio  dopo  aver  cancellato  tutti  i  numeri  di 
A  in  A  ad  eccezione  di  A),  il  primo  namcro  non  cancellato  sin  k, 
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non  golamenie  è  primo  il  numero  k,  come  si  è  testé  dimostrato,  ma 
tono  primi  altresì  tutti  i  numeri  non  cancellati  compresi  fra  k  e  k*. 
Ànimettiamo  infatti,  ae  è  posBibile,  che  un  certo  numero  N,  non 
cancellato  e  compreso  fra  k  e  *'.  non  fosae  primo.  Eseo  sarebbe 
allora  il  prodotto  di  due  o  più  fattori  primi  (art.  lìiò)  dei  quali 
almeno  uno,  p,  esser  dovrebbe  inferiore  a  k;  poiché  se  tutti  fos- 
sero e^ali  o  maggiori  di  k,  i!  loro  prodotto  N  sarebbe  evidente- 
mente ngaale  o  superiore  a  k^  contro  il  supposto.  Ma,  il  numero 
p  essendo  primo  e  inferiore  a  A:,  tutti  i  suoi  multipli,  sono  già  stati 
precedentemente  cancellati.  Il  numero  N  sarebbe  dunque  già  stato 
cancellato  contro  il  supposto. 

189.  Quanto  si  è  dimostrato  testé  ha  per  conseguenza  importante 
che  la  cancellazione  dei  numeri  non  primi  che  non  superano  un 
dato  numero  ìi,  avrà  termine  appenachè  si  giunga  ad  un  numero 
primo  k  il  coi  quadrato  sia  stiperiore  ad  M. 

Hot*  «d  Bi«roUi. 

1.  BiconoBoere  che  quando,  col  procedimento  indicato  p^r  la  ricerca 
dei  Dumerì  primi  Inferiori  ad  M,  si  cancellano  tutti  i  iinmeri  di  Jt  in  A; 
od  eccellono  dello  fteaso  jt,  il  primo  nnmero  che  sì  dovrà  effettivamente 
CHTicellare  è  precisamente  jfc*. 

2.  Por  riconoscere  ae  un  numero  dato  N  è  primo,  basta,  conoscendosi  i 
nnmeri  primi  il  cui  quadrato  è  inferiore  ed  N,  di  veriRuare  se  la  divieione 
di  N  per  ano  almeno  di  questi  nltimi  dia  pc-r  resto  zero.  -Se  nessuna  di- 
visione dia  per  resto  lero,  il  numero  ìi  sarà  nit  numero  primo. 

S.  Dall'esame  delle  tavole  dì  numeri  fino  ad  oggi  oostraite  risulta  che 
Ti  sono  iti  nuDieri  primi  inferiori  a  100;  IK9  inferiori  a  lOuO;  12H0  infe- 
riori a  lOOoO;  9592  inferiori  a  100000   e   78493   inferiori  ad  lUOOùOO. 

§  15fi  —  Hastlmo  comao  divisore  e  minimo  multl|ilo 
di  namerl  decomposti  In  fattori  primi. 

190.  Il  massimo  comun  divisore  {cfr.  §  11.°)  di  piii.  numeri  de- 
composti nei  loro  fattori  primi  è  il  prodotto  dei  fattori  primi  co- 
muni a  tutti  i  numeri,  presi  ciascuno  col  minimo  esponente.  S'in- 
tende cioè  che,  nella  composizione  del  massimo  coniuii  divisore, 
ogni  numero  primo  dev'  essere  preso,  come  fattore,  elevato  ad  una 
potenza  eguale  a  quella  in  cui  esso  si  presenta ,.  nei  numeri  de- 
composti, col  minimo  esponente. 

Sia  infatti  p  un  fattore  primo  del  numero  D  massimo  comun 
divisore  dei  numeri  dati  A ,  B ,  C ,  .  . . ,  e  sia  ^^  la  mnssima  po- 
tenza di  p  che  divide  D.  Poiché  p"  divide  D,  ciascuno  dei  numeri 
A,  B,  C,  . . .  sarà  divisibile  per  j»'.  Inoltre  p'  sarà,  almeno  per 
ano  dei  numeri  A, B,  C,  .  .  .,  In  massima  potenza  di  p  che  lo  di- 
vide. Invero,  ove  cosi  non  fosse,  ciascuno  dei  numeri  A,  B,  C, . . . 
sarebbe  divisibile  per  p'^*';  e  per  couseguenza  anche  il  loro  mas- 
simo comun  divisore  D  esser  dovrebbe  (art.  167}  divisibile  per  p"S 
contro  il  supposto. 

191.  Corollario.  —  Affinchè  un  numero  A  sia  divisibile  per  un 
altro  numero  B,  è  necessario  e  sufficiente  che  i  fattori  primi  di  B 
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siano  anche  fattovi  primi  dì  A  e  che  l'  esponente  di  ogni  fattore 
primo  in  B  sta  uguale  o  minore  all'esponente  di  quello  stttto  fat- 
tore primo  in  A. 

Infatti,  se  B  è  divisore  dj  A,  il  massimo  coman  divisore  di  A  e 
di  B  è  lo  etesso  B,  e  reciprocamente. 

192.  Di  qni  segue  clie  se 

A=j,V'...** 

è  U  numero  A  decomposto  nei  suol  fattori  primi  distinti  p,q,  r, ...,», 
ogni  divisore  di  A  è  della  forma  : 

^■,V....' 

e  reciprocamente. 

È  dunque  assai  fucile  trovare  tutti  i  divisori  di  un  nomerò  dato 
A,  dopoché  si  sia  fatta  la  decomposizione  di  A  nei  suoi  fattori 
primi. 

193.  Il  minimo  comune  multiplo  di  più  numeri  è  il  prodotto  di 
tutti  i  fattori  primi  net  quali  essi  si  decompongono,  presi  ciascuno 
col  massimo  esponente. 

Siano  infatti  p,  g,  r, . . .  i  fattori  primi  distinti  cbe  nascono  dal 
decomporre  i  numeri  A,  B,  C, .  . .  dei  quali  si  voglia  determinare 
il  minimo  comune  multiplo  M.  Se  p**  è  la  massima  potenza  di  p 
che  divide  almeno  uno  dei  numeri  A,  B,  C,  .  .  .  ,  p.  es.  A,  è  chiaro 
cbe  il,  essendo  divisibile  per  A,  sarfc  divisibile  per  p".  Similmente 
si  vede  cbe  M  sarà  divisibile  per  q^ ,  ri ,  .  . .  essendo  q^  ,ri  ,  .  , . 
le  massime  potenze  ài  g,  r, , ,  ,  cbe  dividono  almeno  uno  dei  nu- 
meri A,  B,  C,  . .  .  Il  numero  M  essendo  divisibile  per  i  numeri 
p^  ,  jP  ,  l'T  , . .  .  j  due  qualunque  dei  quali  sono  primi  fra  loro,  sari 
(cfr.  art.  173)  ancbe  divisibile  per  il  loro  prodotto  p'^q^rf  . . .  Reci- 
procamente ogni  multiplo  di  p'^M  ...  è  evidentemente  un  mul- 
tiplo comune  di  A,  B,  C,  . .  .  Sarà  dunque  appunto  pV'"^ ...  il 
loro  minimo  multiplo,  e.  d.  d. 


194.  So  A  è  la  potenza  n""""   di   un  numero  a,  si  dice  che  n 
6  la  radice  n""**  di  A  e  si  scrive  : 

a=\/À 
come  equivalente  dell'uguaglianza:  a"=A.  Il  simbolo  v  si  chiama 

aimbolo  radicale  e  il  simbolo   \/   sì   legge   radice  n"""". 

In  particolare,  se  A  è  il  quadrato  di  a,  si  dice  che  a  è  radice 
quadrata  di  A  e  si  scrive  : 
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0  più  semplicemente  : 

195.  Se  A  è  an  numero  qualunque,  non  esiste  in  generale  un  nu- 
mero nataraie  il  cui  quadrato  sìa  A.  Esiste  però  sempre  un  numero 
naturale  a,  perfettamente  detcrminato,  il  cui  quadrato  sia  il  mas- 
sitno  quadrato  contenuto  in  A;  cosicché: 

a*^A  <  (a+  1)>. 

In  questo  §  noi  ci  occuperemo  appunto  della  ricerca  dei  nu- 
mero a  cosi  definito,  che  si  chiama  spesso  la  radice  quadrata,  a 
meiìo  di  un'unità,  del  numero  A. 

lilfi.  Se  ^  è  la  radice  quadrata,  a  meno  di  un'unità,  del  numero 
A,  la  radice  quadrata,  a  meno  di  un'  unità,  del  numero  che  nasce 
dall'  aggiungere  alla  destra  delle  cifre  di  A  due  nuove  cifre  b  C, 
li  otterrà  aggiungendo  un'unica  cifra  f  alla  destra  delle  cifre  di  a. 
In  altri  termini:  se  n  è  la  base  del  sistema  di  numerazione  (co- 
sicché 6  e  e  sono  inferiori  ad  n),  la  radice  del  massimo  quadrato 
contenuto  in  Aii'  +  &n  -I-  e  è  della  forma  an  +  p,  essendo  g  <  n. 
Invero,  polche  : 

bn  +  c  =  6c<iÒÒ  =  w», 
Bì  ha: 

An*  Z  An*  +  {bn  +  e)  <  An*  -I-  n* 
0  anche: 

An'  ?  An»  -t-  Òn  +  e  <  (A  -|-  i)n».  (I) 

Uà,  per  l' ipotesi  fatta  : 

a«^A<(a-i-l)», 
onde: 

a'^A    ,     A-H^(a-H)*. 
Segue  quiodi  dalla  (1)  a  maggior  ragione  : 

a»n*5  An'  +  6»  +  e  <  {a  +  Ij^n" 
ossia  anche  : 

(an)*  §  An*  +  6n  +-  e  <  (an  +  n)*, 

T.a  radice  del  maSBÌmo  quadrato  contenuto  in  An*+  bn  +  e  sar& 
Junqae  uguale  o  maggiore  di  an  e  minore  di  an  +  n ,  cio6  sarà 
appunto  della  forma  a»  -^  p  (per   P  <  n),    come  si  è  asserito. 

197.  La  differenza  A  —  a',  che  Indicheremo  con  R,  fira  il  numero 
A  e  il  massimo  quadrato  in  esso  contenuto  si  chiama  il  resto 
dtl  massimo  quadrato  contenuto  in  A. 

Ciò  posto,  poiché  la  clflra  ^  da  aggiungersi  alla  destra  delie  ci- 
fre di  a  per  avere,  secondo  l'art,  pree. ,  la  radice  dei  massimo 
quadrato  contenuto  in  Ab  e  i  è  il  massimo  numero,  minore  di  n,  che 
soddisfa  la  disegnaglianza  : 


(an  +  |S;  <  A6  e 
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«*n*  -f-  2«grt  +  fi'  <  Aji*  {•  bn  +  c, 

possiamo  anche  dire  {come  si  vedo  togliendo  dai  due  membri  «*n*) 
cbe  la  cifra  ^  èia  massima  cifra  aoddiefacente  la  diseguaglianza  : 

('Jan  ■!■  g)?SRn*  +  bn  4- e.  (2) 

198.  l'oichè  dnir  uguaglianza  (2)  segue  a  maggior  ragiono,  es- 
sciido  e  <  II: 

2aJ»  <  Un'  +  6h  4-  « 

cioè  : 

2a?  <  Rji  +  b  f  I , 

essa  non  potrà,  essere  soddisfatta  se  non  quando  B:a  : 

2apsRn  +  6; 
cosicché  la  cifra  ?  non  può  in  alcun  caso  superare  il  quoziente 
della  dicisione  di  Rn  ■(■  b  per  2a. 

Per  conseguenza,  detto  q  questo  quoziente,  la  cifra  ^  è  il  primo 
dei  nunitsri  5,  q-~l,  q  —  2,...  che  sostituito  in  (2)  la  rende  soddi- 
sfatta. È  chiaro  che  luedianie  que.it'  osservazione  si  possono  di- 
minuire i  tentativi  da  farsi  per  la  determinazione  pratica  della 
cifra  p. 

199.  Esempio.  —  Sapendo  che  (nel  sistema  a  base  n  ugnale  a 
dieci)  il  massimo  quadrato  contenuto  in  1878  ba  per  radice  43  e 
per  reato  29 ,  ricerchiamo  la  radice  del  massimo  quadrato  conte- 
nuto in  18783-2. 

In  questo  caso  si  ha  : 

A  =  1878  ,ft  =  3,c  =  2,a  =  43,R  =  29. 

Per  determinare  la  cifra  ^  che  dovrà  scriversi  alla  destra  di  43 
per  avere  la  radice  del  massimo  quadrato  contenuto  in  187832,  co- 
mincieremo  dall'osservare  che  essa  non  può  superare  il  quoziente 
della  divisione  di  Rn^fc  per  2a,  cioè  di  2H3  per  43X2-86,  cheè  3. 

Per  riconoscere  poi  se  la  cifra  3  è  proprio  quella  cercata,  dob- 
biamo prosarla,  cioè  verificare  (art.  197}  se  per  p  =  3  sia  soddi- 
sfatta la  (2),  osservando  a  tale  oggetto  che  2an  -I-  ^  è  il  numero 
che  bÌ  ottiene  scrivendo  la  cifra  {i  alta  destra  del  numero  2«  gi& 
calcolato  echeR«*  +  6n  +  c  è  il  numero  che  nasce  dallo  scrivere 
la  cifra  e  a  destra  del  numero  Rn  +  b;  cosicché  si  tratta,  nel  no- 
stro caso,  di  verificare  se  sia  : 

863X3  §2932. 

Poiché  è  appunto  cosi,  è  3  la  cifra  delle  unità;  cioè  la  radice 
del  massimo  quadrato  contenuto  in  187832  è  433.  In  caso  con- 
trario, si  sarebbe  dovuto  provare  per  ^  la  cifra  immediatamente 
inferiore  a  3  ;  e  cosi  via. 

200.  Applicando  più  volte  di  seguito  la  regola  testé  spiegata,  ai 


iceyGoOt^lc 


—  77  — 

potrà  evidentemente  calcolare  la  radice  quadrata,  a  meno  di  un'u- 
nità, di  un  numero  qualsivoglia  N.  Invero  basterà  a  tale  oggetto 
decomporre  le  cifre  di  N  in  gruppi  di  due  cifre  a  cominciare  da 
destra;  e  dopo  aver  trovato,  a  prima  vieta,  la  radice  del  numero 
rappresentato  dal  primo  gruppo  di  sinistra  (che  è  di  una  sola  cifra 
0  di  dne  cifre  al  piti)  determinare  poi,  colla  regola  spiegata,  quella 
del  numero  ohe  si  ottiene  aggiungendo  al  primo  gruppo  di  sini- 
stra le  cifre  del  secondo  gruppo  di  sinistra,  dipoi  colla  stessa 
regola  quella  del  numero  rappresentato  dai  primi  tre  gruppi  di 
sinistra,  e  eoa)  di  seguito. 

Da  questo  procedimento  emerge  chiaramente  che  il  numero  delle 
cifre  della  radice  coincide  col  numero  dei  gruppi  Ìq  cui  sono 
state  distinte  le  cifre  di  N,  In  altri  termini  :  »e  un  numero  si 
compone  di2m  o  di  2m-l  cifre,  la  sua  radice  quadrata  a  meno 
di  un'  unità   ha  precitamente  m  cifre, 

201.  È  utile  di  dimostrare  questo  teorema  più  direttamente,  ge- 
neralizzandolo al  tempo  stesso  come  segue  :  se  l'espressione  di  un 
numero  A  si  compone  di  km-k'  cifre  {essendo  k'  <  k),7a  sua  ra- 
dice k'""",  a  meno  di  unità,  si  compone  precisamente  di  m  cifre. 

Sia,  infatti,  a  la  radice  ft"'"*",  a  meno  di  un'unità,  del  numero 
A,  cosicché  : 

«*§A     ,     A<{a  +  1)*.  (3) 

Poiché  l'espressione  di  À,  secondo  la  base  n,  si  coinponedi  A:m— I:' 
cìTre,  si  ha  (art.  137;  : 

n*"*"*  "'  <  A 
e  quindi  per  la  seconda  delle  (3)  : 

«'"''"*■"'<  («  +  !)*, 
d'onde  segue  anche,  poiché  &' f  1  ^ft: 
n""'-*<(a+l)*, 
e  quindi  anche  : 

0,  che  è  la  stessa  cosa: 


D'altra  parte  si  ba  anche  (art.  137),  essendo  km  ~  k'  il 
(ielle  cifre  di  A  : 

A  <  n'"*"*' 
d'onde  per  la  prima  delle  (3)  ; 

a*  <  »■""-*' 
e  a  maggior  ragione  : 

a*  <  n""*, 
cosicché  : 
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Cosi  resta  dimostrato  quanto  si  voleva,  poiché  le  (4)  e  (5)  ci 
dicono  appunto  (art.  137)  che  l'espressione  di  a  si  compone  di  m 
cifre. 

ITots  ad  Eiercixi. 

1.  Se  a  è  la  radice  del  massimo  quadrato  contenuto  io  A.  ,  il  nummo 
delle  cifra  di  a*  coincide,  quando  esso  è  pari,  coi  numero  delle  cifre  di  A; 
se  invece  è  dispari,  pii6  esser/^Ii   iaferiore  di  nna  uuitA, 

2.  Affinché  il  numero  delle  cifre  di  a*  sia  inferiore  di  un'unità  al  Da- 
merò delle  cifre  di  (a  f-  Ij',  è  necessario  e  suffioiente  che  a'  sia  il  assfti- 
mo  quadrato  inferiore  ad  nna  potenza  della  base   del  sistema   di   nunera- 

Ehihpio.  —  81  è  il  massimo  quadrato  inferiore  a  100,  che  è  il  quadrato 
successivo  ad  SI  ed  ha  una  cifra  di  più;  9(iL(=81>)  é  il  massimo  qua- 
drato contenuto  in  1000,  e  il  quadrato  successivo  a  961,  oio6  1021  (=  Zì\ 
ha  nna  cifra   .li  più. 

8.  Si  ceri^hino  dei  teoremi  analoghi  per  le  radici  k^'it  a  meno  di  un'u- 
nità, essendo  k  qualunque. 

§  17.°  —  BlMluzIooe  dAll'eqaaalone  pitagorica: 


202.  Kvid  en  temente ,  possiamo  ritenere  cbe  due  qualunque  dei 
tre  nameri  cercati  x,  y  ,  z  soddisfacenti   l'equazione  : 

x»  +  y»  =  z»  (1) 

siano  primi  fra  loro  ;  poiché  se,  per  esempio,  x  eA  y  avessero  un 
divisore  primo  comune  d,  questo  dovrebbe  dividere  anche  z,  co- 
sicché l'equazione  (1)  potrebbe  sempliflcarsi ,  pur  mantenendo  la 
stessa  forma,  dividendone  1  tre  termini  per  d*. 

In  virtb  di  questo  supposto,  se  l'equazione  (I)  si  scrive  sotto 
la  forma  equivalente: 

!,'  =  («  +  a.X«-:.),  (ly 

si  vede  che  i  due  fattori  z  +  a;  e  2  -  x  non  debbono  avere  alcun 
divisore  dispari  in  comune.  Invero ,  se  fosse  d  un  divisore  di- 
spari di  z  +  X  e  di  z  —  2^,  dovrebbe  esso  dividere  anche  la  loro  som- 
ma 2z  e  la  loro  differenza  2x  e  quindi  anche ,  essendo  esso  di- 
sparì, z  ed  a: ,  contrariamente  a  quanto  si  richiede ,  cioè  cbe  z 
ed  X  siano  primi   f^a   loro. 

.  203,  Ciò  premesso,  sia  p  nn  divisore  primo  dispari  di  z  -f  a;  e 
p''  la  massima  potenza  di  p  che  divide  z  ^x.  Sarà  ancora  p^  la 
massima  potenza  dip  che  divide  fz-l-a:j(z-aT),  giacché  z  — a  non  è, 
per  quanto  si  è  or  ora  notato ,  divisibile  per  p.  È  dunque  p""  la 
massima  potenza  di  p  che  divide  y*  \  cosicché  X  é  necessariamente 
pari.  Di  qui  segue  evidentemente  che  z  +  a:  é  della  forma  : 

2-|-iE  =  2'"-M*;  (2) 

e  affatto  slmilmente  si  proverà  essere  : 

z-a!  =  2"-t)*  l3) 

essendo  u  e  u  numeri  dìspari  primi  fìra  loro. 
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204.  Dalle  (2)  e  (3)  sommate,  ovvero  sottratte,  membro  a  mem- 
bro ai  deduce  ora  : 

_  2"u»  -  2"!;»       _  2'"tt»  4-  2"»* 
e  dalle  stesse  (2)  e  (3)  paragonate  con  (IV: 

y  =  2   *  uv. 

Recìprocamente  ,  prendendo  a  piacere  1  numeri  u,  v,  m,  n,  que- 
ste espressioni  di  x,  y,  z,  se  hanno  RÌgnilìcato  di  numeri  naturali 
(il  che  accadrà,  corno  è  facile  riconoscere,  quando  m  +  n  sia  pari 
e  qnando  inoltre  m ,  n  siano  entrambi  uguali  a  zero  ovvero  en- 
trambi diversi  da  zero)  soddisfano,  come  subito  si  riconosce,  l'e- 
qaazione   (1). 

205.  Per  m=n-0,  si  hanno  dunque  primieramente  le  formoie 


^  =  — ^ —  T  !/  =  «ti    ,   2  =  -  2  ^^' 

le  qaali,  comunque  si  scelgano  u,  v,  purché  dispari  e  primi  fra  loro, 
daranno  sempre  per  a:,  y,  z  dei  numeri  primi  fra  loro  due  a  due. 
Per  »n  =  l  +  [i  ed»t  =  l+v,ei  avrebbero  le  forraole  di  risolu- 
zione : 

X  =  2^u*  -  2*1'»  ,  y  =  2 . 2  *  «w  ,  z  =  2''m''  +  2''t>» 

Delle  quali,  però,  almeno  uno  dei  due  numeri  *,>,  v  dovrà  prendersi 
eguale  a  zero  (e  quindi  l'altro  della  forma  2&},  senza  di  che  x,  y,  z 
avrebbero  il  divisore  comune  2.  Alle  risoluzioni  del  tipo  (I)  sono 
<lnnque   soltanto   da   aggiungersi  quelle  del  tipo  : 

X  =  4*«'  ~v'  ,  y  =  2''+'mìj  ,  z  =  4''«*  +  r*  (II) 

e  qaelle  del  tipo  : 

x  =  u^  -  4''«»  ,  y  =  2''+'«ti  ,  z  =  ii*  +  4V.  (Ili) 

206.  Le  soluzioni  dei  tipi  (II)  e  (III)  sono  caratterizzate  dall'es- 
sere in  esse  11  numero  y  necessariamente  pari ,  nel  mentre  che 
nelle  (I)  è  invece  y  necessariamente  dispari.  Intanto,  se  la  (I)  è 
verificata  da  certi  numeri  x,y,z  essa  lo  è  evidentemente  anche 
90  si  scambino  fVa  loro  x  ed  y.  Poiché  ora  facendo  questo  scam- 
bio nelle  (II)  o  nelle  (III)  le  y  diverrebbero  dispari,  è  chiaro  che 
le  (II)  e  (III)  devono  ricadere  mediante  questo  scambio  nelle  ti). 

Concludiamo  dunque  che  tutti  i  sisiemi  di  numeri  x,  y,  z,  primi 
tTA  loro,  che  soddisfano  l'equazione  (1)  sono  dati  dai  seguenti  due 
tipi: 

x=  ~— — ,  y  =  uv,  z  =  — -  (I) 
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eBsendo  u,  v  nameri  dìspari  primi  {r&  loro  che  possono  Bcegliersi 
ad  arbitrio. 

Vote  ad  SBttroiii. 
1.  Riconoioere  direttamente  che  i  nnrotiri  delU  form«  : 

(che  b  quanta  dire  i  nnmeri  pkri)  sono  anche  dalla  forma  : 


e  reciprocamente  (con  u  e  e  s' inteadono  ancora  numeri  Jiapari  primi  fra 
loro). 

2.  Biconoicere  che  se  il  quadrato  di  un  numero  é  la  somma  di  due  qai- 
drati  primi  fra  loro,  il  doppio  del  numero  è  pure  la  somma  di  due  quadiati 
primi  fra  toro,  e  reciprocamente. 

S,  Si  applichi  ciò  a  decomporre  il  quadrato  di  41  nella  somma  di  dna  qni- 


essendo  B  un  numero  fissato  a  piacere.  Bi  potrà  sempre  ritenere  che  B 
non  ammetta  come  divisore  alcun  quadrato  esatto;  poiché,  se  fosse  B=i'c, 
ponendo  òy  =  y',  l'equaiione  (a>  si  ridurrebbe  ad 

x'  +  ey'  =  »'. 

Inoltre  si  potrà  poi  richiedere,  in  secondo  luogo,  che  x,  y,  x  debbano  ei- 
sere  primi  fra  toro  due  a  due  ;  poiché  se,  p.  es.,  x  e  i  aveisero  un  divi- 
sore primo  d  in  comune,  dovrebbe  By'  essere  divisibile  per  d' ,  e  quindi 
anche  y  divisibile  per  d;  giacché  altrimenti  dovrebbe  B  essere  diviBibile 
per  d*  contro  il  Rupposto. 
Ciò  premesso,  scritta  la  (»)  sotto  la  forma: 

(I  +  X)  («  -  I)  =  %• , 

essa  si  potrà  risolvere  ponendo; 
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CAPITOLO  III. 

ELEMENTI    DI    ANALISI   COMBINATORIA 


§  !.<■  — DliposlxlonJ,  permataBlonl,  loTOriIoiil 
nelle  permataslont. 

207.  Il  Damerò  di  modi  differenti  Becoodo  cui,  sopra  k  posti  di- 
sti, sì  possono  ^fsiritììEHre  altrettanti  og^tti  da  scegliersi  a  piacere 
Tra  n  oggetti  distinti  dati,  si  dice  numero  delle  ditposisioni  degli  a 
oggetti,  k  »  k,  Nataratmente  il  numero  k  dei  posti  deve  anpporsi 
non  maggiore  de)  numero  n  degli  oggetti.  Noi  indicheremo  qneeto 
nainero  con  D^ ,  ^. 

Se  a,  ,  Of  , .  .  .  ,  a„  sono  gli  oggetti  dati,  una  disposizione  qna- 
lnnt|ae  k  &  k  ai  pub  rappresentare  coli' allineamento 


dove  i,,  it,  ■  ■  ■  ,  it  soii'3  ^  numeri  distinti  scelti  fVa  1  ,  2 , . . . ,  n 
e  dove  l'ordine  dell'  allineamento  esprime  che  al  primo  dei  posti 
si  6  situato  l'oggetto  a^  ,  al  secondo  l'oggetto  a^  ,  ecc. 

208.  Fra  le  D„,j,  disposizioni  così  costruite  ve  ne  sono  D,^, ,  j_, 
nelle  qaali  il  primo  posto  si  trova  occupato  da  a,  ;  poiché ,  una 
volta  situato  a,  al  primo  posto,  si  potranno  pot  disporre  a  piacere, 
sui  k~  1  posti  che  restano,  gli  altri  n  —  1  oggetti ,  cioè  appunto 
in  D„_,  ,  (.,  modi  distinti. 

Similmente  si  vede  che  fra  le  D„,t  disposizioni  ve  ne  saranno 
D„_,  ,  »_i  che  al  primo  posto  hanno  l'oggetto  Oj,  e  cosi  di  seguito. 
Poiché  dnnqne  le  D^,,,  disposizioni  sono  costituite  da  D„_,  ,,^_, 
disposizioni  che  cominciano  con  a, ,  da  D„_| ,  t-i  che  cominciano 
con  a, ,  ecc.  e  gli  oggetti  che  possono  portarsi  al  primo  posto 
tono  n,  si  avrà  evidentemente 

I>„,*  =  n-I>„-,,*-i-  (1) 

Da  questa  relazione  generale ,  diminuendo  in  essa  successiva- 
mente  n  e  fc  di  nn'  unità,  se  ne  deducono  le  altre  seguenti 


D„_.,,_,  =  («-2)D„_,,»_, 


-  IitUuxioiù  di  anali*i  algebrica,  8.*  adi: 
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dalie  rjnali  moltiplicato  fra  loro  membro  a  membro  si  trae,  osser- 
vando che  si  ha  evidentemente  l>„_jn.i , ,  =  h  —  A:  4- 1  : 

D„,»  =  n{n  -  1)  n  -  2)  (n  -  3). . .  (il  -fe  +  2)  (»-ft  +  1).      (2) 

Il  numero  D„  ^  é  dunque  uguale  al  prodotto  di  k  numeri  in- 
teri consecutivi  decrescenti  a  cominciare  da  n. 

209.  Se  BUpponiamo  in  particolare  di  prendere  k=  n,  si  avranno 
le  disposizioni  di  n  oggetti  sopra  n  posti.  In  tal  caso  esse  si  chia- 
mano piuttosto  permutazioni  degli  n  oggetti  od  elementi  dati  so- 
pra gli  71  posti,  o  semplicemente  permutazioni  di  m  elementi.  Il 
loro  numero  a'  indicherà  con  P„.  Se  dunque  nella  (2)  si  faccia 
k  =  n,  si  avrà  : 

P,,  =  D„  >  „  =  "(«  -  1}  (»  -  2) . . ,  3.2.1  =  [n.  (3) 

Cioè:  il  numero  delle  permutazioni  di  n  elementi  distinti  è  uguale 
al  prodotto  dei  numeri  naturali  da  1  ad  n. 

Questo  numero  si  indica  con  [n  o  anche  con  »!  e  si  chiama  fat- 
toriale o  anche  facoltà  di  n. 

210.  Se  gli  n  elementi  si  designano  con  n, ,  a^,  a^.. . .,  a^  ,  si 
chiamerà  permutazione  fondamentale  quella  fra  lo  [n  permutazioni 
nella  quale  ogni  elemento  occupa  il  posto  corrispondente  al  pro- 
prio indice.  Essa  6  rappresentata  dall'  allineamento 


dal  quale  si  dedurranno  poi  tutte  le  altre  permutazioni  invertendo 
in  tutti  i  modi  possibili  1'  ordine  degli  oggetti,  il  cho  si  può  fare 
metodicamente  come  segue. 

Si  comincia  dallo  scrivere  (supponendo  p.  es,  per  fissare  le  ideo 
n  =  5,  la  permutazione  fondamentale 


e  da  questa  se  ne  deduce  una  seconda 

scambiando  il  secondo  elemento  col  primo- 
Ognuna  di  queste  due  permutazioni,  scambiando  In   essa  1'  ele- 
mento che  si  trova  al  terzo  posto  con  l'uno  o  con  l'altro  dei  due 
precedenti,  ne  darà  altro  due,  cosicché  in  tutto  si  avranno  lo  2.3 
permutazioni 


le  quali  diventeranno  2.3.4  se  in  ognuna  di  esse  si  canibìerà  l'clo- 
mento  che  sta  ai  quarto  posto  con  ciascuno  dei  precedenti.  Final- 
mente se  in  ognuna  di  queste  ultime  si  cambi  1'  ultimo  elemento 
con  ciascuno  dei  4  precedenti,  si  avranno  in  tutto  le  2.3.4..')  per- 
mutazioni dei  5  clementi  dati. 
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211.  SU  OiO^a^  ...  a„  ìa  permutazione  fondamentale  degli  n  eie- 
meiUi.  in  essa  gli  indici  degli  etementi  si  Bcgnono  nell'  ordine  na- 
lui-ale:  ma  se  invece  si  consideri  nna  qualunque  delle  altre  per- 
ni iiutz  ioni ,  accadrà  certamente  di  trovare  qualche  elemento  se- 
guito, immediatamente  o  no,  da  nn  elemento  di  indice  più  pic- 
oln.  Si  dice  allora  che  questi  due  eiementi  si  trovano  in  invcr- 
rìoae.  Cosi  per  cs.  ,  partendo  dalla  permutnzione  fondamentale 
flia,a,«,(ij ,  in  cui  non  ci  sono  inveriiioni ,  e  formando  la  permii- 
tnzì'ine  a^a^a^aga^,  eì  vede  clic  in  quest'ultima  gli  clementi  a^  ed  ti^ 
si  novnno  in  inversione. 

Pur  trovare  quale  sia  il  numero  totale  di  inversioni  contenuto 
in  una  data  permutazione,  basterà  paragonare  ogni  elemento  con 
ciiisclieduno  di  quelli  clic  si  Movano  scritti  dopo  di  esso  e  vedere 
se  vi  sia  o  no  inversione.  Uosì  p.  e.  nella  permutazione  ora  scritta 
vi  sono  in  tutto  4  inversioni,  cioè  di  a^  con  a^,  di  a^  con  Oj ,  di 
ij  con  dj  e  con  Og. 

212.  Di  tntte  le  [n  permaUzioni  degli  n  elementi  si  cliiameranno 
perinutmioni  di  classe  pari  qaelle  in  cui  si  trovi  un  numero  pari 
(li  inversioni  e  permutazioni  di  classe  dispari  quelle  in  cui  II  nn- 
luero  di  inversioni  sia  disparì.  Cosi  p.  es.  delle  sei  permutazioni 
ili  (1,  ,  n,  ,  dj  ire  sono  di  classe  pari:  a^n^a)  (0  inv.),  a^a^a,  (a  inv.), 
Cjfliij  (2  inv.},  e  tre  di  classe  dÌHi>ari:  a^a^a^  (1  inv.),  a^o^a^  {1  inv.), 
fljdjfl,  (3  inv.}. 

213.  Teorema.  —  iSe  in  una  permutazione  si  seaiìibiano  fra  di 
loro  due  eUmeiiti  quaUsiaagliaiio,  la  perviutazione  cambia  di  classe, 

Sieno  infatti  n^  ed  a^  gli  elementi  clie  si  vogliano  scambiare  in 
nna  dura  permutazione;  e  cominciamo  dal  supporre  che  essi  si  tro- 
vino scritti  consecutivamente ,  cosicciiè ,  iiiclicaudo  complessiva- 
inerte  con  A  la  successione  degli  elementi  scritti  prima  di  n^  e 
con  B  quella  degli  elementi  scritti  dopo  di  a^,  la  permutazione 
sarà  della  forma 

e  scambiando  fra  loro  a^  ed  «^  prenderà  invece  la  forma 

Se  ora  si  esaminano  le  inversioni  fatte  dagli  elementi  di  A  coi  suc- 
cessivi, è  cliiaro  che  il  risultato  dell'esame  sarà  lo  stesso  tanto  nella 
prima  cbe  nella  seconda  permutazionc,e  lo  stesso  dicasi  per  riguardo 
olle  inversioni  che  gli  elementi  di  B  possono  fare  cosi  ft-a  loro  come 
con  a^  ed  a^.  Soltanto  nel  confronto  di  «^  con  a^  si  avrà  risultato 
opposto  nelle  due  permutazioni;  cioè  la  seconda  permutazione  avrà 
un'inversione  di  più,  ovvero  un'inversione  di  meno  della  prima, 
«ccondocbè  ft  sia  minore  o  maggiore  di  k.  In  entrambi  i  casi  la 
classe  snrJt  passata  dal  pari  al  dìspari  o  viceversa ,  cioè  si  sarà 
cambiata  classe. 

Supponiamo  in  secondo  luogo  clic  a,,  ed  a^  non  siano  consecu- 
tivi, ma  che  fra  essi  si  trovino  compresi  altri  X  elementi  il  cui 
complesso  indicheremo  con  C.  La  permutazione  primitiva  sarà  al- 
lora della  forma 

Aa^CajB  (4) 
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nel  mentre  che  collo  scambio  di  a^  con  o^  diventerebbe: 

Aa^Ca^B.  (5) 

Se  ora  nella  (4)  scambiamo  1'  elemento  a^  con  l'elemento  con- 
sccmiTO  a  deatra  e  cosi  consecutivamente  con  tatti  i  X  elementi 
di  C  e  per  nltimo  anche  con  a^  ,  la  permatazione  (4)  si  cambia  in 

ACa.ajB  (6) 

dopo  essersi  effettuati ,  per  quanto  si  è  dimostrato  poco  fa,  À  + 1 
cambinmenti  snccessivi  di  classe.  Se  poi  nella  (6)  scambiamo  a^ 
successivamente  con  ognuno  dei  X  elementi  di  C,  è  chiaro  che 
la  (6)  prenderà  appunto  la  forma  (5),  ed  il  cambiamento  di  classe 
si  sarà  effettuato  altre  X  volte.  In  tutto  si  sono  fatti  cosi  2X  +  1 
cambiamenti  di  classe,  cioè  la  permatazione  (4),  per  prendere  la 
forma  (5) ,  sarà  passata  alternativamente  dalla  classe  pari  alla 
classe  dispari  un  numero  di  volte  uguale  a  2X  + 1 ,  che  è  un  nu- 
mero dispari;  epperù  essa  si  troverà  in  ultimo  nella  classe  oppo- 
sta a  quella  in  cui  era  prima,  e.  d.  d. 

214.  Di  tutte  le  permutazioni  di  n  elemeitti,  il  numero  di  quelle 
di  classe  pari  è  quanto  il  numero  di  quelle  di  classe  dispari. 

Immaginiamo  infatti  di  avere  scritte  tutte  le  \n  permutazioni 
degli  n  elementi  e  dì  scambiare  quindi  in  tutte  le  permutazioni 
an  certo  elemento  con  un  altro.  È  chiaro  che,  fatta  astrazione  dal- 
l'ordine,  si  avranno  sempre  le  stesse  [n  permutazioni  degli  ele- 
menti. Intanio,  pel  teorema  precedente,  le  permutazioni  di  classe 
pari  saranno  divenute  di  classe  dispari  e  viceversa.  Quindi  il  no- 
merò delle  prime  deve  essere  necessarin mente  u^ale  al  numero 
delle  seconde. 

Sgenimi 

1.  BiconoBcere  che:  0„  ,„  =  D^,  |^.I)^_^  ,  t-k- 

2.  Il  massimo  aamero  di  inversioni  che    paù   avere  una    perroatazlono 

deifli  n  elementi  a,  ,  a,  , . .  . ,  (i„  è  dato  da  -^-^ —  =  N.  Esiste    una  sola 

permutuione  che  h«  le  N  invenioniì  no  esistono  n  —  1  che  na  hanno  If~ìi 

(n  +  1)  (n  -  2) 
ne  esistono che  ne  iianno  N—2. 

8,  Esistono  tante  permotaiioni  di  h  elementi  che   haqao  un  certo  na- 


quante  ne  eaistuno  che  ne  hanno  - 

4.  Teriflcare  che  delle  24  permatsiioni  di  4  elementi  ve  ne  sono  riap.  1, 
8,  5,  6,  &,  8,  1  ohe  hanno  riap.  0,  I,  '2,  8,  4,  5,  e  ìuTareioni. 

&.  Ver  sapere  quante  siano  le  permntazioni  di  n  elementi  che  hanno  "i. 
inveraìoni,  basta  vedere  in  quanti  modi  ai  posiono  determinare  n  -•  1  nu- 
meri poaitifi  a,,  a,,  0,,.. .,  >,_,  rìep.  non  superiori  ad  1,2,  8,...,n  — 1 
tali  che  li  abbia  sempre 

a,  +  «,  +  «,  +  ...  -t-  «„_,  s=  X. 

6,  Osante  sono  le  permutazioni  di  n  of^getti  in  cui  ogni  oggetto  ha  cam- 
biato poeto?  Ovvero  m  dati  oggetti  hanno  cambiato  posto? 
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7.  BìconoBoere  che  il  namero  delle  diapo^itioni  di  a  ogifetti  xoprk  k  pa- 
tti (n  >  ft.i  è  aguale  «1  nomerò  delle  diaposiiioni  dì  k  oggetti  sopn  n  posti 
(reitsndo  vacanti  in  ogni  disposizione  n  —  i  posti). 

§  2.0  —  ComblDaslonl  aempllcl.  —  Poteiua  d«l  bloomlo. 

315.  Si  chiamano  com>>inazioni  di  m  og:getti  n  ad  n(n  ^  nt)  i  di- 
versi modi  ne!  qaalf  cogli  m  oggetti  dati  si  può  comporre  un 
grappo  di  soli  n  oggetti.  Cosi,  p.  es.,  con  tre  elementi  a,,  a, ,  a, 
si  possono  formare  soltanto  tre  grappi  ciascano  di  due  oggetti,  cioè: 


Avevamo  visto  invece  (art.  206)  potersi  formare  sei  disposizioni  di 
questi  oggetti  dae  a  due,  rappresen labili  con: 

Si  riconosce  cosi  clic  le  dae  dispottizlonì  distìnte  a,a,  ed  a^at 
non  contano  che  per  una  stessa  combinazione. 

In  generale  si  vedo  che,  per  formare  tutte  le  disposizioni  degli 
m  oggeitì  n  ad  ii ,  si  potr&  cominciaro  dal  formarne  prima  tutte 
le  combinazioni  ;  eaegoendo  quindi  fra  gli  n  oggetti  di  ciascuna 
combinazione  le  P„  =  [»  permutazioni  possibili,  si  otterranno  ap- 
punto le  disposizioni  cercate. 

Pertanto,  se  Indichiamo  con  C„,„  il  numero  delle  combinazioni 
di  m  oggetti  n  ad  n,  si  avrà  evidentemente  la  relazione 


dalla  quale  si  deduce  (art.  208-209). 

r        _D-.»_"'(^-0("'--^)---("»-»tl) 
"'""^T"  1.2.3  . .  .  n ■  ^'' 


/m\  __  in(M 


1.2.3...  11 

care  brevemente  col  aimbolo  (™1  che  sì  legge  m  sopra  n.  Mol- 
tiplicandone il  numeratore  ed  il  denominatore  per  im  — n  la  sua 
espressione  può  anche  scriversi: 

-IJ. . .(■»-»  +  !)_   _|m_ 

Se  ora  nella  formola 

C« .  „  =  |--r= (3) 

{n\m-n  ^  ' 

cambiamo  n  in  m  —  n,  essa  ci  d& 

e  L-»  [jp 

"  '  "'"     \{m  —  w)  [»»-(»»  —  n)      Im  —  »  [n  ' 
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cìob:  il  numero  delle  combinazioni  di  m  oggetti  n  ad  n  è  uguale  al 
numero  delle  combinazioni  degli  stessi  m  oggetti  ììì  —  n  ad  in  —  li. 

inazioni  k  a,  k  degli  ni  elementi  n,  ,aj,...,ff„ 
naineiite  rapprese  in  arsi  come  il  prodotto  di  A:  fra 
considerati  come  numeri,  in  quanto  il  valore  del 
endente  dall'ordine  dei  fattori,  precisnmente  come 
>na  b1  ba  soltanto  riguardo  af^lt  clementi  che  si 
^omporl)l,  senza  dare  alcun  signìflcato  all'  ordini; 
scelti  vengono  scritti.  Ed  invero  la  costruzione 
te  combinazioni  è  spontaneamenie  reclamata  dal 
ico  dello  sviluppo  del  prodotto  di  mi  binomi: 

(o,  +  V  («.  +  »,)■■■  K  +  !>.)■  (<) 

unque  dello  sviluppo  k  della  forma 

«."g  .  .  .  aiih-J}^,  .  .  .  ftp.  ^5) 

lessìvo  dei  fuitorì  a  e  b  che  lo  compongono,  è  evi- 
ile  ad  ni  e  gli  m  indici 

a,^,...,S,).  ,p.,...,p 

oro  insieme,  cogli  »i  indici  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  m  ,  gìacoliÈ 
3ve  contenere  uno  dei  due  clcnicnii  clic  compon- 
ique  dei  binomi  a,  +  bf.  Da  qucst'  ultima  proprietà 
mine  (5)  k  perfettamente  determinato,  appeuncliò 
i  k  fattori  »j ,  «g , . . . ,  fl; ,  giaccliÈ  gli  altri  m  -  k 
nno  prendendo  per  1  ,  jj.  ,  .  .  .  ,  p  i  rimanenti  m  —  ft 
inno  parte  del  gruppo  a ,  ^  , ... ,  d.  Dopo  ciò  è  chiaro 
(5)  che  sono  del  grado  k  nelle  a, ,  a^ , . . . ,  a„,  sono 
ombinazioiii  di  questi  elementi  k  a  k,  cioè  (  ^  ]• 

particolare  b,  =  b^  -  . .  ,  b„  -  b,  ì  termini  (5)  pren- 

>iìi  semplice: 


ma  di  quei  termini  dello  sviluppo  (4),  che  sono  del 
,  ,  <ij  , .  . .  ,  d^  ,  È  data  in  questo  caso  da: 


ori»  esprime  la  somma  degli  (  i^ }  prodotti  clic  si 

do  le  combinazioni  k  &k  delle  a,  ,  a, ,  . .  . ,  n„. 
il  seguente  sviluppo: 

,+t) .. .  (o„+6)=ì<'^+A,6"'~'+ A,6'""*+  . ..  +A„  (G) 
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A,  =  a,flj  +  a,a^  +  a^Og  +  ... 
Aj  =  a,a,a3  +  a,a3a^  +  . .  . 

■A-„  =  0|asa5  -  . .  a„. 
219.  Se  nella  fonnola  (6)  poniamo  poi  a,  =  a,  . . .  =  a^  =  a, 
6  cliiaro  che  gli  ("^j  prodotti  di  cui  bì  compone  A^ ,  si  ridur- 
ranno tatti  al  valore  cornane  a";  cosicchò  A^  prenderii  il  valo- 
re (^)-a*  e  la  (6)  ci  darà  in  tal  caso  io  avUnppo  della  potenza 
(li  un  binomio: 

(a+fcr=6'"  +  (^)a6-'  +  (™)a«fr"'-*  + . ,.  -F  (^)a'"  (7) 

il  che  si  può  anche  scrivere: 

(6  +  „r=6"+(",')<.6-'  +  (")«'!'"-t... 

+  (^ja»-'6>+(7)»»-'i.  +  a-,  (8) 

poiché,  in  virtù  delia  formoia 

dimuatraU   all'art.  216,  gì  vede  clic  degli  m+l  coefficienti   hino- 
miali  dell'  ordine  m 

(o) ='.(?).(") (»-.).(:) 

Hflno  e^ali  fra  toro  due  a  due  quelli  situati  simuietricamente  ri- 
spetto ai  due  estremi. 

aio.  Applicheremo  Analmente  la  formoia  binomiale  alla  ricerca 
del  valore  della  somma: 


che  indicheremo  brevemente  con  o^  ,  „. 
8e  Dell'  identità: 

(i+.)'"_.w.=n.(''t")x+ e  j ')-'+■■+ et')-' 

poniamo  snccessìvamente  x  =1 ,  3,  3,...,n  e  sommiamo  poi  lo 
uguaglianze  ottenatc  membro  a  membro,  troviamo: 

(.+.)>*.=»+. +('t'),„„+('|i)=...+...('+„'),.„,. 

i;.»i.zo=o,Goo'^le 


Questa  forinola  permette  di  calcolare  sncceuivamente  i  numeri 
°i  >  n  1  °]  I  n  >  °i  )  H  r  ■  ■  ■  I  poiché  per  mezzo  di  essa  (in  cai  si  fac- 
cia Baccessivamente  A:  =- 1 ,  2 ,  3 . . .)  ciascuno  di  questi  nom  eri  è 
espresso  mediante  i  precedenti.  Cosi  si  trora: 

a,,.  =  X+2+3+...  +  „=^' 


„  =  X"  f  2=  +  3"  +  . 


.'(»  +  !)• 


Vote  «d  BseTOisi. 

1.  Dedurre  dallo  Rvìluppo  delle  poteota  n*^""  del  bÌDomio  che: 

(o)KT)-G)t  ■  +  (:)— • 

2.  Verìfiore  la  forinola: 

©=(":')+G:l) 

0  dedDme  che  i  coeffioienti  binomialt  dei  diversi  ordini  sono  rappreaen- 
tftti  dalle  linee  orìziontali  del  seguente  quadro  (Iriangalo  aritatetieo  di  Tar- 
taglia): 


costruito  colla  lesge  che  ordì  elemento  6  uguale  alla  somma  dei  due  che 
gli  atanno  Boriiti  al  di  aopra. 

Lq  diagonali  di  questo  atesao  quadro  rappreaontano  poi  i  cosi  di>tti  hh- 
ntrri  figurali  dei  diversi  ordini.  I  nnmeri  1,9,6,,..  rappresentati  dalla 
teria  diagonale  si  dicono  uamerì  triangolari;  i  numeri  1,4,  10 , . .  .  della 
quarta  ai  dicono  numeri  piramidali;  ecc. 

8.  Dimostrare  la  forraota: 

(":")=o*(.-OC:)+(e-0("')+-+c') 

e  dedurne  l'focendo  in  essa  m  =  m'  =  n)  che  la  loirma  dei  quadrati  dei  totffi- 
cìtMi  binomiali  deW  ordine  n  è  «gitale  a  (      )■ 
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§  3.0  —  Oomblornslonl  con  rlpetlslone  —  STiluppo  della  potcnsa 
di  nn  pollDomio  —  Nomerò  del  termini  delle  eapreHlonl  po- 
linomiali eon  pia  Tarlablll. 

2ìl.  Sì  chiamano  combinazioni  eoa  ripetizione  di  m  oggetti  n 
ad  n  qaelle  nelle  quali,  in  ogni  gruppo  di  n  oggetti ,  ano  Btesso 
pub  ripetevi  una  o  più  volte.  Co»! ,  nel  mentre  elio  con  tre  og- 
gelli  u, ,  a,,  a,  Bi  avevano  Boltanto  le  tre  combinazioni  semplici 
due  a  dae: 

a,a, ,    0,03  ,    a^Og  , 

invece  sei  combinazioni  con  ripetizione,  cioè: 


Noi  indicberemo  il  numero  delle  combinazioni  con  ripetizione 
di  m  oggetti  n  ad  n  con  C'„ ,  „  ,  che  sarà  evidentemente  io  ge- 
nerale maggiore  di  C„ ,  „. 

222.  Per  calcolare  C'„  ,  „,  immaginiamo  scritte  tutte  le  C'„  ,  „ 
combinazioni  con  ripetizione  degli  m  oggetti  a,  ,  a^ , . . . ,  a„  n  uà  n 
e  vediamo  qnante  volte  nel  complesso  di  tatte  queste  combina- 
zioni si  troverà  scritto  un  dato  elemento,  p.  es.  a,.  Polche  ogni 
combinazione  comprende  n  clementi ,  il  numero  totale  degli  ele- 
menti scrìtti  sarà  n-0'g,,„;  evidentemente,  nel  complesso  di  tutte 
le  combinazioni,  lo  stesso  numero  di  volte,  uno  stesso  elemento, 

n-C'    , 
p.  es.  a,  ,  si  troverà  scritto  — — ~      ■   volte. 
m 

D'altra  patte  possiamo  avere  un'altra  espressione  di  questo 
stesso  numero.  Da  tutte  le  combinazioni  in  cui  si  trova  almeno 
una  volta  lo  stesso  elemento  «[ ,  togliamo  una  volta  questo  ele- 
mento; verremo  a  toglierlo  in  tutto  tante  volto  quant'è  il  numero 
delle  combinazioni  con  ripetizione  di  ni  elementi  n  —  t  ad  n  —  I, 
cioè  C'„,„., ,  volte,  poiché  lo  combinazioni  che  resteranno  saranno 
jToprio  le  C'„ ,  „_,  combinazioni  con  ripetizione  degli  m  oggetti 
dati  n  —  1  ad  n  -  1.  Applicando  a  queste  rimanenti  il  ragionamento 
precedente  troveremo  che  il  numero  di  volte  che  si  troverà  ripetuto 

(n-l)C'    ,      , 
lo  stesso  elemento  a^  in  tutte  le  C'^ ,  „_,  sarà  "'  e  quindi 

il  Damerò  di  volte  che  si  trova  ripetuto  lo  atesso   elemento  nelle 

C', ,  „  combinazioni  primUive,  sarà  la  somma  di ^U*^  e 

'''  C'„,„  ,  che  è  il  numero  di  voile  che  s'era  tolto  l'elemento  «, 
da  esse. 

Eguagliando  qnesta  nuova  espressione  del  numero  di  volte  che 
si  trova  scritto  a,  con  quella  trovata  precedentemente  si  ha: 

-C'...^<»-l)C'.,.-,  ,  ^'^^^ 

Capklli,  —  Iililutioni  di  analiii  atgtbriea,  8.*  edii.  12 
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d'onde  moltiplicando  perni: 

«C'„  ,  „  =  (n  -  1  +  m)  C'„  ,  „., 
e  qaindl 

Analognniente  si  avrebbe,  cambiando  »  iu  n  ~  1, 
m  +  n  -  2 
*^-"-'-     «-1      •^'-'«-« 

m  +  n  -  3  -, 


C        _  '"  -r  '  j^, 

Da  qneste  uguaglianze  moltiplicate  membro  a  membro,  soppri- 
mendo i  Tattori  eguali  del  primo  e  secondo  membro  ed  osservando 
che  C'_ ,  I  =  »»,  si  deduce 

C         -  ("'  +  "-lK'»  +  »-2)...(m  +  l}m 
"'"  n(n-l)(n-2)...3.2.1  ^  ' 


o  anche 


_/*»  +  »  -  1 


)  =  c„„. 


cioè:  li  numero  delle  combinazioni  con  ripetizione  di  m  elementi  n 
ad  n  è  «gitale  al  numero  delle  combinazioni  semplici  di  in  +  n  —  1 
elementi  n  ad  n. 

223.  Se  consideriamo  gli  elementi  a,  ,  Og  , .  .  .  ,  a.  come  ni  nu- 
meri arbitrari  dati,  ad  ogni  combinazione  con  ripetizione  di  que- 
sti elementi  n  ad  n,  nella  quale  a,  sia  ripetuto  p.  es.  a,  volte,  a, 
p.  es.  «j  volte,  ecc.  si  può  far  corrispondere  un  certo  prodotto 


a,  +  a»  +  ttj  +  ...  +  «„  =  «.  (3) 

Tutti  questi  diversi  prodotti,  i  cai  esponenti  a  soddisfano  alla 
condizione  (3),  non  sono  altro  evidentemenle  che  i  diversi  termini 
distinti  che  ei  possono  presentare  nello  sviluppo  della  potenza: 

(«,  -[■  aj  +  rt,  .  .  .  +  a  J", 
poiciiè  ogni  termine  di  questo   sviluppo  non   potrft   essere  che    il 
prodotto  di  »  fattori  da  scegliersi,  semplicemente  o  ripetutamente, 
fra  le  a^ ,  a^ .  .  .  ,  a„. 

Pertanto:  il  numeì-o  dei  termini  generalinente  distinti  che  si  pre- 
sentano nello  sviluppo  della  potenza  n'"'^  di  un  polinomio  di  m 
termini,  i  dato  da  C'„  ,  „. 
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224.  È  chiaro  però  che  nello  sviluppo  della  potenza  (a^+af+.-.+aJ)" 
,.»„'■•  potrà   presentarsi   pia  volte, 

(a,  4-  fl,  +  .  .  .  +  aj"  =  Ja-o,»!  .  a,".  . . .  a,»«  (4) 

a,  +  Bj+...=  » 

dove  la  sommatoria  va  estosa  a  tutti  i  sistemi  di  valori  degli  espo- 
nenti a,  ,  Sf  , .  . .  che  soddisfano  all'  egaaglianza  (3)  e  dove  per 
ogni  sistema  di  esponenti  a,  ,  a^  , .  .  .  ,  a„  si  ha  an  certo  coeSl- 
ciente  A,  il  qaale  sarà  evidentemente  nn  nomerò  intero  e  positivo 
che  indicherà  quante  volte  il  termine  a^'i  a,'^  . .  .  a^'m  si  presen- 
ta nello  svìloppo  del   prodotto  di  polinomi  egasli: 

(fl,  f  a,  +  . . .  +  «,)"  =  (a,  +  a,  +  . . .  +  a„)(ai  +  a,  +  ...  +  aj. . . 

(a,  +  a,  4- ...  +  aj.  (5) 

Per  determinare  il  valore  di  A,  osserviamo  che,  essendo  gli  a, 
fattori  del  prodotto  (5)  dai  qaall  pnò  scegliersi  l'elemento  a, ,  tin» 
volta  da  ciascun  fattore,  completamente  arbitrari,  sì  potranno  sce- 
gliere questi  a,  fattori  in  tanti  modi  diversi  quanto  è  il  numero 
delle  combinazioni  semplici  di  n  oggetti  et,  ad  et,,  cioè  in  (  ") 
modi  diversi. 

Fissata  unadi  queste  combinazioni,  dagli  n—S]  fattori («1,-1^ aj+...+a„) 
che  rimangono  dobbiamo  scegliere  ora  a,  volte  l' Oj  e  ciò  possiamo 

fare  in  tanti  modi  qnant'è  il  numero  C*"  ')  ,  ed  allora  il  pro- 
dotto   (  "  )(  "  "T  'm   indicherà  il  numero  dei  modi  distinti  con  cui 


sì  può  fare  la  scelta  di  s^  volte  I'  elemento  a^  e  di  a,  volte  l'e- 
lemento Of. 
Similmente  si  potr&  poi  scegliere  l'og  nn  numero  a^  di  volte  in 

tanti   modi    qaant'  6  ("~~'~     )  >   ecc.,  fino   a  sceglierò   per 


nitimo  r  a„  ,  ii„  volte ,  in  tanti  modi  quant'  è  il 

namoro 

("--X- 

-  -  ».. 

-hi':)- 

1. 

Si  avrà  dunque: 

-U)("r).("-';- 

-'■)■■ 

.("-'•-' 

1,  -...-, 

0  nuche  (art.  216): 

[»                  1"  - 

lm-«, 

IL?! 

-[j,|»-.,'la,|»- 

,   l«,l»-«,- 

-'.-«. 

l»-«i 

1  -  -i  ■  ■ 

■«»-i 

-) 


KBiGooi^lc 


cioè,  sopprimendo  i  fattori  comaai  ai  aameratori  «  denominatori: 

Sostituendo  ciò  in  (4)  otteniamo  dunqae  come  espressione  gc- 
neritle  dello  svilupppo  della  potenza  ni"'  di  an  polinomio  di  m 
termini: 

(«.  +  «,  +  ...  +  O-  =  V  —-i^-- fl,-.  «.".  .  .  .  a.»-.     (0) 

«,+«,-(- .,+a„=« 

Per  m  =  2  questa  formola  si  riduce  a  quella  già  trovala  al  §  "2, 
per  lo  sviluppo  della  potenza  »■"*  di  nn  binomio. 

225.  Se 

è  un  polinomio  (ofr.  art.  66  e  67)  con  m  variabili  x,,x^, ... , a:„  ,  si 
chiama  dimensione  di  nn  suo  termine  qualunque 

A-3;,"ia;,'>...a:„"» 

la  somma  a,  +  a^  +  . . .  +  a„  degli  esponenti  a  cui  ai  trovano  in 
esso  elevale  le  variabili.  Si  chiama  poi  grado  del  polinomio  la 
massima  dimensione  che  si  trova  nei  suoi  termini.  Finalmente  il 
polinomio  si  dice  omogeneo,  rispetto  alle  variabili,  se  tutti  i  suoi 
termini  hanno  la  stessa  dimensione.  Cosi  il  polinomio 

3x,*  +  4a;,'a;gKs  +  2a;,* 

è  un  polinomio  di  5<»  grado,  non  omogeneo,  rispetto  allo  tre  va- 
riabili X,,  Xf,  Xy  Invece 

iXj^Xg*  +  iXi^XgXg  +  'ÒXf^ 

è  un  polinomio  del  5"  grado  ed  omogeneo  rispetto  alle  atessc  tre 
variabili. 

226.  Ciò  premesso,  se  il  polinomio  (7)  é  omogeneo  e  del  grado 
n  rispetto  alle  m  variabili  a;, ,  a:, , ... ,  x„  ,  gli  esponenti  a  dovranno 
evidentemente   soddisfare   in  ogni   termine  alla   condizione: 

onde  si  conclude,  come  all'  art.  223,  che  i7  numero  dei  termini  di- 
stinti di  un  polinomio  omogeneo  e  del  grado  n  rispetto  ad  ax  va- 
riabili è  dato  in  generale   da  ('""*"  "~  ^)  =  C'„  ,  „. 

227.  Se  il  polinomio  (7)  non  è  omogeneo,  si  avrà  soltanto  in 
ogni  termine 

o,  +  a,  +  . . .  -t-  a„  5  n. 
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Ma  se  si  scrive  il  polinomio  stesso  sotto  la  forma  equivalente: 

SI  potrà  sempre  ancora  ritenere 

a,  +  Oj  +  . . .  -t  a.  +  «„.,  =  »  , 

onde  si  vede  cbe  il  numero  dei  termini  distinti  di  un  polinomio 
del  grado  n  con  m  variabili  è  uguale  al  numero  dei  termini  di- 
glinti  dì  un  polinomio  omogeneo  con  m  f  l  variabili,  cioè  è  uguale 

(pel  teorema  precedente)  a:  C'„|.,  ,„  =  !  ]. 

Vote  «d  Esvroin- 

1.  Fue  lo  sviluppo  di  (z  f  y  +  i)*  e  di  (x  f  2y  +  Sz)*. 

2.  GslcoIkTe   il  Damerò  dei  lennini   dello  sviluppo  di  (x  4'  v  +  r>'  a  cal- 
colare i  coefficienti  dei  termini  x^z*  ed  xy^i*. 

3.  Di  mostrare  che: 


1.  Un  polinomio  del  grado  n  con  m  variabili  contiene  tanti  termini 
quanti  ne  contiene  un  polinomio  del  grado  m  con  n  variabili. 

5.  Il  massimo  coeffloiente  nello  sviluppo  di  (*■  +  »i  ■  ■  ■  +  a™)"  è !^ —  , 

(\±r  \jL 

dove  7  è  ti  qnoBiente  od  r  il  resto  della  divisione  di  n  per  m. 

§  4.0  —  Delle  soalltaslonl  fra  n  elementi 
Grani  di  s«§tltoslonl. 

228.  Si  chiama  sostituzione  l'operazione  per  cui  da  una  certa  per- 
mQtazioae  di  »  elenuaiti  dati  si  passa  ad  un'  altra  permntaziono 
degli  stessi  n  elementi.  Se  le  due  permutazioni  siaao: 


U  sostitazione  per  cui   dalla  (1)  si   passa   alla  (2)  si  designa   col 
simbolo 


il  «laale   esprime   che  all'  elemento  a,     deve    sostituirsi   aj    ,  nd 
«i  ,  a,  ,  ecc.  É  evidente  che  la  sostituzione  S  non  cambia  se  si 
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esegue  simultaneamente  naa  stessa  permutazione  fra  gli  elementi 
del  fino  denominatore  e  qnelU  corrispondenti  del  suo  numereUare. 
Cosi  per  4  elementi  si  avrà: 

\afya^aj      \a^aga^aJ      \a^ata^a^) 

Per  confrontare  fra  loro  due  sostituzioni,  sì  comincerà  dunque 
dal  ridurle  allo  stesso  denominatore,  dopo  di  che,  affinchè  esse 
siano  eguali,  sarà  necessario  e  sufficiente  che  i  due  numeratori 
siano  formati  da  due  permutazioni  identiche  fra  loro. 

Di  qui  segue  che  fra  n  elementi  si  hanno  [n  sostituzioni  fra  loro 
distinte,  poiché  si  può  sempre  supporre  che  le  sostituzioni  abbiano 
tutte  per  denominatore  la  permutazione  fondamentale  0,0, .  . .  a^, 
nel  mentre  che  per  il  numeratore  potrà  prendersi  una  qualunque 
delle  [n  permutazioni  degli  n  elementi. 

239.  Se  tj  e  T  sono  due  sostituzioni  fra  gli  stessi  elementi,  si  chia- 
ma prodotto  di  S  e  di  T,  e  si  Indica  con  ST,  quella  sostituzione 
che  risulta  dall'  eseguire  fra  gli  elementi  prima  la  sostituzione  S 
e  poi  la  sostituzione  T. 

Cosi,  se  si  abbia  p.  es. 

bì  trova: 

Se  invece  si  eseguisca  prima  la  sostituzione  T  e  poi  la  sostitu- 
zione S,  si  trova: 

T-S=  /'<'3"I'*»'*l'^«<*li*'5«»^ 
\a^a,asa^aiaea^a^/ 

che  b  una  sostituzione  diversa  da  quella  trovata  poco  fa.  Si  vede 
dunque  che  i7  prodotto  di  piii  sostituzioni  non  è  in  generale  in- 
dipendente dall'ordine  dei  fattori. 

Se,  come  caso  particolare,  si  vcrilìchi  che  S*T  =  T-8,  le  due  so- 
stituzioni S  e  T  si  dicono  permutabili  fra  loro. 

230.  Se  S'T-S-Q,  ne  segue  che  T  =  Q.  Lo  stesso  dicasi  se 
T-S  =  Q  S.  Crediamo  inutile  trattenerci  a  dimostrare  questa  as- 
serzione, la  cui  verità  ò  una  conseguenza  immediata  della  defiDì- 
zione  Btessa  di  prodotto. 

231.  Se,  dati  k  elementi  a^  ,  a^ ,  .  .  .  a^  ,  al  posto  di  a,  si  ponga 
«j ,  al  posto  di  a^  si  ponga  a,  e  cosi  di  seguito  finché  al  posto 
di  a^_,  si  sostituisca  a^, ,  e  per  ultimo  ai  posto  di  cij^  si  ponga  il 
primo  elemento  a^ ,  sì  dice  che  fra  1  k  elementi  a,7,  ...  a^  si  è 
eseguita  una  sostituzione  circolare,  che  9'  Ìndica  anche  col  sìm- 
bolo (a,«j .  ■ .  «n).  Cioè: 


La  ragione  di  questa  denominazione  sta  in  ciò  che   la  sostitu- 
zione in  parola  sì  può  eseguire  dividendo  la  circonferenza  in  k 


,  _  (a.^a^1^  .  .  .  a»o!,     \ 

siò  ci 
iircoi 
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parti  egaali,  collocando  nei  k  punti  di  dlviaiono  ordinatamente  gli 
elementi  a,  ,  a^,  . . . ,  1^  e  facendo  quindi  rotare  la  circonferenza 
intorno  al  centro  di  un  angolo  egnale  alla  Ic^  parte  di  4  an- 
eoli  retti. 

232.  Se  si  indichi  con  o  questa  sostituzione  circolare ,  le  po- 
tenze a^,  e^f  e*, ...  di  o,  cioè  i  risultati  che  si  ottengono  eseguendo 
Bnccessivamente  due  volte  di  seguito,  tre  volte  di  seguito,  ecc.  la 
Messa  e,  si  otterranno  evidentemente  facendo  rotare  la  circonfe- 
renza di  un  angolo  riapcttivamente  doppio,  triplo,  ecc.  de)  prece- 
dente. E  poiché  facendo  rotare  la  circonferenza  di  nn  angolo 
e^aie  a  k  volte  il  precedente,  cioè  di  4  retti ,  ogni  punto  delift 
circonferenza  impiglia  la  primitiva  posizione,  si  vede  che 


poiché  si  suole  chiamare  sostituzione  unità  quella  sostituzione  che 
lascia  ili  suo  posto  ciascan  elemento. 

Si  vede  pnre  che  le  sole  potenze  di  o  uguali  ad  1  son  date  da 
e* ,  0** ,  0**  .  . .  ,  cioè  da  o  elevato  ad  un  mnltiplo  di  k. 

233.  Una  gogtituzione  qualunque,  gè  non  è  cù-colare,  ai  può  tem- 
pre decotnporre  in  un  prodotto  di  sostituzioni  circolari  fra  gruppi 
di  elementi  tutti  dittinti. 

Sia  Invero  S  nna  Bostitnzione  qualtinque  fra  gli  n  clementi 
a,,a,,..  a„.  Chiamando  a,  uno  di  questi  n  elementi,  sia  poi  o, 
l'elemento  che  la  sostituzione  8  fa  succedere  ad  a,  ,  a,  quello  che 
essa  sostituisce  ad  a^  ,  v^  quello  che  sostituisce  ad  a^  o  cosi  di  se- 
guito. Poiché  il  numero  degli  elementi  è  limitato,  giungeremo,  cosi 
proseguendo,  certamente  ad  un  elemento  a»,,  che  coincida  con 
nno  degli  elementi  (tutti  distinti  )  a,  ,  a^  ,  .  .  .  a„_,  ,  a^  incontrati 
precedentemente.  È  facile  riconoscere  che  l'elemento  precedente 
con  coi  eéso  coineider&  sarà  necessariamente  il  primo.  Polche , 
se  si  aresse  per  ea.  a^^^^a^,  ciò  Blgnifichcrebbo  che  la  sosii- 
luzionc  S  pone  contemporaneamente  al  luogo  di  v,  ed  al  laogo 
di  a»  lo  atesso  elemento  a,^,.  Quindi  dovrebbe  essere  aj  =  a^;  ma 
allora  non  sarebbe  più  a^^,  il  primo  elemento  che  coincida  con 
nno  dei  precedenti,  ma  bensì  a»  contrariamente  al  sapposto.  Dovrft 
dnnqne  aj^^,  coincidere  con  a,;  e  di  qui  segue  che  la  sostituzione  S 
equivale,  per  quanto  riguarda  gli  elementi  a,  ,  a,  ,  ce,  .  . .  a„_,  ,  n^, 
alla  sostituzione  circolare  (Oj  a^  a,  .  .  .  «»).  Per  quanto  poi  riguard.i 
i  rimanenti  n~k  elementi,  partendo  da  uno  fra  essi  ^^  ,  si  for- 
merà un  nuovo  ciclo  0,  gj ...  $^)  di  elementi  che  da  S  verranno  per- 
mutati fra  loro  circolannente,  o  così  poi,  se  avanzino  ancora  altri 
elementi,  nn  terzo  ciclo  (v,  "Vj  ■  ■  ■  Yi)  ^  '^*'^'  ^'*  "■"*  **^  esaurire 
tutti  gli  n  elementi  dati. 

Adunque  la  sostituzione  data  è  il  risultalo  di  sostituzioni  circo- 
lari fra  gruppi  di  elementi  del  tutto  diversi ,  eppcrù  è  uguale  al 
loro  prodotto.  Cosi  si  faa  p.  es. 

\a^atata^a^ataJaga^a,„}      '■  i  sa  *  ì>\  «  j  sa  «  9  io 
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234.  Consideriamo  le  potenze  e 

S»  ,  S  ,  S« ,  S»  , .  .  .  (J) 

dì  una  data  Bostitnzione  S,  la  prima  dello  qnali,  esprimendo  che 
S  deve  eseguirsi  0  volte,  altro  non  significa  che  Vunità,  cioè  la 
sostitozione  che  lascia  al  loro  posto  tutti  gli  elementi.  Poiché  il 
numero  delle  sostituzioni  fra  gli  n  clementi  dati  è  limitato  (=[n), 
le  infinite  sostituzioni  (4)  non  possono  essere  lutte  distinte.  Sia 
dunque  la  S*"  la  prima  di  esse  che  coincide  con  una  delle  prece- 
denti; si  avrà  p.  es. 

S'-  =  S^,r<p  (5) 

ti  che  può  anche  scriversi: 

s'■s''-'■  =  s^s^ 


Di  qui  si  vede  che  S'*'''  coincide  con  una  potenza  di  indice 
precedente.  Ma  per  supposto  la  prima  potenza  che  coincide  con 
una  delle  precedenti  è  S'';  dev'  essere  dunque 

p-r  =p, 
cioè 

r  =  0, 
e  la  (5)  ci  dà  allora 

8"=!, 

cioè  :  ìa  prima  delle  potenze  tucceeaive  di  una  sostituzione  &  che 
coincide  con  una  delle  precedenti,  coincide  necessariamente  con 
V  uitilà. 

235.  li  più  piccolo  numero  intero  p,  per  il  quale  ai  ha  S*"  =  1, 
si  chiama  l'ordine  della  sostituzione  8.  Esso  esprime  quante  volte 
dì  seguito  si  deve  eseguire  una  stessa  sostituzione  S  fra  gli  ele- 
menti dati  affinchè  ciascuno  di  essi  riprenda  la  posizione  primi- 
tiva. Ball'  art.  23'J  si  vede  in  particolare  che  l'ordine  di  una  so- 
stituzione circotare  fra  A:  elementi  è  uguale  precisamente  a  it. 

Poiché  S'*  =  I,  ai  avrà  poi  per  le  potenze  di  S  successive  ad  S": 

8P+i=,S''-S  =  S'  ,  S''*'  =  S»  ,  &"+' =  S>,  .  . . , 

ondo  si  vede  che  le  potenze  ancccssive  «11  S  si  riproducono  pe- 
riodicamente di  p  in  p. 

236.  Se  ^  è  l'ordine  della  sostiiuzione  S,  la  sostituzione  8^''  si 
indica  anche  brevemente  con  8"'  e  si  chiama  ì'inversa  di  S,  poi- 
ché è  la  sostituzione  che  eSTettua  fra  gli  elementi  su  cui  oper.t 
8  ,  lo  scambio  opposto  a  quello  effettuato  da  8.  8i  ha  inflitti 
SS'' =  SS'*"'  =  S'' =  1;  cioè,  se  dopo  aver  eseguita  la  sostitazionc 
S,  si  esegua  la  8~*,  tutti  gli  elementi  riprendono  la  posizione  pri- 
mitiva. 

237.  L'  ordine  dì  una  sostituzione  qualunque  S  è  uguale  al  mi- 
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Ni'mo  multiplo  dei  numeri  k  ,  h  ,  I  , .  ,  .  che  eiprimono  quant 
elementi  sono  contenuti  in  ciascuno  dei  cicli  nei  quali  essa  si  de- 
compone. 

SiSDo  infatti  p.  es.  C,  ,  C, ,  Cj  i  cicli  nei  quali  bì  decompone  la 
sosiitnzione  S,  i  quali  contengano  rlsp.  k,  k,  l  elementi.  La  pò- 
leaza  S**  si  otterrà  eseguendo  ;>  volte  la  sostituzione  circolare  C, 
fra  gli  elementi  del  primo  ciclo ,  p  volte  la  sostituzione  C,  ^a 
quelli  del  secondo  ciclo  e  cosi  via;  oude,  se  S''=l,  è  chiaro  che 
dopo  ciò  gli  elementi  di  ciascun  ciclo  saranno  ritornati  al  posto 
primitivo,  cioè  che: 

^,"=1  ,  0^"=!  ,  C/=l. 

Ma,  per  aversi  C,''=l,  è  necessario  (art.  232)  chepsia  un  mul- 
tiplo del  numero  k;  similmente  dovr&  essere  un  multiplo  di  A  e 
<lt  l...  Esso  sar&  dunque  appunto  il  minimo  comune  multiplo  di 
questi  numeri. 

Toh.  Fra  le  sostituzioni  circolari  hanno  speciale  importanza  quelle 
clie  ai  limitano  allo  scambio  di  due  soli  elementi,  che  si  chiamano 
anche  trasposizioni;  poiché  è  manifesto  che  il  passaggio  da  una 
peniiulazione  P  ad  un'  altra  qualunque  P'  si  può  effettuare  ese- 
guendo successivamente  sopra  gli  elementi  di  P  un  numero  finito 
di  trasposizioni.  Cosi  p.  es.: 

a'AJ^AwJ  =  f»."-'  '-.'"•)  ('"»•'  (<■■"■•)■ 

339.  La  decomposizione  di  una  stessa  sostituzione  in  un  pro- 
dotto di  trasposizioni  si  può  sempre  fare  in  infiniti  modi  diversi. 
Però  i^  numero  delle  trasposizioni,  al  cui  prodotto  equivale  la  so- 
ftiluzione  data,  sarà  sempre  pari  o  sempre  dispari  secondochè  sia 
di  classe  pari  o  di  classe  dispari  (art.  212)  la  permutazione  in  cui 
si  cambia  la  permutazione  fondamentale,  per  effetto  di  quella  so- 
ilituzione.  Infatti,  per  ogni  trasposizione  che  si  eseguisca,  si  avrà 
(nrt.  213)  nn  cambiamento  di  classe  nella  permutazione  su  cul< 
si  opera. 

Le  sostituzioni  si  scindono  dunque ,  proprio  come  le  permuta- 
zioni, in  due  categorie,  secondochè  equivalgono  ad  un  numero  pari 
ovvero  ad  un  numero  dispari  di  traspoBÌzionì.  Ed  ò  evidente  (ar- 
ticolo 214)  che  le  sostituzioni  di  classe  pari  sono  in  egual  numero 
di  qnelle  di  classe  dìspari. 

240.  Chiuderemo  colla  nozione  dei  così  detti  gruppi  di  sostitu- 
zioni, le  cui  proprietà  sono  di  grande  importanza  in  molte  que- 
s(iODÌ  di  algebra  superiore. 

Un  sistema  dì  sostituzioni  fra  n  clementi  dati  si  dice  formare 
un  gruppo  quando  il  prodotto  di  una  qualunque  di  esse  per  sé 
stessa  0  per  una  qualunque  delle  rimanenti  appartiene  allo  stesso 
sistema.  Il  numero  delle  sostituzioni  distinte  di  cui  sì  compone 
nn  cosiEfatto  sistema  dlcesì  l'ordine  del  gruppo. 

Ogni  gruppo  contiene  sempre  la  sostituzione  1,  poiché,  come  si 
CarKCLi.  — /«lifuzioni  di  analìii  algebriea,3.*  odiz.  13 
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è  visto  sopra,  ogni  sostitozione  moltiplicata  per  s6  stessa  un  na- 
mero  opportuno  di  volte  riproduce  1. 

Se  mi  gruppo  contiene  una  certa  Bostìtuzione  S,  esso  contiene 
anche  la  sua  inversai  poiché  la  sostituzione  inversa  di  S  non  ù 
(articolo  236)  ohe  una  potenza  di  S. 

Se  le  sostituzioni  di  un  gruppo  H  sono  tutte  comprese  fra  quelle 
di  un  altro  gruppo  G,  si  dice  che  H  è  un  aotto-griippo  di  G  ov- 
vero un  gruppo  parziale  di  G/  e  si  ha  il  seguente  importante 
teorema. 

241.  IJ  ordine  di  un  gruppo  qualunque  è  un  multiplo  dell'  or- 
dine di  uno  qualunque  dei  suoi  gruppi  parziali. 

Siano  infatti  n*  e  |i  risp.  gli  ordini  di  G  e  di  nn  gruppo  par- 
ziale H  contenuto  in  G,  Se 

1  =  So  ,  Si  ,  S, ,  .  .  .  ,  S^_,  (G) 

sono  le  |i  sostituzioni  di  cui  si  compone  H,  jl  gruppo  6  conterrà, 
oltre  a  queste  sostituzioni,  almeno  un'  altra  sosiiluzione  T,  e  quludi 
anche  1  prodotti 

T,  ,  T,S,  ,  T,S, ,  .  . .  T,S^_,  (7) 

che  sono  evidentemente  tutti  distinti  fra  loro,  e  sodo  anche  tutti 
distinti  dalle  sostituzioni  (6),  poiché,  se  fosse  p.  es. 

T,S(  =  S^- , 

indicando  con  k  l'ordine  della  sostituzione  S,- ,  se  ne  dedurrebbe 

T,S,.Si''->  =  SjS>-» 
ossia,  poiché 

s,-s,.*-'=s>  =  i, 

se  ne  dedurrebbe 


cioè  la  sostituzione  T,  farebbe  parte  del  gruppo  K  contrariamente 
«1  supposto.  Se  il  gruppo  G  non  contiene  altre  sostituzioni  oltre 
le  (6)  e  (7),  il  suo  ordine  sarà  2\i,  che  k  un  multiplo  di  ji,  ed  i! 
teorema  sarJi  dimostrato.  Se  esso  contiene  qualche  altra  sostitu- 
zione Tj  diversa  dalle  (6)  e  dnlle  (7) ,  esso  conterrà  anche  i 
prodotti 

Tg ,  TgSi  ,  T^S, ,  .  . . ,  TjSj,.,  (8) 

che,  al  pari  dei  prodotti  (7),  saranno  tutti  distinti  fra  loro  e  tatti 
distinti  dalle  (6).  Inoltre  essi  saranno  anche  tutti  distinti  dalle  (7), 
poiché,  se  fosse 

T,Si  =  T,S^  , 

ne  seguirebbe  (dotto  ancora  k  l'ordino  di  S(): 

T.  =  T,SjS,''-'  =  T,S, , 

cioè  la  Tj  farebbe  parte  delle  (7)  contro  il  supposto. 

Se  ora  G  non  contiene  nitro  sostituzioni  oltre  le  (6),  (7),  (8),  il 
suo  ordine  sarà  3^,  che  é  un  multiplo  di  [».  In  caso  contrario  si 
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procederà  nello  stesso  modo  finché  siano  esaurite  tacto  le  sostilu- 
zioDÌ  di  G.  Se: 

é  l'aJtimo  sistema  di  prodotti  ottcnato,  il  complesso  di  tutte  lo  so- 
stituzioni di  8  si  troverà  rappresentato  dal  quadro  seguente: 

1  ,     S,  ,     S,  ,  .  .  .  ,     S^_, 

T,        ,    T,S,        ,    T,S,        ,  .  .  ■  ,    TjS^, 

T,        ,     T.8,        ,     T,S=        ,  .  .  .  ,     T,8„_,  19) 


T^_,     ,    T^,S.     ,     T^,S, T^.S^_i 

e  l'ordine diG  ssrà  espresso  da  »i=[ir,  il  clic  dimostra  l'asserto. 

242.  Corollario.  —  L'  ordine  dì  un  gruppo  qualunque  di  sosti- 
tmiotti  fra  a  elementi  è  un  dioisore  del  prodotto  1.2.3...n. 

Infatti  latte  te  [n  sostituzioni ,  che  si  possono  elfettuare  fra  n 
elementi,  costituiscono  un  gruppo,  che  si  chiama  il  gruppo  simme- 
trico, il  cui  ordine  è  l'ordine  massimo  possibile,  cioè  [n. 

Ogni  altro  gruppo  fra  gli  stessi  clementi  ,  essendo  necessa- 
riamente contenuto  In  questo,  avrà  dunque  per  ordine  un  divi- 
s»,e  <11  L». 

Il  quoto  di  [n  diviso  per  1'  ordine  di  un  gruppo  G,  di  Bostitu- 
zioni  fra  n  lettere,  si  chiama  Vindice  del  gruppo  G. 

'UB.  In  modo  del  tutto  analogo  a  quello  tenuto  all'  art.  24L  si 
dimostrerebbe  che  se  1,  Si  ,  S^  ,  ■  .  . ,  S^.,  sono  le  sostituzioni  di 
un  gruppo  H  contenuto  in  un  gruppo  G,  le  sostituzioni  di  G  ti 
poitOHO  rappresentare  con  un  quadro  della  forma: 

1  ,     S,  .Sa  ,  .  .  ■  ,    Sj,_i 

Q,      ,    Sj0,       ,    8,0,      , . . . ,    s^_,e, 

0j     ,  s,e,     ,  s,e,     , .  ■ . ,   s^_,»,  (',))' 


uiendo  appunto  nr  l'ordine  di  G. 

Notiamo  esplicitamente  che  lo  linee  orizzontali  del  quadro  (9)' 
non  sono  in  generale  quelle  stesse  che  si  presentano  nel  qua- 
dro (9). 

244.  È  importante  di  notare  che  la  distribuzione  delle  sostitu- 
zioni (li  nn  gruppo  G  in  linee  orizzontali  del  tipo  (9),  o,  come  an- 
che diremo,  in  periodi  di  1"  specie ,  è  perfettamente  determinata 
(ameno  dell'ordine  con  cui  sono  scritte  le  orizzontali)  appena- 
chè  sia  duia  la  prima  orizzontalo,  cioè  il  primo  periodo.  Infatti, 
poiché  le  sostituzioni 


255 -;36  ««-.Google 


del  primo  periodo  (a  differenza  di  quelle  di  ogni  altro  periodo) 
formano  un  grappo ,  le  soBtitazioni  che  se  ne  deducono  moltipli- 
candole tntte  a  sinistra  per  nna  stessa  sostituzione  T^&j  di  G,  ciob: 

T^S;     ,     T^SjSi     ,     TftSjSj     ,  -  .  .  ,     Tfc8_,S^_i , 

non  differiscono,  fatta  aslraziono  dall'  ordine,  dalle  sostitazioni: 

poiché,  le 


non  differiscono,  salvo  l'ordine,  come  è  facile  vedere,  dallo 

1     ,     S,     ,     Sj     ,  .  .  .  ,    S^.,. 

Per  ragione  affatto  analoga  anche  la  distribuzione  delle  sostitu- 
zioni di  G  in  un  quadro  del  tipo  (9)'  cioè,  come  anche  diremo,  in 
periodi  di  2"»  specie,  non  6  possibile  che  in  un  modo  unico,  ap- 
pena fissato  il  primo  periodo. 

245.  Fra  i  vari  gruppi  contenuti  nel  gruppo  simmetrico  {arti- 
colo 242")  cosrìcuitu  da  tutte  le  sostituzioni  fra  n  lettere,  ve  ne  ha 

uno  dell' ordine  !^.   Esso  ò   composto   da   quelle  sostituzioni   che 

equivalgono»  (art.  239)  ad  un  numero  pari  di  trasposizioni  e  prende 
il  nomo  di  gruppo  alternato. 

È  chiaro  infatti  che  il  prodotto  di  duo  sostituzioni ,  ciascuna 
delle  quali  equivalga  ad  nn  numero  pari  di  trasposizioni,  equivale 
pure  ad  un  numero  pari  di  trasposizioni. 

246.  Piii  generalmente:  Se  le  sostituzioni  di  un  gruppo  quatuit- 
que  Q  non  sono  tutte  dì  classe  pari,  le  soatitutioni  di  classe  pari 
contenute  in  G  formano  un  sottogruppo  il  cui  ordine  sarà  la  metà 
dell'  ordine  di  Q. 

Infatti ,   se  le  sostituzioni  dì  G  non   sono   tutte  di   classe  pari, 

H,  ,  H,  ,  Hj  ,  .  .  .  ,  H^ 

quelle  di  classe  pari  o 

T,  ,  Tj  ,  .  .  .  ,  T^ 

quelle  di  classe  dispari.  Il  gruppo  G   conterrà   certamente   le  so- 
Etilnzionì: 

H,T,  ,  H,T,  ,  .  .  .  ,  H^T, 

che  sono  tutte  di  classe  dispari  e  tutto  distinte  fra  loro.  Saril  dun- 
que v^y..  D'altra  parte  il  gruppo  G  conterrà  anche  lo  sostituzion 

T  T       T  T  T  T 

che  sono  tutte  di  classe  pari  e  tutte  distinte  fra  loro.  Sarà  dun- 
que iJi>v.  Si  conclude  pertanto  i*  — v;  come  d.  d. 
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traepOBÌzioni  ,  a  cui  equivale 
una  dita  sosti taziono,  si  ottleno  sottraendo  dal  numero  degli  otomenti,  su 
r-ui  si  opera,  il  numero  dei  cicli  della  Bostituzione. 

2.  Costmire  tutti  i  (^uppi  di  Bostituzioui   possibili  fra  tre  Dlcmonti. 

3.  Verificare  che: 

(oÈc)  =  (deaXdec)(deb)(dta)')(dte)<dtaìidtey. 

Oasocraodo  poi  che  (ab'Atd)  =  (abc)(adc)  ed  (ab)(ac)  =  (abc) ,  dedurne  che 
ogni  lottituiione  di  ciane  pari  li  può  ttmpre  dteomporre  in  un  prodotta  di 
loilituiioni  circolari  fra  tre  eUmenli. 

4.  Tutu  U  loitituzioni  fra  le  lettere  a  ,  b  ,  e  ,  .  .  .  ,  d  po$>ono  generarti 
con*  ritvUanti  di  du«  aniehe  to$tiltiiioni,   cioè  delle  due  eoililuttoni  circolari 

(abc  ...d)  ,ibc...d) 

(cfr.  Giornale  di  Matematiche  voi.  XXV,  1897). 

5.  il  gruppo  aUernalo  i  il  tolo  gruppo  di  ordine  'r^^   eonienulo  nel  gruppo 

lianttrico  delle  toitHuiioni  fra  D  iHlere. 

ti.  Per  la  dimostrazione  di  questo  o  dagM  &Uri  teoremi  sulle  sostita- 
iìodì  dei  quali  venisae  dato  iu  seguito  il  solo  enunciato,  rimandiamo  alle 

E.  Setto:  Teoria  delle  sostituzioni  e  sua  applicazione  all'algebra  (Ver- 
siane  dal  ledeeco  di  G.  Battaglini.  Torino  1885). 

L.  Bianchi:  Lezioni  sulla  teoria  dei  gruppi  di  sostituzioni  e  delle  e- 
qnaiioni  algebrithe  seconda  Galoia    (Pisa  1900>. 

§  S.o  —  TraDsltlvltà  del  grappi  di  sostltozlonl. 

347.  Ud  gruppo  di  sostituzioni,  fra  gli  elementi  «^ ,  a, , . . . ,  a,„ 
si  dice  transitivo ,  se  fra  esse  se  ne  possa  trovare  almeno  un» 
cbe  ad  an  elemento  qualunque  a,  sostituisca  un  elemento  qualun 
que  0,.  In  caso  contrario  si  dice  intransitivo. 

248.  Si  riconosce  subito  clic,  affinchè  un  gruppo  eia  transitivo, 
È  nccesaario  e  sufficiente  che  si  trovino  in  esso  dello  sostitu- 
zioni che   all'  elemento  a,   facciano  succedere   risp.  gli  clemenli 

Infatti,  se  questa  condizione,  evidentemente  necessaria,  ò  sod- 
disfatta, esisterà  nel  gruppo  una  sostituzione  S  che  cambia  a, 
in  «i  ed  un'altra  T  cbe  cambia  a^  in  aj\  onde  esisterà  anclie  la 
soBti  razione: 

S-'T 

che  cambia  appunto  a^  in  a,. 

249.  L'  ordine  di  un  gruppo  transitivo  fra  n  elementi  è  uguale 
ad  n  moltiplicato  per  l'  ordine  del  sotto-gruppo  composto  da  tjueìle 
lottituzioni  che  non  ispostano  un  dato  elemento. 

Siano  infatti  S,  ,  S, , , . ,  ,  S,„  le  sostituzioni  del  grappo  transi- 
tivo G  che  lasciano  fermo  uno  degli  elementi  a, ,  Oj ,  .  .  .  ,  a„  su 
cnì  operano  le  sostituzioni  di  G,  p.  es.  l'elemento  n,.  Queste  so- 
stìtmioDi  costituiscono  evidentemente  un  gruppo. 
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Esisteranno  per  supposto  n  —  l  Bostituzioni  T. ,  Tj  ,  ■ 
quali  all'elemento  a,  sostituiscono  rlsp.  gli  elementi  a, , 
e  le  sostituzioni 

SjTi ,  SjTj ,  . . . ,  S„Ti  (j) 

sostituiranno  tutte,  manifestamente,  all'elemento  a,  l'elemento  n,. 
D'altra  parte  non  possono  esistere  nel  gruppo  G,  oltre  le  (a),  al- 
tre sostiiuzioni  che  all'elemento  a^  facciano  succedere  o^;  poiché, 
se  Q  sia  nna  siETatta  sostituzione,  dovr&  il  grappo  G  contenere  la 
sostituzione  QTf~'  la  quale,  lasciando  evidentemente  fermo  1' c- 
lemelito  a^ ,  coincider  deve  con  una  delle  S,  ,  .  . . ,  S„  ;  costcchÈ 
si  avrà: 

QT -'  =  Sft  , 
d'  onde: 

cioè 

Q  =  SftT^. 

La  Q  è  dunque  appnnto  compresa  fra  le  (a). 

Il  teorema  enunciato  si  trova  cosi  dimostrato  ;  poiché  le  sosti- 
tuzioni di  G  si  vengono  cosi  a  distribuire  in  n  aistcmi  ciiisciino 
di  m  sostituzioni ,  a  seconda  della  lettera  clie  esse  fanno  succe- 
dere ad  a,. 

250.  Se  un  gruppo  di  sostituzioni  G  non  è  tranaifivo ,  ìe  let- 
tere a,  ,  a^ ,  .  .  .  ,  a,^  su  cui  operano  le  sue  sostituzioni,  si  possono 
distribuire  in  due  o  piii  sistemi  A,  ,  Aj  ,  .  .  .  ,  A»  tali  che  le  tosti- 
tuzioni  di  G  possono  soltanto  scambiare  fra  loro  le  lettere  di  uno 
stesso  sistema;  nel  mentre  che  il  gruppo  G  è  poi  transitivo  rispetto 
alle  lettere  di  ogni  singolo  sistema. 

Sia  infatti  A,  l' insieme  di  tutte  quelle  lettere  che  possono  es- 
sere sostituiic  ad  a,  per  mezzo  di  sostituzioni  di  G.  8i  riconoscerà 
subito  con  ragionamento  simile  a  quello  dell'art.  248  che  una  let- 
tera qualunque  del  sistema  A,  potrà  essere  cambiata  in  un'altra 
lettera  qualunque  dello  slesso  sistema  A^  mediante  un'opportuna 
sostituzione  di  G;  e  che,  invece,  non  esisterà  in  G  alcuna  sostitu- 
zione che  cambi  una  lettera  di  A,  in  una  lettera  non  contenuta 
in  Af  Possiamo  dunque  dire  che  il  gruppo  G  è  transitivo  rispetto 
alle  lettere  del  sistema  A,  e  che  il  sistema  A^  è  intransitivo  ri- 
spetto alle  lettere   che  non  fanno  parto  di  A,. 

Scelta  ora  a  piacere  un'altra  lettera  qualunque,  p.  es.  a^,  fra 
quelle  non  contenute  in  A, ,  si  formerà  un  nuovo  sistema  Aj  riu- 
nendo insieme  tutte  quelle  lettere  che  possono  sostituirsi  ad  a^  me- 
diante sostituzioni  di  G.  Lo  lettere  di  Ag  saranno  evidentemeuie 
tutte  distinte  da  quelle  di  A,  e  il  sistema  A^  godrà  delle  stesse  pro- 
prietà testé  dimostrate  pel  sistema  A,.  Così  procedendo  si  ver- 
ranno appunto  a  distribuire  le  u  lettere  n,  , .  .  .  ,  n„  in  certi  si- 
stemi A,  ,  A  j , . . . ,  Aj  dotati  delle  proprietà  indicate  nell'enunciato. 

251.  I  sistemi  A,  ,  A^ ,  . . .  ,  A^  nei  quali  si  distribuiscono,  secon- 
do il  precedente  ceorema,  le  lettere  su  cui  operano  le  sostituzio- 
ni di  un  gruppo  G,  si  chiamano  i  gistemi  di  intransitività  del 
gruppo  G. 
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Cob),  ad  esempio,  i  sisteini  <ii  lntransilivit&  del  groppo  formato 
dalle  potenze  di  nna  stessa  sostituzione  S,  altro  non  sono  che  gli 
stessi  sistemi  di  lettere  che  compongono  i  singoli  cicli  di  S  de- 
composta (cfr.  art.  2'i'ó)  in  sostituzioni  circolari.  È  cliinro  infatti, 
p.  C8.;  che  un'  opportuna  potenza  della  sostituzione: 

S  =  (a  b  e  d)(g  h  k  e){l  m){n  r  g), 

fra  le  tredici  lettere  distinte  a  ,b  ,e  t  . . .  ,  s,  potrà  cambiare  una 
qDulunqne  delle  lettere  a  ,b  ,  e  ,  d  in  una  qualunque  delle  stesse 
a,b,c  ,d  ,  tua  non  potrebbe  mai  cambiare  una  delle  a  ,b  ,  e  ,d 
con  una  delle  g  ,  h  ,k  ,  e. 

Note  ed  Esercin 

1.  Se  A  è  uno  qualunque  dti  »iitemi  di  inlranàUicilà  di  un  gruppo  G  ,  l'i 
■■ii<ro  delle  lettere  di  A.  j  un  diviiore  dtW  ordine  d!  Q. 

Si  dimostrerà  inf&tti,  con  ragionamento  idoutico  a  quello  dell' art.  249, 
che  il  numero  delle  sostitoiioni  dì  G  che  lasciano  forma  una  data  lettera 
di  A  6  ugnala  al  numero  delle  sostituiioni  di  G  che  a  qnolla  lettera  fanno 
«accederò  un'altra  lettera  qualunque  dello  e' 

2.  Un  gruppo  O  ai  può  definire  per  mazzo 
Istituzioni   S,  ,  S,  ,  .  .  .  ,  S|,  che  si    < 
tMÌvendosi: 

G  =  (S,  ,  S 

Con  ciò  si  vuol  intendere  che  G  è  1 
che  ti  poasono  ottenere  mediante  sob 
Cosi  p.  es.,  il  gruppo 

|S  ■  T  ,  Q| 
tonleirà  le  soatitiuioni: 

S  ,  T  ,  Q  ,  S'T' ,  S'T'S* ,  8TSQ  , . .  . , 

ed  è  chimo  che  tutte  le  sostituzioni  cosi  ottenute  formano  un  gruppo, 
poiché,  p,  es,  il  prodotto  di  S'T»  e  di  S'T»S*Q ,  cioè  S'T'S»T>S*Q  è  ancora 
Dna  lottitnzione  dello  stesso  tipo. 

3.  Se 

G  =  [3,  ,  S,  ,  .  . .  ,  S^  ,  T,  ,  T,  ,  .  .  .  ,  T»| 
ti 

[S,  ,  S, Sj,]  =  H    ,     ]T,  ,  T, ,  .  .  .  ,  T»|  =  K  , 

■i  paò  anche  scrìvere: 

0  =  |H  ,  KI 

«iD  che  si  ruol  intendere  che  O  ò  l'insieme  dì  tutta  quelle  scstituzioni 
che  Dasuono  dal  combinare  in  un  modo  qualunque  le  sostituzioni  del 
j^ppo  H  fra  loro  a  colle  sostituiioui  del  gruppo  E.  CiO  è  senz'  altro 
mani resto. 

4.  Non  è  in  generalo  cosa  agevole  determinare  l'ordine  del  gruppo  ge- 
scrsto  da  certe  date  sostituzioni  o  gruppi  di  sostituzioni.  È  però  invece 
cosa  assai  semplice  determinarne  i  sistemi  dì  intransitività.  Dopo  l'osserva- 
tione  della  nota  precedente,  basterà  infatti  mostrare  come  conoscendosi 
'  ■istemi  di  intransitività; 

A,  ,  A A.^,  (a) 

i  an  eorto  gruppo  H  ed  i  sistemi  di  intransitività; 

B,  ,  B,  ,  .  .  .  ,  B„  (g) 
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I  determinare  facilmente  i  aistemi  di  ic- 
)  precisamente  basterà  mostrare  come  bì 
vita  Q  cui  fLppartiune  una  certa  letiers 
oporaiio  te  sostituiioni  dei  dao  grappi, 
del  sistema  A^. 
Se 

B'  ,  B"  ,  .  .  .  ,  B'^'  ^^ì 

sono  quelli  fra  i  sisLomt  (p)  che  contengono  ana  o  più  lettere  del  sistema  A„ 
il  sistema  cercato  Q  dovrà  intanto  contenere  il  sistenm  Q,  formato  dalla 
riunione  di  B'  ,  B"  ,  .  .  .  .  Bli^'.  In  fatti, 'poiché  è  possibile  cambiare  a  ,  me- 
diante sostitnxioni  di  6,  in  una  qualunque  dette  lettere  di  A  sarà  in  par- 
ticolare possibile  di  cambiare  a  con  una  delle  lettere  che  A,  ha  in  co- 
mune eoa  B'O  ,  ohe  sia  p.  es.  qj;  e  quindi,  combinando  la  aostituaione  di  H 
che  cambia  a  in  □,  con  una  dello  sostituzioni  di  K  che  cambiano  Hj  in  una 
altra  qualunque  delle  lettore  dì  Bj  ,  si  avrà  appunto  una  Bostituzione  clie 
cambia  a  in  una  qualunque  di  quelle  di  Bl<).  Il  aìstcma  B(>)  dovrà  quindi  far 
parte  del  sistema  di  intransitività,  Q  ouì  appartiene  la  lettera  a. 

Se  ora  A,  ,  A'  ,  A"  ,  .  .  .  ,  AC"')  sono  quei  sistemi  (a.)  che  hanno  uno  e 
più  lettere  in  comune  con  U,  ,  si  riconoscerà,  con  ragionamento  simile  al 
precedente,  che  il  sistema  cercato  II  dovrà  contenere  l'iascuno  dei  sistemi 
A,  ,  A'  ,  .  ,  .  ,  Al"-')  e  quindi  anche  la  loro  riunione  che  indicheremo  con  Q,. 
Per  ragione  analoga  dovrà  poi  contenere  anche  la  riunione  Q,  di  tutti  quei 
sistemi  i^ì  che  hanno  una  o  più  lettere  in  comune  con  U,  ,  e  cosi  di  seguito 
finché,  essendo  II  numero  totale  delle  lettere  finito,  si  giungerà  ad  un  ai- 
stema  ili  ^^^  ""'^  potrà  essere  ulteriormente  ampliato;  tale  oioii  che  Q;^,, 
coinciderebbe  con  Q;^.  Il  sistema  Q^ ,  che  sarà  al  tempo  stesso  l'aggregato  di 
un  certo  numero  di  sistemi  (i)  e  l'aggregato  di  un  certo  numero  di  si- 
stemi (p),  sarà  evidentemente  il  sistema  cercato  Q. 

6.  Riconoscere,  mediante  la  decomposÌEione  in  cicli,  che  il  gruppo  gene- 
rato dalle  d  ■      ■     ■ 


_/dckef  agkh\     _,  _   /gahkehtfds 
-\abcdefghk}'   '■  ~  \a  b  e  d  ef  g  hk) 

i  sistemi   di  intransitività  del  gruppo  generata   dalle   tre 


§  6.°  —  Fermatabllltà  delle  soBtltazlonl  —  Trasformaclone. 

252.  Due  sostituzioni  o  gruppi  di  sostituzioni,  o  anche  dae  sem- 
plici Bisìemi  di  sostituzioni,  si  dicono  fra  lofo  simili,  quando  non 
differiscono  1'  uno  dall'  altro  che  per  la  denominazione  degli  ele- 
menti su  cai  operano.  Cosi  per  esempio  le  due  sostituzioni  : 

S  =  {abc)(defj(gh)    ,     S' =  (dcb){ghf)iae) 

sono  simili,  percliè  la  S  diviene  la  S'  se  sulle  lettere  a,  b,  e,  d,  e, 
fy  g,  h  bì  esegue  la  sostituzione  : 

T  =  {adg)ieh)ibc). 

253.  Quest'operazione  di  sostituzione  eseguita  sui  sìmboli  che 
rappresentano  gli  elementi  si  chiama  trasformazione,  la  sostitu- 
zione eseguita  si  chiama  la  trasformante  e  la  nuova  sostituzione 
(o  gruppo  di  sostituzioni)  cosi  dedotta  dalia  sostituzione  primitiva 
(0  dal  gruppo  primitivo)  si  chiama  la  sostituzione   (o  il   gruppo) 
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trasformato.  Cosi,  nell'  esemplo  di  dianzi,  S  è  la  sostitnzione  pri- 
mitiva, S'  è  la  trasformata  e  T  è  la  sostitnzioDe  trasformante. 

•2H.  Se  8'  é  la  traiformata  di  una  toitituzione  8  ottenuta  merci 
la  trasformaiUe  T,  $i  ha  l'uguaglianza  ST  =  T8'. 
Infatti,  be  a  6  una  qualunque  delle  lettere  sa  cai  opera  la  S,  sia: 

B=(:-;::) 

■>■=(:::"■:::'■:::). 
B'=(:;;j;:::> 

Si  trova  enbito,  esegaendo  i  prodotti  indicati,  che  : 

-=(;::^:::)(:;;f:;:r:::)=(:::^:::) 
™'=(:::^::;r:;:)(:::2;:::)=(:::r:::> 

Le  BOBtitozioni  ST  e  TS'  sono  danqne  agnall,  perchè  ad  una 
lettera  qualunque  a  fauno  succedere  la  stessa  lettera  b'\c.  A,  d. 

255.  CoBOLLARio  I.  —  Se  una  toitituzione  S  ti  tratforma  merci 
una  tottituzione  T,  la  tratformata  S'  i  data  da  : 

8'  =  T-'ST. 

Ciò  risulta  infatti  dall'ugnaglianza  T8'  =  8T,  moltipllcandone  i  due 
membri  a  sinistra  per  T~'. 

256.  CoBOLLABion.— ^e  due  toitituzioni  8  ed  S'  sono  tlmili,eiiste 
almeno  una  sotHtuzione  T  per  la  quale  è  8T  =  TS'. 

Infatti,  se  8'  è  simile  ad  S,  essa  si  può  ottenere  trasformando 
il  simbolo  di  S  mediante  una  certa  sostituzione  T. 

257.  Corollario  III.  —  Affinchè  una  sostituzione  S  sia  permuta- 
bile ad  una  sostiluzione  T,  è  necessario  e  sufficiente  che  la  soati- 
tìizione  T,  eseguita  nei  cicli  di  8,  non  alteri  il  significato   di  8. 

V  eguaglianza  : 

TS  =  ST 

equivale  infatti  (come  si  vede  moltiplicandone  i  due  membri  a  si- 
nistra per  T"')  all'eguaglianza: 

S  =  T-'ST 

Il  quale  ci  dice  appunto  (c(V.  Cor.  I)  che  la  trasformata  di  S , 
mercè  la  sostitnzione  T,  è  ancora  la  stessa  sostituzione  S. 

258.  Questo  teorema  fornisce  nn  modo  assai  semplice   per  co- 
OAnuj.  —  Ittilwiioni  di  analisi  algtbriea,B.^  edÌE.  14 
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Lraire   tutte  le  Bostltazioni  T  permutabili  ad  ana  data  sostitn- 
ione  8. 
Sia  data,  per  esempio,  la  sostituzione  : 

S  =  (abc)(de)(gh).  (o) 

Lllinchè  una  sostituzione: 

,j,^(a-b'c'dyg<k'\ 
\abcdegh  J 
ia  permutabile  ad  8,  sarà  neceesaiio  e  sufficiente  che  sia: 
(aWc')(i'.')to'l')  =  Coi.c)(*)l>»). 

ara  dunque  necessario  e  sufflciente  che  !  tre  cicli  (afte),  (de),  {gh] 
iereriscano  dai  tre  cicli  (a'b'c'),  {d'e'),  (j'A")  soltanto  per  l'ordine 
,i  successione  dei  cicli  slessi,  ovvero  per  uno  spostamento  circo- 
ire  delle  Ietterò  di  ciascun  ciclo  j  giacché,  p.  es. ,  il  aignìflcato 
lei  ciclo  (abc)  è  identico  a  quello  del  ciclo  (bea)  ed  a  quello  del 
icio  (cab). 
Basterà  dunque,  per  esempio,  che  f  cicli  : 

(d'fe'c')  ,  (d'e')  ,  ig-h') 
oincidano  rispettivamente  coi  cicli  : 

{cab)  ,  igh)  ,  (ed), 
iosicchè  la  sostituzione  : 

ara  permutabile  alla  (a). 

259.  Se  nn  sistema  di  sostituzioni  S,  ,  S,  ,  .  .  . ,  S^  6  trasformalo 
n  se  stesao  dalla  sostituzione  T,  cioè  se  le  trasformate  delle  S, , 
!j  ,  .  . .  S;  per  mezzo  di  T  coincidono,  fatta  astrazione  dall'ordine 
:olle  stesse  S,  ,  S, ,  . . . ,  Sj^ ,  il  sistema  : 

S,T  ,  S,T  , .  .  .  ,  SjT  (1) 

coincide,  fatta  astrazione  dall'ordine,  col  sistema  : 

TSi  ,  T8,  , . .  .  ,  TSi  (2) 


T"'S,T  ,  T-'S^T T-iS),T  (3) 

coincide  col  sistema: 

S,  ,  Sì , . .  .  ,  Si  (4) 

le  (3)  moltiplicate  a  sinistra  per  T,  cioè  appunto  le  (1),  coincide- 
ranno colle  (4)  moltiplicate  a  sinistra  per  la  stessa  T ,  cioè  ap- 
punto colle  (2).  Reciprocamente ,  se  le  (l)  coincidono  colle  (2) , 
moltiplicando  le  une  e  le  altre  a  sinistra  per  T"',  se  ne  dedurrà 
In  coincidenza  delle  (3)  colle  (4). 
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260.  Se  S  è  un  sottogruppo  di  un  gruppo  Q,  il  quale  è  trasfor- 
mato in  gè  stesto  da  tutte  le  sostituzioni  di  G,  i  periodi  dì  1"  spe- 
cie nei  quali  si  distribuiscono  le  sostituzioni  di  G  quando  si  as- 
fumt  come  primo  periodo  il  gruppo  H  (cfr.  art.  244),  coincidono 
coi  periodi  di  2'*  specie;  e  reciprocamente. 

E  qaesta  una  conseguenza  della  proposizione  del  precedente  ar- 
ticolo; poiché,  se  1,  S, ,  S, , . .  .  ,  8^_,  sono  le  Eostituzionl  di  H, 
DDO  qnalanqne  dei  periodi  di  1>' specie  sar&  della  forma: 

T  ,  TS,  ,  TS,  ,  . .  . ,  TS^_,  (5) 

essendo  T  ana  soGtitnzione  qualunque  di  O  ,  e  quindi,  se  H  è  tras- 
formato in  se  stesso  da  T,  coinciderii  col  sistema  : 

T  ,  S,T  ,  B,  , .  .  . ,  S^_,T  (6) 

cioè  con  un  periodo  di  2»  specie.  Reciprocamente,  so  il  periodo  (5) 
coincide  con  un  periodo  di  2*  specie,  esso  dovrà  necessariamente 
coincidere  col  periodo  (6)  col  quale  ha  già  in  comune  la  sostitu- 
zione T  ;  epperò  H  sarà  trasformato  in  se  stesso  da  T. 

361.  Se  il  sistema  delie  X  sostituzioni  8,  ,  S, , . .  .  ,  S;i  si  indichi 
brevemente  con  8,  la  coincidenza  dell'aggregato  : 

S,T  ,  S,T  ,  . .  . ,  SjT 
■^II'  aggregato  : 

TS,  ,  T8,  , . . . ,  TSi 

8i  può  esprimere  brevemente  (Gap.  I,  art.  S8)  coli 'eguaglianza  : 

ST  =  TS. 

Pertanto,  iu  luogo  di  dire  che  il  sistema  Sé  trasformato  in  se  stesso 
dalla  sostituzione  T,  si  potrà,  volendo,  anche  dire  che  il  sistema 
8  i  permutabiU  colla  sostituzione  T. 

262.  In  luogo  di  dire  che  qd  sistema  8  disoetitnzioniè  trasfor- 
mato in  se  stesso  dalla  sostituzione  T,  si  suol  anche  dire  che  esso 
è  invariante  rispetto  alla  sostituzione  T. 

In  particolare,  in  luogo  di  dire  che  un  sotto-gruppo  di  G  è  tra- 
sformato in  se  stesso  da  tutte  le  sostituzioni  di  G,  si  dice  anche 
brevemente  che  esso  è  un  sotto-gruppo  invariante  di  G. 

Un  gruppo  che  non  ammette  alcun  sottogruppo  invariante ,  sì 
dice  semplice;  in  caso  contrario  si  dice  che  è  composto.  Vedremo 
fra  breve  l'importanza  di  tale  distinzione. 

Vota  ad  Eiareìn. 

1.  Traifurroare  la  sostitutione   (    f    j^     l)   mediante    I*    aoatittiEiooa 


'Vaie 

2.  Biconoacere  che  le  aostitUEioui  permutabili  con  (abe)(de)<gh)  tono  24 
e  qoBlle  permutabili  con  (ttbe)[deg){hr)Utì  «ono  144. 
B.  SiconuBCsre,  in  bate  alle  couvontiooi  del  Capitolo  I  (art.  88)  cbe , 
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se  S  6  un  certo  sìstonia  di  BostitUEioni,  per  esprimere  che  eiao  6  trufor- 
mRto  in  ae  Blesso  dalla  soatitmione  T,  butft  acrivere  : 

T-'ST  =  S. 

4.  Ricanoacere  ohe  le  Boati  tu  a  ioni  trasformanti  in  ho  etesHo  nn  cerio  ei- 
Btema  di  soBtìtDEÌODÌ  coatitaiecouo  nn  gruppo. 

6.  Se  due  gruppi  di  loililuzioni  loito  tali  che  ognuno  di  etti  i  Iratfomalo 
tn  *e  lituo  da  tulle  le  loililtixioni  dell'altre,  e  le  maitre  i  due  gruppi  non 
hanno  in  eoinun«  alcuna  totlitvtione  aW  infuori  dell'  unità,  dovrà  neeeitaria- 
mtnte  ogni  àingola  toiliiuxione  deiruno  elitre  permutabile  con  ogni  lingola  m- 
ititusione  delV altro. 

6.  One  gruppi  O  e  T  si  dicono  permnlahUi  fra  loro  se,  presa  ad  arbitrio 
in  0  una  sostituiìonè  g  ed  in  T  una  sostituzione  y,  esistono  risp.  in  0 
e  T  dne  soatitUEioni  g'  e  f'  tali  da  aversi  : 

ffT  =  tV- 

Ci6  premesso  :  $e  dut  gruppi  O  a  T  «ono  permutabili  fra  loro  »  non  hanno 
in  comune  aleuna  loititutione  alfinfuori  dtU'unità,  l'ordine  del  gruppo  (Q ,  f] 
generato  (ofr.  le  Note  del  §  precedente)  da  Q  e  da  T  ^  uguale  al  prodotto 
dei  loro  riipellivi  ordini. 

Per  la  dimostrazione  di  questo  teorema  e  del  precedente,  ai  vegga  il  ca- 
pitolo III  dell'operai  A.  Capelli  e  O.  Barbieri,  Cono  di  analiii  algebrica 
(Padova,  188ti). 

7.  /(  gruppo  alternato  fra  n  lettere  (  art.  245  )  i  uh  gruppo  lemplict  per 
n  >  4.  Per  la  dimostrazione  si  vegi;a  p.  es.  l'opera  ora  citata  (p.  208j. 

§  7.0  —  Qrnppl  dt  MBtltasloDl  fra  dae,  tre 
e  quattro  elementi. 

263.  Con  soli  due  elementi  a  &  b  non  si  poBBono  formare  evi- 
dentemente cbo  dae  grappi  di  sostituzioni,  rispettivamente  degli 
ordini  1  e  2.  Il  primo  è  costituito  dalla  sostitazlone  identica  1.  Il 
secondo  dalle  dne  sostituzioni  1  ed  (ab). 

264.  Fra  3  lettere  <(,  b,  e,  oltre  al  gruppo  simmetrico  formato 
dalle  6  sostituzioni  fra  tre  lettere: 

1  ,  (o6c)  ,  (ocft)  ,  <ab)  ,  (éc)  ,  {ca),  (a) 

si  Ila  primieramente  il  gruppo  alternato  formato  dalle  tre  sostitu- 
zioni di  classe  pari: 

1  ,  (a  6  e)  ,  (a  e  b),  (?) 

ed  è  manifesto  che, non  possono  esistere  altri  gruppi  formati  con 
sole  sostituzioni  di  classe  pari,  all'  infuori  del  gruppo  costituito 
dall'  unica  sostituzione  1. 

Ci  resta  solo  a  vedere  se  esiste  qualche  sotto-gruppo  d!  (a)  le 
cui  sostituzioni  non  siano  tutte  di  classe  pari.  Il  suo  ordine  do- 
vendo essere  un  divisore  di  6  e  al  tempo  stesso  (cfr.  art.  246)  nn 
numero  pari,  non  pnò  essere  che  uguale  a  2.  Esso  non  può  dun- 
que conjienere  oltre  all'unità  che  un'unica  sostituzione  di  clasBC 
dispari  e  di  second'  ordine ,  cioè  una  delle  tre  sostituzioni  (a  b), 
{b  e)  ,  (e  a). 

Concludiamo  dunque  che  il  gruppo  simmetrico  (a)  non  contiene, 
oltre  il  gruppo  unitario  e  il  grappo  ottenuto  (^),  cbe  i  tre  gruppi 
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iutranBìtivi  di  2o  ordine: 

1  ,  (a  6)  ;        1  ,  (6  e)  -,        1  ,  ("  «)  (t) 

265.  Fra  le  24  sostitnzioni  del  grappo  simmetrico  T,  tra  quat- 
tro elementi  a  ,b  ,  e ,  d  ,  ve  ne  sono  12  di  classe  pari ,  cioè  le 
qnatlro  di  ordÌDÌ  1  e  3: 

1  ,  (a  6)(c  d)  ,  (a  c)(6  d)  ,  (a  *4)(6  e)  (I) 

il  cai  insieme  costiinlsce  già,  come  subito  si  riconosce,  no  gruppo 
che  indicheremo  con  H,  e  lo  otto  di  ordine  3: 

(ab  e)  ,  (a  db)  ,  (a  ed)  ,  (b  e  d)  ) 

.         •  (II) 

(acb)  ,  {abdì  ,  {ade)  ,  (bdc)  ) 

L'insieme  delle  (I)  e  (il)  coBtttaisce  il  grappo  alternato,  che  in* 
dich eremo  con  Q. 

Delle  12  sostituzioni  di  classe  dìspari,  ve  ne  sono  poi  sei  di  or- 
dine 2,  cioè: 

(a  6)  ,  (a  e)  ,  [a  d)  ,  (b  e)  ,  (fi  d)  ,  (e)  d  (III) 

e  sei  di  ordine  4,  cioft: 

(abcd)  ,  (acbd)  ,  (ab  de)  ) 

(IV) 
(adcb)  ,  (adbc)  ,  (acdb)  } 

266.  Passiamo  a  vedere  se  esistono,  oltre  quelli  gi&  segnalati, 
altri  sotto-gruppi  transitivi  del  gruppo  T;  e  supponiamo  dapprima 
che  esista  in  r  un  sottogruppo  G  composto  di  sole  sostituzioni 
di  classe  pari.  Dico,  che  se  Q  contiene  una  Eostituzione  circolare 
di  tre  lettere,  cioè  una  qualunque  delle  soscitozìoni  del  tipo  (II), 
esso  coinciderà  necessariamente  col  gruppo  alternato.  Supponiamo 
infatti  che  esso  contenga  (a  b  e).  Polche  esso  ò  transitivo,  Jdovrft 
contenere  almeno  una  sostituzione  8  che  cambia  a  in  d  e  quindi 
dovrà  contenere  la  sostituzione  : 

S"i  (a  6  e)  S , 

che  sarà  una  sostituzione  circolare  di  tre  lettere  contenente  la  let- 
tera d.  Sia  questa  per  esempio  {a  b  d).  Oltre  a  queste  duo  sosti- 
tuzioni circolari  od  ai  loro  quadrati,  cioè  (a  e  b)  ed  (a  ri  b),  con- 
terrà allora  il  grappo  O  anche  le  altre  quattro  sostituzioni  del 
tipo  (II),  poiché: 

{a  b  c)(a  db)  =  (bcd)  ,  (ad  b)(a  bc)  =  (adc) 

(a  e  b)(a  b^  =  {acd)  ,  (ab  d)(a  cb)  =  (bd  e). 

Inoltre  conterrà  anche  le  sostituzioni  del  tipo  (I)  ,  poiché  per 
esempio-. 

(a  b)(c  d)=:(ad  c)(a  d  b). 

Se  il  gruppo  G  non  coincide  col  gruppo  alternato,  esso  non  po- 
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tra  danque  contenere  che  sostituzioni  del  tipo  (I);  e  poiché  esso 
è  per  sapposto  transitivo,  le  dovrft  contenere  tutte  e  quattro,  cioò 
coincidere  col  gruppo  H. 

267.  Supponiamo  ora  in  secondo  luogo  che  il  Botto-jfruppo  G 
contenga  sostituzioni  di  classe  pari  e  sostituzioni  di  classe  dispari. 
Le  sostituzioni  di  classe  pari  formeranno  un  grappo  K  e  se  K  {; 
transitivo,  dovrà  coincidere  ,  per  quanto  ai  è  visto  all'  art.  prece- 
dente col  gnippo  H.  In  questa  ipotesi  ii  gruppo  G  sarà  dunque 
genenito,  dal  gruppo  H  combinato  con  una  sostituzione  8  di  classo 
dispari.  In  effetto  prendendo  per  S  una  sostituzione  del  tipo  (III), 
per  esempio  {a  b),  si  ha  il  gruppo  di  ordine  8  ,  che  indicheremo 
con  R, ,  costituito  dalle  sostituzioni: 

1  ,  (a  6)(c  d)  ,  (a  dj{6  e)  ,  (a  c)(6  d)  } 

8. 
(a  il)    ,    (Cd)  ,    {a  db  e)    ,    iacbd)) 

cioè  dalle  sostituzioni  di  H  e  dalle  sostituzioni  di  H  moltiplicate 
a  sinistra  per  (a  b).  Ohe  queste  8  sostituzioni  formino  un  gruppo, 
risulta  dal  fatto  evidente  che  il  gruppo  H  è  trasformato  In  se  stesso 
da  ogni  sostituzione  dì  T,  ed  in  particolare  dalla  (a  b)  ;  cosicché 
(cfr.  art.  359}  le  sostituzioni  di  H  moltiplicate  per  (a  b)  a  sinistra 
non  differiscono,  fatta  astrazione  dall'  ordine,  dalle  sostituzioni  di 
H  moltiplicate  per  (a  b)  a  destra.  Dalla  torma  di  R,  è  poi  mani- 
festo che,  se  per  S  si  prenda  una  sostituzione  del  tipo  (IV) ,  per 
esempio  {a  db  e),  si  ricade  sempre  in  un  gruppo   dello  stesso   ti- 

ipo  E,  ve  ne  sono  evidentemente  altri  due,  che 
Ij  ed  Rj,  che  si  deducono  da  R,  scambiando  dap- 
ivvero  a  con  d. 

!  intransitivo,  si  riconosce  sabito  che  esso  è  di 
pò: 

l,{ab){cd)  (KJ 

ne  del  tipo: 

1  ,  {abc)  ,  {ac  b);  (K,) 

3:enerato  combinando  uno  di  questi  due  tipi  di 
ostituziooe  di  classe  dispari,  S ,  che  lo   trasfor- 

uzioni  del  tipo  (III),  le  sole  che  trasformino  £, 
(ab)  e  (ed)  che  combinate  con  K,  danno  orìgine 

tivo  : 

1  ,  (.6) ,  (Cd) ,  (<.6)(e<i) 

sole  che  trasformino  E,  in  se  stesso,  sono  (atAd) 
ibinate  con  K,  danno  origine  al  gruppo  ciclico, 


t) ,  (acbd)*  =  {ab)(cd) ,  (acbdy  =  {adba). 
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Quanto  alle  sostituzioni  del  tipo  (III)  che  trasformano  in  se 
Biesso  K, ,  Ti  sono  le  sole  (ab) ,  (ac)  ,  (oc)  che  combinate  con  E, 
generano  il  grappo  intransitivo  di  6°  ordine  : 

1  ,  (abc) ,  {acb) ,  (ah)  ,  (ac) ,  (bc) 

cioè  il  grappo  simmetrico  (cfr.  art.  264)  fra  tre  sole  lettere.  Fi- 
nalmente di  sostituzioni  del  tipo  (IV)  che  trasformino  in  se  stesso 
K,,  non  ve  ne  ba  alcuna. 

Concladiamo  dunque  che  di  Botto-gruppi  transitivi  contenuti 
tn  r  «1  hanno,  oltre  il  gruppo  unitario,  solo  t  seguenti  i 

l")  il  gruppo  alternato  Q  di  ordine  12. 

2°)  i  tre  gruppi  simili  B,  ,  K^  ,  E  di  ordine  8. 

3*)  il  gruppo  di  ordine  4  formato  dalle  (I). 

4")  (re  gruppi  ciclici  simili  S,  ,  Sj  ,  S,  foìinati  rispettivameale 
dalle  potenze  di  (abcd)  ,  (acbdj ,  (abdc). 

Vot*. 


1  ,  (abXed)  ,  (ae)(bd}  ,  (ad)i,l.c) 

i  opportauo  dare  il  nome  di  (troppo 
praaeDtano  dei  uomeri  arbitrari,  le  si 
coti  detto  rapporto  aitarmonico  : 


di  cui  avrenio  occasione  di  occuparci  in  seguito. 

2.  Quaoto  ai  gruppi  iutranaitÌTi  contenuti  nel    gruppo    i 
4  lettere,  il  lettore  riconoscerà  immediatamente  cbe,  oltre  ai  tre  tipi  (n). 
{%  (y)  dell'art.  264,  non  può  esistere  che  il  tipo  di  ordine  4  : 

1  ,  (ai)  ,  icd)  ,  {ab)(cd). 
g  8.0  —  bomorflBino  del  grappi  di  BostltatloDl 

269.  Dati  due  aggregati  d,  ,  A, ,  A,  , .  .  .  e  B,  ,  B,  ,  B,  ,  . .  .  di 
oggetti  ben  distinti,  sapponiamo  sia  stato  fissato  un  certo  criterio 
io  Tirtù  del  quale  tutte  le  coppie  Aj  B^  che  si  possono  formare 
combinando  nn  elemento  qualunque  del  primo  aggregato  con  un 
elemento  qualunque  dei  secondo  si  trovino  distinte  in  due  classi 
ben  determinate.  Si  potrà  allora  dire ,  per  brevità  di  linguaggio, 
che  i  due  elementi  Aj  e  Bj'  sono  col-rispondenti  fra  loro  se  la  C0|>- 
pia  Aj  B^  appartiene  alla  prima  classe;  si  dirà  invece  che  non  sono 
torrispondenti  se  la  detta  coppia  non  appartiene  alla  prima  classe, 
cioè  appartiene  alla  seconda. 

È  chiaro  che  la  corrispondenza  fra  i  due  aggregati  dati  sì  po- 
trà stabilire  in  differenti  modo  variando  la  legge  di  corrispondenza, 
cioè  il  criterio  determinante  le  due  classi. 

In  una  stessa  corrispondenza,  nn  elemento  qualunque  A,  potrà 
avere  per  corrispondenti  nel  secondo  aggregato  più  elementi,  ov- 
vero Un  solo  elemento;  né  si  esclude  che  qualche  elenienio  A,- 
possa  anche  non  avere  alcun  corrispondeute. 
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Quando  ogni  elemento  di  an  aggregato  À  ha  no  nnico  corri- 
spondente neir  aggregato  B  ,  si  dice  che  la  corrispondenza  è  uni- 
voca rispetto  all'  aggregato  À.  Se  poi  la  corriapondenza  è  nnivoca 
rispetto  ad  entrambi  gli  aggregati,  se,  cioè,  ad  ogni  elemento  di 
A  corrisponde  no  unico  elemento  di  B  e  ad  ogni  elemento  di  B 
un  anico  elemento  di  À ,  sì  dice  che  la  corrispondenza  è  biuni- 
voca (o  univoca  assolutamente). 

270.  Dette  ora  g,  =  ì-  ,  g^  ,  ffi  y  •  •  ■ ,  g^  1^  sostitazioni  di  un 
grappo  G  e  Yi  =  1  I  7»  I  Ys  )  ■  ■  ■  I  Tu  quelle  di  un  altro  grappo  r, 
supponiamo  che  fra  le  Eostltnzioni  dei  due  gruppi  abbia  luogo 
una  corrispondenza  tale  che  se  gì  k  corrispondente  di  y*  e  gj  di 
Yd,  sia  anche  sempre  gjgj  corrispondente  di  YaTh  comunque  si 
siano  scelto  le  due  coppie  dì  elementi  corrispondenti.  In  tal  caso 
i  due  gruppi  G  e  r  si  dicono  ùomorfi,  e  la  corrispondenza  fra 
essi  stabilita  si  dirà  una  corrispondenza  di  isomorfismo. 

Ci  è  sempre  lecito  di  ritenere  che  ad  ogni  sostituzione  di  G  cor- 
risponda almeno  una  sostituzione  di  P  e  reciprocamente.  Infatti, 
ove  cosi  non  fosse,  quelle  sostituzioni  di  G  alle  quali  corrispon- 
dessero in  r  una  o  pift  sostituzioni,  formerebbero  un  sotto-gruppo 
G'  e  similmente  le  sostituzioni  di  r  aventi  almeno  una  corrispon- 
dente in  G  formerebbero  un  sottogruppo  P' di  T\  dignisachè  la 
corrispondenza  fra  G  e  T  si  ridurrebbe  in  sostanza  ad  una  cor- 
rispondenza fra  G'  e  r'. 

271.  Ciò  premesso,  non  è  difficile  di  riconoscere  che  ogni  so- 
stituzione di  G  ha  in  T  lo  stesso  numero  dì  corrispondenti. 

Supponiamo  infatti  che  ad  una  sostituzione  ^  di  G   corrispon- 
dano in  r  le  p  sostitazioni 


e  che  ad  un'  altra  sostituzione  g'  di  G  ne  corrispondano  p',  delle 
quali  una  a  piacere  sia  indicata  con  e'.  Sia  poi  t  una  delle  so- 
stituzioni di  r  che  corrispondono  alla  g~'  di  G.  Dall'  essere: 

g     corrispondente  di  «i 


segue  che  gg~'g'  sarà  corrispondente  di  e,  -  e',  cioè  saranno  cor- 
rispondenti: 

g'        e        cj-o'        (i  =  4  ,  2  ,  . .  .  ,  p) 

Alla  sostituzione  g'  corrispondono  dunque  In  V  almeno  p  sostitu- 
zioni distinte.  È  dunque  p'>p;  onde,  poiché  si  proverebbe  simil- 
mente che  p>p',  si  conclude  appunto  p  =  p'. 

272.  Sia  ora  0,  l' insieme  di  tutte  quelle  sostituzioni  di  G  che 
hanno  per  corrispondente  in  T  la  sostituzione  1;  Q,  l'insieme  di 
tutte  quelle  sostituzioni  di  T  che  sono  corrispondenti  della  sosti- 
tuzione 1  di  6.  Dico  che  le  sostituzioni  dì  Oi  formano  nn.  gruppo 
e  coti  quelle  di  Ù^. 
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Infatti,  poiché  a  dne  sostituzioni  qaalatiqac  di  0,  corrisponde 
fu  r  l'nnitA,  al  loro  prodotto  corrisponderà  1X1,  cioè  ancora  l'a- 
iiiiA.  Il  prodotto  di  (iae  sostituzioni  qualanqae  dì  0,  è  dunque  una 
sostituzione  di  0,  ;  e.  d.  d. 

ST3.  Corollario.  —  Le  sostituzioni  g,  —  1  e  r,  =  1  sono  sem- 
pre corrispondenti.  InTailì  0,  ed  Q,,  essendo  gruppi,  contuner  deb- 
bono la  soBtitnzione  identica. 

274.  Una  sostituzione  qualunque  «  di  0)  ed  una  qualunque  di 
S,  sono  corrispondenti.  Infatti,  poichÈ  alle  sostituzioni  l  ed  a  di 
G  corrispondono  risp.  le  sostituzioni  o  ed  1  di  P,  al  prodotto  1X1, 
cioè  «,  corrisponderà  oX  1,  cioè  o. 

Inoltre  una  sostituzione  qualunque  di  0,  non  può  avere  per 
corrispondente  in  T  ona  Bostltuzione  cbe  non  appartenga  ad  Q,. 
Supponiamo,  infatti,  che  nllit  sostituzione  a  di  0,  corrisponda  in  r 
nnit  sostituzione  y.  Poiché  s  è  corrispondente  di  ^  ed  è  anche 
corrispondente  di  i,  sarà  s'  corrispondente  di  y  «  quindi  anche 
*'  corrispondente  di  7,  e  cosi  via;  cosicché,  se  v  è  l'ordine  di  s, 
s.irà  anche  »"  corrispondonte  di  ii  cioè  1  corrispondente  di  f; 
onde  •(  dovrà  appunto  far  parte  di  Qj. 

275.  Sia  ora  g  una  qualsiasi  sostituzione  di  G  non  contenuta 
io  0,  e  T  una  qualunque  delle  eoe  corrispondenti  (che,  per  quanto 

si  è  già  visto,  non  potrà  essere  contenuta  in  H,).  È  facile  ricono- 
scere che  una  qualunque  delle  sostituzioni  contenute  nel  periodo 
0[j  ed  una  qualunque  dì  quelle  di  Q[*f  saranno  fra  loro  corrispon- 
denti. Invero,  se  s  sia  una  qualunque  delle  sostituzioni  di  0,  0  0 
noa  qualunque  di  quelle  di  i!, ,  poiché  s  è  corrispondente  di  e  e 
g  dì  -j ,  sarà  appunto  sg  corrispondente  di  oy- 

Inoltre  una  qualunque  delle  sostituzioni  contenute  in  0,g  non 
può  avere  per  corrispondenti  che  sostituzioni  contenute  in  Q,^, 
poicliè  altrimenti  il  numero  delle  sostituzioni  ad  essa  corrispon- 
denti sarebbe  superiore  al  numero  delle  sostituzioni  di  U,,  cioè 
si  numero  delle  sostituzioni  corrispondenti  alla  sostituzione  l  di 
(i,  contrariamente  a  quanto  si  è  già  stabilito  (art.  271). 

276.  Abbiamo  dimostrato  che  tutte  le  sostituzioni  di  r  corri- 
spondenti a  g  sono  le  sostituzioni  di  Ù^y  ;  ma,  in  modo  del  tutto 
simile,  si  sarebbe  potuto  dimostrare  che  sono  quelle  di  TfQ^.  Per- 
tanto le  sostituzioni  contenute  in  Q,y  coincider  debbono  con  quello 
contenute  in  7Q,  ;  iu  altri  termini  il  gruppo  0,  è  permutabile  a  y. 
Dtinqne:  neW  isomorfismo  fra  due  gruppi  G  e  T,  il  sotto-gruppo 
formato  da  quelle  sostituUoni  di  G  alle  quali  corrispondi  in  T 
l'unità,  è  un  sotto-gruppo  invariante  di  G.  (cfr.  art,  262). 

277.  Da  quanto  si  è  dimostrato  conchi udiamo  poi  che,  so 

O,  ,  0,ff,  ,  0,j?, ,  .  .  . ,  0,i7„ 

SODO  i  perìodi  nei  quali  si  distribuiscono  le  sostituzioni  del  gruppo 

G,  quando  si  prenda  per  primo  periodo  il  sotto-gruppo  0,  ,  e   se 

Ti  .  fa  >  ■  ■  •  j  T«  ^^no   delle   sostituzioni   di  V  scelte   a  piacere   fra 

CtroiA.  —  Ittilunoni  di  analiiì  algebrica,  B.*  ediz.  15 
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quelle  che  corrispondono  risp.  alle  ffj  >  j^j  •  ■  •  •  >  ff»  >  1^  sostitu- 
zioni di  r  si  distribuiranno  alla  lor  volta  nei  periodi 

corrispondendo  ad  ogni  sostituzione  del  perìodo  0,^j  tutte  e  sole 
quelle  del  periodo  i^iTf 

278.  Se  poniamo  per  brevità:  0,^,  =  0, ,  Q,Tì=  Qj,  vediamo 
dunque  che  l' Isomortismo  fra  G  e  P  si  riduce  in  sostanza  a  far 
corrispondere  ai  periodi  0,  ,  Oj , .  .  .  ,  0„  di  6  ordinatamente  i  pe- 
riodi Q, ,  flj , .  .  .  ,  Q„  di  r. 

Se  1-  è  l'ordine  di  0,  e  p  quello  di  il, ,  si  dira  che  fra  i  dtit 
gruppi  Q  e  T  ha  luogo  un  isomorfismo  \r ,  p];  in  quanto,  cioè,  ad 
ogni  sostituzione  di  O  corrispondono  p  sostituzioni  di  T  e  ad  ogni 
sostituzione  di  r  ne  corrispondono  r  in  Q. 

Se  r  =  p=.l ,  V isomorfismo  si  cfaiama  oloedrico. 

Se  uno  dei  due  numeri  r  e  p,  p.  es.  p,  è  diverso  da  1  nel 
mentre  che  l'altro  6  aguale  ad  1,  l'isomorfismo  si  dice  merìedrico 
(rispetto  al  gruppo  T). 

279.  £  utile  di  notare  che,  qualunque  aia  l'isomorfismo  fra  G 
e  r,  «e  g  e  -);  sono  due  sostituzioni  che  ai  corrispondono,  anche  le 
inverse  g~'  e  f"'  «otto  fra  loro  corrispondenti. 

Sapponiamo  infalli  che,  essendo  -f  corrispondente  di  9,  sìa  f' 
una  corrispondente  di  g~^.  Poiché  al  prodotto  gg~^ ,  cioè  ad  1, 
corrisponde  il  prodotto  fj' ,  sarà  ■ff'  =  ''i  essendo  o  una  sostita- 
zione  di  Q,  e  si  potrà  scrivere  Y  =  1"'  «J-  Dall'  essere  3"'  corrispon- 
dente di  -f~'«  e  dall'  essere  1  corrispondente  di  0^*  (per  il  fatto 
che,  essendo  0  contenuta  nel  gruppo  Q, ,  vi  6  contenuta  anche  c~') 
si  deduce  ora  che  f'xl  è  corrìspon  dente  di  -j'^aa'^ ,  cioè  tip- 
punto  che  g~'  è  corrispondente  di  7"'. 

280.  Si  noti  che,  se  G  e  T  sono  isomorli,  ad  ogni  sotto-gruppo 
di  Q  corrisponde  un  sotto-gruppo  di  P;  se  poi  Pisomorfismo  è  me- 
rìedrico [1  ,  p],  ad  ogni  sotto-gruppo  di  G  corrisponde  un  sotto- 
gruppo di  P  il  cui  ordine  è  multiplo  del  primo  secondo  il  fatloi'c 
Asso  f. 

281.  Supponiamo  ora,  reciprocamente,  che  un  gruppo  G  con- 
tenga un  sotto-gruppo  invariante  H,.  I  periodi: 

II,  ,  Hj ,  .  .  . ,  H,. 

nei  quali  si  distribuiscono  tutto  le  sostituzioni  di  G ,  non  fanno 
che  permutarsi  fra  loro  (art.  260)  quando  si  moldplìchino  tutti  a  de- 
stra (o  a  sinistra)  per  una  qualsiasi  sostituzione  g  di  G.  Ad  ogni 
sostituzione  g  corrisponde  dunque  una  sostituzione: 

/H,i?  H^g  a„g\ 


. /H,i?  H^g  ìl„g\ 

-{n,  H,    . .  .  H„  ; 


fra  gli  elementi   H,  ,  H, ,  . . .  ,  H„  ,  e  tutte  lo   sostituzioni  f   cosi 
ottenute  formeranno  un  gruppo  P  isomorfo  meriedricamente  a  G, 
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Ad  ogni  sostituzione  di  G  che  fa  parte  di  H^ ,  corrisponde  in  r 
l'unità,  poiché  so  A  sia  una  sostituzione  di  H,  dall' essere  U  iuva- 
riante  rispetto  a  G  segue: 

Ufi  =  H,jr,ft  =  'B^h'g^  =  H,ff,  =  H, , 

essendo  h'  una  certa  sostituzione  di  H^.  Keciprocamente,  se  a  ^ 
corrisponde  in  r  l'unità,  dovrà  ff  far  parte  di  H^  poiché  dovrà  es- 
sere Ù^g=  H,. 

282.  Nelle  cose  fin  qui  dimostrate  6  contenuto  il  seguente  leo- 
rcma:  ogni  isomorfismo  [r,p]  si  può  considerare  come  il  risul- 
tato di  un  isomorfismo  [r ,  1]  cut  ai  faccia  succedere  un  isomor- 
fi^mo  [1 ,  p]. 

Siano  infatti  nell  isomorfismo  [r ,  p]  fra  G  e  T: 

0,  ,  0, , . . . ,  0„ 

Cd 

Q,  ,  Qj , . .  . ,  Q„ 

i  periodi  corrispondenti,  cosicché  ad  opni  Oj,  che  contiene  r  sostl- 
luzioni,  corrisponde  Q^  che  ne  contiene  p. 

Per  r  articolo  precedente  ,  esiste  uu  gruppo  T  di  n  sostitu- 
zioni *i  ,  *g  ,  . . .  ,  („  che  è  con  G  in  isomorfismo  mericdrico,  cor- 
rispondendo ad  0(  la  sostituzione  tj.  Ora  è  chiaro  che ,  in  virtù 
dì  questo  isomorfismo  [r ,  1]  Ira  G  e  T  e  dell'isomorfismo  pree- 
sistente fra  O  e  r,  deve  sussistere  poi  un  isomorfismo  (1  ,  p]  fra 
T  e  r,  che  alla  sostituzione  *,■  dì  0,  fa  corrispondere  il  periodo 
ili  di  r. 

Questo  teorema  b  assai  importante,  porcile  fa  vedere  come  lo 
studio  di  qualsiasi  isomorfismo  si  possa  ricondurre  a  quello  dei 
soli  isomorfismi  oloedrici  e  meriedrici. 

§  0." — Applicazioni  dell' Isomorflamo  —  Limite  Inferiore 
dell'Indice  di  un  grappo. 

283.  Sìa  Or  un  gruppo  di  sostitnzìoni  di  ordine  n  od  U  un 
suo  Botio-gruppo  di  ordine  A.  Se  n  =  hi ,  le  sostituzioni  di  G  si  pos- 
sono rappresentare  (art-t^i)  mediante  i  periodi: 

H  ,  H(,  ,  H/,  , . . . ,  Stt.  (1) 

Ad  ogni  sostituzione  ^  di  O  corrisponde  (analogamente  a  quanto 
si  b  visto  all'art.  279)  una  sostituzione 

/Hff  Hi,j7  .  .  .  Etig 


■i9\ 

■i  ) 


fra  1  periodi  (I),  e  tutte  le  sostituzioni  -]'  cosi  ottcnuie  costituiscono 
un  gruppo  r  isomorfo  «1  gruppo  G.  Questo  isomorfismo  sarà  in 


iceyGoOt^lc 


-  116  — 

generale  mcrìedrìco  riepetlo  ft  O.  Sìa  dunque  p  il  numero  delle 
Bostituzionì  di  G-  che  danno  origine  ad  una  stessa  aostituzione  dì  r. 
Per  avere  p ,  Insognerà  ricercare  quante  sono  le  sostituzioni 
di  G  che  hanno  per  corrispondente  in  T  l'unità.  Se  ora  g  è  una 
'" —    "istituzione,  si  dovrà  avere: 

H<7  =  H  ,   H(,3  =-  H(, , . . .  ,   H(iSr  =  H(i 

uivalc  a  dire  che  g  si  dovrà  trovare  in  ognuno  dei  gruppi 

H  ,  (j"'H(j  ,  .  .  .  ,  (f  H^j.  (2) 

umero  p  è  dunque  l'ordine  del  gruppo  K,  sottogruppo  in- 
di G,  formalo  da  tutte  le  sostituzioni  che  appartengono  si- 
mente  ad  ognuno  dei  gruppi  (2i. 

Il  gruppo   r ,  cfie   opera  fra  gli  i  elementi  (1) ,  è  tran- 

,ti,  si  troverà  sempre  una  sostituzione  -f  che  sostituisce 
altro  periodo  qualunque  Ht^.  Basterà,  evidentemente,  a 
ìtto,  di  prendere  per  -j  la  corrispondente  della  sostituziono 


Se  V  è  r  ordine  di  r ,  si  ha ,  in  virt&  deH'isomorflsma 

r: 

,  poiché  r  opera  fra  i  lettere: 

poiché 

n  =  hi , 

h  5  p  11^  ,3) 

Se  G  è  un  gruppo  semplice  qualunque   (art.   2G2),  ed  H 
ìotto-gruppo    di    ordine  li  e  di   indice  ì  rispetto  a  O  (cfr. 
,  si  ha  h^  |i-  1. 
lesto  un  corollario  della  (3);  poicliè,  se  G  è  semplice,  8Ì 

Applichiamo  la  (3)  prendendo  por  H  un  gruppo  qualun- 
ostiluzioni,  latte  di  classe  pari,  fra  m  lettere,  e,  per  Q  il 
.Iternato  (art.  245)  relativo  alle  stesse  lettere,  ìl  quale  è 
}0  semplice  (cfr.  Note  del  §  Q.°).  La  (3j  prende  (cfr.  ar- 
6)  la  forma: 

A  ^  !/-_!_,  (4) 

l'indice  di  H  rispetto  al  gruppo  alternato;  cosicché  l'in- 
}luto  di  U    cloò  il  suo  ìndico  rispetto  al!'  intero  gruppo 
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sirametrico,  è  j  =  ^i.  Poiché 

eoatituendo  questa  espressione  di  A  in  (4),  otteniamo: 

l™  =  2[i, 

oDde  sarà  evidentemente  i>m,  cioè  j>2m. 

Danqae:  l'indice  di  un  gruppo  di  tostitutioni  tutte  di  classe 
pari,  fra  m  lettere  (che  non  sia  il  gruppo  alternato)  non  può  es- 
tere inferiore  a  2  m  (per  m  >  4). 

Qaesto  teorema  cade  In  difetto  per  m  =  4,  poicliè  InTatti  fra 
quattro  lettere  a,  b,  e,  d  sì  ha  (art.  265)  il  gruppo 

1  ,  (ab){cd)  ,  (ad)(bc)  ,  (ac)(6d) 

il  cai  indice,  6,  è  Inferiore  ad  8. 

288.  Sia  ora  H  an  grappo  di  sostitazloni,  non  tutte  di  classe 
pari,  fra  m  lettere  (m  >  4}  dì  ìndice  assoluto  j.  Come  sappiamo 
(ftrt.  246),  le  Btie  Bostìtnzionì  saranno  met&  di  classe  dispari  e  metà 
di  classe  pari  e  quest'  ultime  formeranno  un  gruppo  H'  di  indice  2j. 
Per  11  teorema  precedente  si  avrà  dunque  2j^2m,  cioè:  l'indine 
di  un  gruppo  di  sostituzioni  non  tutte  di  classe  pari  fra  m  let- 
tere Im  >  il  non  può  essere  inferiore  ad  ra. 

Dall'  insieme  del  due  casi  trattati  risulta  che  con  m  lettere 
(m  >  4)  non  si  possono  formare  gruppi  di  sostituzioni  il  cui  in- 
dice sia  inferiore  ad  m. 

389.  Prima  di  chiudere  questo  §,  ci  sarà  utile  rilevare  un  caso 
particolare  importanti  del  teorema  dell'art.  279. 

Se  si  prendo  per  H  il  sotto-gruppo  formato  dall'unità;  i  pe- 
riodi H  ,  U,  ,  Hj , .  .  .  si  riducono  alle  stesse  sostituzioni 

i  >  9i  '  9a  >  ■  ■  ■  '  9n 
di  6,  cosicché  il  gruppo  isomorfo  T  opererà,  transitivamente  (ar- 
ticolo 284),  su  n  elementi.  Dallo  stesso  articolo  segue  poi  che  l'iso- 
morfismo sarà  oloedrico,  giacché  il  numero  f,  dovendo  essere  l'or- 
dine di  un  sotto-gruppo  di  H,  sarà  evidentemenio  uguale  ad  1. 

Vediamo  dunque  che  un  gruppo  qualunque  dì  ordine  n  è  iso- 
morfo oloedricamente  ad  un  gruj'po  trausittvo  di  ordine  n  fra  n 
lettere. 

Vot»  »d  Eierci8i. 

t.  BilsTAre  nella  dimostrazione  dall'art.  283  il  teorema:  fé  lottituiioiii 
a  Q  alle  quali  nell'  Uomorfitmo  fra  O  <  T  corrUpondouo  lotliluiioiti  y  che 
latdaito  fermo  Un  dato  periodo  Hf ,  altro  non  fono  che  U  lottiluiioni  tiri 
gruppo  t''HJ. 

2.  Si  dimostri,  in  aggiuula  all'art.  284,  ohe  P  non  può  ossero  due  volto 

3.  A   proposito  dol  toorema  dell'art.  288,  ai  noti  cbe,  effe  ttiv  amen  lo, 
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noi  grappo  simmetrico  fra  m  lettera,  esiste  almeno  un  sotto-gruppo  di  ìn- 
dice m,  cbe  è  il  gruppo  H  formato  da  tutte  quelle  sostitluiont  che  laeciano 
fetma  una  lettera. 

Supponiamo  che  esista  anche  on  altro  sotto-gruppo  K  che  sia  pure  di 
indice  m.  Le  Boatituzioni  del  gmppo  simmetrico  Q  danno  Inogo,  nel  modo 
giA  spiegato  (art.  2SS]  alle  co  i-rispondenti  sostitniioni  dì  un  grappo  iso- 
morfo r  tta,  gli  m  periodi: 

K  ,  K(,  ,  K(,  ,  .  .  .  ,  Kt„. 

In  questo  caso  si  ha  p  =  1  ,  poichò  p  era  l'ordine  di  un  sotto-gruppo 
di  E  invariante  rispetto  a  O.  Ora  Q  non  contiene  altri  sottogruppi  inva- 
rianti, alt'infueri  del  gcuppo  alternato;  poiché,  se  ne  contenesse  ano,  le 
sostituzioni  comuni  ad  esso  e  al  groppo  alt(>rnato  formerebbero  un  sotto- 
gruppo invariante  rispetto  al  gruppo  alternato  che  è  invece  un  gruppo 
semplice.  D'altra  parte  il  gruppo  alternato  non  può  essere  contenuto  in 
K  che  ò  di  indice  m.  L' isomorfismo  fra  G  e  1'  è  dunque  oloodiico  e  per 
conseguenza  al  gruppo  K  corrispouderà  in  F  un  gruppo  dallo  stesso  or- 
dine K'  le  cui  sostituzioni  lasciano  evidentemente  fermo  il  primo  pe- 
rìodo K.  Esso  non  è   dunque  altro  che  il  gruppo  simmetrico   fra  n  —  1 

Ki,  ,  K(,  ,  .  .  .  ,  Ki.  , 

cosicché  denominando  questi  periodi  colle  stesse  lettere  b  ,  e  ,  d  ,  .  .  .  su 
cui  opera  il  gruppo  H  ,  il  groppo  £'  ricade  nello  stesso  gruppo  H.  Per- 
tanto si  conclude  che  E  È  isomorfo  oloedricamente  ad  H.  Cioò  ;  t  gruppi 
di  ordine  Im  --  1  contenuti  nel  gruppo  timmetrico  fra  va  leller»,  tono  lulii  uo- 
morfi  fra  loro. 

4.  Oon  ciò  non  ai  vuole  intendere  ohe  essi  siano  anche  tutti  simili 
fra  loro  (cfr.  art.  252).  In  effetto,  fra  sei  lettere,  si  ha  oltre  ai  gruppi  in- 
transitivi ohe  lasciano  forma  una  data  lettera,  anche  nu  grappo  transitivo 
dello  stesso  ordine  120. 

§  10.O  —  Teoremi  di  Oanchy  e  di  Sylow. 

290.  Basendo  n=p'q^r'...  V  ordine  dì  un  gruppo  r  decom- 
posto nei  saoi  fattori  primi  distinli  p  ,  q  ,r  , ,  ,  .  ,  ci  proponiamo 
dimostrare  ciie  esso  contiene  sempre  dei  sotto-gruppi  di  ordine/»', 
di  ordine  <^  e  cosi  via  (•). 

Senza  recare  alcun  danno  alla  generalità  della  questione,  ci  6 
lecito  di  ammettere  (cfr.  art.  289j  che  il  gruppo  P  sia  anche  tran- 
sitivo e  del  grado  n,  cioè  che  operi  sopra  u  lettere: 

a;,  ,  ajj  ,  .  .  .  ,  x„.  (1) 

291.  Se  poniamo  p"''gM  ...  =  w,  d'onde  n=pv,  possiamo  in 
un  modo  qualunque  distribuire  le  n  lettere  (l)  in  v  sistemi  cia- 
scuno di  p  lettere: 

x\  ,  ar'j , ... ,  x'j,  ;  i", ,  x"t , ... ,  !c"p  ; . . .  ;  x, '"',  Xj'"', ... ,  Xp'"'       (L'ì 


e*)  Questo  teorema  è  stato  stabilito  da  Sylaw  (vedi  Mathimatiiche 
Aiinalen  Ya\.  V.  1872  ]  appoggiandosi  sul  teorema  di  Cavchy  che  :  og»i 
gruppo  l'I  Rui  ordina  tia  diviiibile  pel  numero  prima  p,  conitene  altaeno  uno 
totlilutione  di  ordine  p.  La  dimostrazione  qui  riportata  è  di  Caprili  (vedi 
la  memoria:  Sopra  i'  ieomorfiimo  dei  gruppi  di  loitiluzioni  nel  Giornale  dì 
Matematiche  di  Baltaglini,  Voi.  XVI,  1S78Ì.  Una  t«rza  dimostrasione  è 
stala  pili  data  da  ITrobeniut  (vedi:  Jourìtal  /Or  Mathematik  Voi.  100,  1&86J. 
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e  considerare  tutte  le  forme  distìnte  f,fi,ft,"'  cbe  paO  prendere 
l'espressione: 

x\  x\...  ac'p  +  x\  x'\  .  . .  i"p  +  . . .  +  ariClaijC» . .  ,  XpC'        (3) 

per  le  varie  aostituzioni  di  r.  È  evidente  che  naa  qualunque  delle 
sostituzioni  di  V  escgnita  fra  le  lettore  (l) ,  da  cui  dipendono  le 
f  j  fi  tf»  >  ■  ■  ■  I  *^ri\  per  effetto  di  permntare  fra  loro  le  espressioni 
f  >  fi  t  fi  •  ■  •  •  Tultaviii  può  darsi  il  caso  che  taluna  di  queste  espres- 
sioni non  sia  alterata  da  alcuna  delle  sostituzioni  di  r.  Se  questo 
caso  ha  luogo,  ci  è  sempre  lecito  di  prendere  per  f  una  appunto 
di  siffatte  espressioni;  ed  allora  le  sostituzioni  di  V,  non  dovendo 
alterare  1'  espressione  (3),  dovranno  ridursi  a  delle  permutazioni 
fra  i  ti  prodotti: 

Vi  =  '^'l'^t  ■  ■  ■  a;'p ,  ffi  =  x'\x't  ...x"f,...,y,  =  ^il^'a;,'"' . . .  Xp'")  (4) 
cosicché  ad  ogni  sostituzione  y  di  T  fra  le  a;,  ,...,x„  corrispou- 
derà  una  sostituzione  v'  fra  le  Ji  t  y» ,  ■  ■  • ,  y,-  Tutte  qoeste  nuove 
sostituzioni  costitniranno  un  nuovo  grappo  V,  evidentemente  iso- 
morfo a  r,  il  quale  sarà  del  pari  transitivo,  poichb  lo  era  r. 

292.  Ciò  posto,  operiamo  con  r'   analogamento  a  quanto  si  è 
fatto  con  P.  Cioè,  poiché  r'  opera  fra  le  w  lettere 


poniamo  (se  «  >  1):  b'  =p''"*jM ...  e  distribuiamo  in  un  modo  qua- 
lunque le  lettere  (1)'  in  v'  sistemi  cioscano  di  p  lettere: 

y\,y'%<"-ry't  ì  i/"i, ?"«»■■-. »"p;---;  ffi'"'')»»'"', ••■■»'''''•  (2)' 

siano  f  ,fi,ft,—  le  forme  distinto  che  può  prendere  l'espressione 

y\  y'f-  y'p  +  y"i  y"»  •■■y"p-v  —  -i-  j*/"''  yj'"'' . . .  yp'"''    (3)' 

per  mezzo  di  tutte  le  sostituzioni,  di  r',  fra  Io  yi  ,  y» , . .  Jb  (d*  con- 
siderarsi ,  si  noti  bene ,  come  lettere  arbitrarie  fra  loro  distinte). 
So  di  bel  nuovo  si  presenti  il  caso  che  taluna  dello  espressioni 
f  ìfiyf't rimanga  inalterata  da  tutte  le  sostituzioni  di  r',  po- 
tremo sempre  supporre  che  essa  sia  la  stessa/^,  dimodoché  allora 
le  sostituzioni  di  P',  non  potendo  alterare  1'  espressione  (3)',  non 
faranno  che  permutare  fra  loro  1  «'  prodotti: 

"i = y'i  y's  -  y'p  >  ^  ~ y''t  y*"  -  y''p  >  -  -  "«■ = yi'"''!/»'"''  -  yp^"'^-  W 

In  tal  modo  alle  sostituzioni  di  T'  fra  le  lettere  (1)'  corrisponde- 
ranno delle  aostitazioni  fra  le  lettere  z,  ,£(,...,  ;„;  esse  costi- 
tairanno  un  nnovo  grappo  T"  isomorfo  a  l" ,  che  sarà  transitivo, 
poiché  f  era  esso  stesso  transitivo. 

Ed  ora  nello  stesso  modo  come  da  r'  siamo  passati  a  r",  pas- 
seremo, so  la  cosa  é  possibile,  dal  grappo  P"  ad  un  nuovo  gruppo 
r"'  isomorfo  a  P"  e  transitivo,  ed  operante  sopra  p'^'^jM ,. .  let- 
tere; e  cosi  di  seguito  fincìiè  sarà  possibile  andare  innanzi.  Nel 
caso  più  eccezionale  potremo  cosi  giungere  fino  ad  un  gruppo 
transitivo  Pl"'  il  quale  non  operi  più  che  sopra  q^.r^ . . .  lettere. 
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293.  E  bene,  per  maggior  chiarezza,  di  trattare  qaesto  caso 
separatamente.  Se  si  consideri  cbe  nella  serie  di  gruppi r,!",...,?''' 
ciascuno  di  essi  è  isomorfo  al  precedente,  si  vede  die  l'ultimo  di 
essi  è  isomorfo  al  primo,  corrispondendo  ad  ogni  sostituzione  dì 
r  un'  nnica  sostituzione  di  r'.  Per  conseguenza  i'  ordine  di  r''', 
che  iudicliererao  con  n<"',  sarà  (art.  280)  an  divisore  dell'ordine  h 
d<  P;  onde  potremo  scrivere: 

n  =  p-nW.  (5) 

Inoltre,  essendo  P'"'  un  gruppo  transitivo  fra  jM  . .  .  lettere, 
il  suo  ordine  sarà  dato  <art.  249)  da 

n^''i  =  j.m.^rT...,  (G) 

dove  '/S'>  è  l'ordine  del  sotto-gruppo  A''J  formato  da  tutte  quello 
sostitnzioni  di  P'"'  che  non  jepostano  nna  certa  lettera  fissata  a 
piacere.  Sia  ora  A  il  gruppo  formato  da  latto  quelle  sostitnzioni 
di  P  alle  quali,  nel  nostro  isomorfismo,  corrispondono  le  sostitn- 
zioni di  A''''.  Come  l'ordine  di  P  è  uguale  per  la  (5)  all'ordine 
di  r'*'  moltiplicato  per  p,  cosi  l'ordine  dì  A  sari  eguale  a  quello 
di  A'''  moltiplicato  per  lo  stesso  numero.  L'ordine  di  A  6  dun- 
que dato  da 

À=p.XW. 

Da  questa  eguaglianza,  eliminandone  p  «  XW  per  mezzo  delle  (5) 
e  (6),  si  ricava: 

Nel  caso  eccezionale  che  abbiamo  considerato,  resta  cosi  sen- 
z'  altro  già  dimostrata  1'  esistenza  di  un  gruppo  parziale  A  dì  or- 
dine p'  contenuto  in  P. 

291.  In  generale ,  però ,  dovremo  arrestarci  ad  na  gruppo 
j.(B-*)  ^  ^k<.a),  U  quale  opera  sopra  p^g^rf...  lettere  e,  al  pari  di  tatti 
quelli  che  lo  precedevano,  è  transitivo  ed  isomorfo  a  P.  Siano 
Si  >  5j  j  Ss  1  ■  ■  ■  &''  elementi  su  cui  opera  r'''~*).  Essi  possono  di- 
stribuirsi in  te  =■  p'^'gM  ■ .  ■  sistemi,  ciascuno  di  p  lettere: 

clic  danno  luogo  all'  espressione: 

?,  =  5',  §',-■.  V,.  +  5",  I", , . .  V'p  +  ■■■  +  5,'-'  5,""  .  ■ .  V-'.  (7) 

Questa  volta,  fra  le  espressioni  distinte  9,  ,  ?»  >  i  •  ■  i  ?v  •'he 
possono  nascere  dalla  (7)  mediante  tutte  lo  sostitnzioni  fra  le  Ict- 
lere  5i  ,  5i ,  ■  -  •  t  non  ve  ne  lia  neppur  nna  che  sia  lasciata  inal- 
terata da  tutte  le  sostituzioni  di  r'""*' ,  poiché  altrimenti  si  po- 
trebbe passare  da  questo  gruppo  nd  un  nuovo  gruppo  p(«-*'ii,  j] 
che  è  contro  le  ipotesi  fatte. 

Ciò  posto,  ti  numero  delle  espressioni  distime  è  dato  da 


{»> 
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Inratti,  il  nnincro  dello  soBtliazioni  possibili  fr.i  Ir  p-w  lettere 
E, ,  E, , ...  è  \pw  ;  ma  dalla  forma  della  ospL-csBione  {7j  appare  lua- 
nireataroente  die  esistono  sempre  (j^)*^  soBCituzioni  che  lasciano 
in.ilcerata  ogni  espressione  9,. 

11  nomerò  v  gode  della  proprietà,  per  noi  importante,  di  non 
essere  divisibile  per  il  numero  primo  p.  Ed  invero  i  soli  faliori 
contenuti  in  l;'-u>,  che  siano  divisibìli  per  p  sono; 

p  ,2p  ,Zp  , .  . . ,  wp , 

eii  il  loro  prodotto  p"  {[te)  entra  evidentemente  come  fattore  nel 
denominatore  dell'  espressione. 

2lt5.  Le  sostituzioni  di  r<'"*'  non  potendo  che  scambiare  fra 
loro  le  espressioni  9t  •  ?a  t  ■  ■  •  >  ?v  )  incute  si  distribuiranno,  rispetio 
alle  sosiitDzioni  di  r'^'*',  in  certi  sistemi  di  intransitività  (251)  com- 
posti risp.  di  ft,  ,  ftj  ,  Aj ,  .  . . ,  espressioni;  cosicché ,  per  esempio, 
lo  hj  espressioni  f  che  compongono  l' i"*""  uistcma,  verranno  sem- 
plicemente scambiate  fra  loro  dalle  sostituzioni  di  rl'~*).  Poiché 

A,  +  A,  -l-  A,  -f  . . .  =:  V 

e  V  si  è  dimostrato  essere  primo  con  p,  è  chiaro  che  almeno  uno 
di  questi  numeri,  per  esemplo  h^ ,  sarà  primo  con  p.  Inoltre  sarà 
»cmpre  Aj  diverso  dall'unità,  poiché  altrimenti  esisterebbe  un'e- 
spressione 9  la  quale  verrebbe  scambiata  soltanto  in  se  stessa, 
cioÈ  resterebbe  inalterata  da  tutte  le  sostituzioni  di  P, 

Possiamo  dunque  ammettere  l'esistenza  di  uu  sistema  di  espres- 
sioni 

?■,  ,  »",  ,  »■" 9,'"  (9) 

che  godono  della  proprietà  di  essere  permutate  fra  loro  transiti- 
vamente dalle  sostituzioni  di  r'*"*' ,  essendo  il  numero  A  delio 
espressioni  stesse  maggiore  di  1  0  primo  con  p. 

È  chiaro  che  ad  ogni  sostituzione  y  di  p'^"*'  corrisponderà 
una  sostituzione  0  fra  le  (9)  e  che  tutte  questo  sostituzioni  costi- 
tuiranno un  grappo  0  isomorfo  a  r'"""' ,  e,  quindi  anche  a  r  ,  e 
transitivo.  Detto  n'  V  ordine  di  0,  si  avrà,  come  sappiamo  : 

n'  =  h.m',  (10) 

essendo  m'  l'ordine  del  sotto-gruppo  A'  formato  da  quelle  soslitu- 
zioni  (li  0  che  non  alterano  una  delle  espressioni  (;i).  A  questo 
soiio-giuppo  corrisponderà,  nell'isomorfismo  fra  P  e  0,  un  certo 
sottogruppo  A  di  F,  di  ordine  m;  0  per  le  proprietà  dell' isomor- 
Hsroo  gli  ordini  n  ed  nt  di  ?  e  di  A  esser  dovranno  eqnimultipli 
degli  ordini  «'  ed  «t'  di  0  e  di  A',  cosicché  potremo  scriverò: 

»  =  fM'    ,     m=pm'.  (Il) 

Dalie  tre  uguaglianze  (IO)  ed  (II)  segue  ora  facilmente 


CiFBLLt.  — /«li'Iuzioni  di  analiti   algebrica,  3.*  qiIìe.  16 

U.g,l,zù.oyGoO'^lc 


—  122  - 

Qaeat' C8preaaioitc  di  m,  che  è  l'ordine  di  an  certo  sotto-griippo 
A  di  P,  tenendo  presante  che  A  6  maggiore  di  1  e  primo  con  p, 
ci  dice  che  m  è  inferiore  ad  n,  cppore  ancor  divisìbile  per  p\ 

Concladìamo  dunque  che:  ae  p"  è  la  più  alta  potenza  del  fat- 
tore primo  p,  cho  divide  l'ordine  di  un  gruppo  qualunque  G,  esi- 
ste sempre  in  G  un  sotto-gruppo  di  ordine  inferiore  {determina- 
bile col  metodo  indicato)  il  cui  ordine  è  ancora  divisibile  per  p'. 

296.  Se  ora  G'  sia  questo  gruppo,  si  avrà,  applicando  a  O'  lo 
stesso  teorema,  che  anche  in  G'  k  contenuto  un  sotto-gruppo  di 
ordine  inferiore  ancora  divisibile  per  j?'.  Cosi  procedendo  si  giun- 
gerà necessariamente  ad  un  sottogruppo  di  ordine  p",  del  quale 
resta  cosi  dimostrata  l'esistenza. 

Vota. 

1.  A.I  teorema  dìmoEtrato  vanno  nniti  Biconi  complementi  importanti, 
elio  ila  e.4«o  si  deducono  facilmente,  e  sono  anche  conosciuti,  nel  loro  in- 
sieme, sotto  il  nome  di  secondo  teorema  dì  Si/loìo.  Ci  limiteremo,  per  bre- 
vità, ai  soli  enunciati. 

Sia  p'  la  più  alta  potenza  del  numero  p  che  divida  l'ordine  n  del 
Kmppo  r.  Detto  P  uno  dei  sotto-gruppi  di  T  di  ordine  ji'  dei  quali  sì  à 
dimostrata  l'esistenza,  eia  B  il  gruppo  formato  da  quelle  sostituiioni  di  T 
che  trasformano  in  se  stesso  il  gruppo  P.  Se  r  è  T  Ìndice  dì  P  rispetto 
ad  B  ed  j  V  indice  di  B  rispetto  a  V,  cosicché 

n  =  p».r.j, 

ì  numeri  r  ed  j  sono  evidentemente  primi  con  p;  ma  por  il  numero  j  sì 
dimostra  inoltre  che  osso,  diviso  per  p,  dà  por  reato  1. 

Si  dimostra  poi  che,  di  sotto-gruppi  di  ordine  p'  contenuti  in  F,  ve  no 
sono  precisamente  j.  Essi  sono  tutti  simili  fra  loro;  anzi  si  ottengono  da 
uno  qualunque  di  essi,  per  esempio  P,  trasformandolo  mediante  sostitu- 
tioni  dallo  stesso  gruppo  1'.  E  precisamunte,  se  le  sostituzioni  di  T  si  rap- 
presentano, prendendo  come  primo  periodo  B  (cfr.  art.  24S),  coi  periodi: 

n,Bg,,Bg,,    .  .  ,  Ejj^,  , 

i  sotto-gruppi  di  r  di  ordine  p'  sono; 

P  .  yr'Pffi  .  ff."'fe.  .  ■  ■  ■  ,  gj-r'^sj-  (1) 

Aggiungiamo  finalmente  che  ogni  sotto-gruppo  di  G  il  cui  ordine  si« 
una  potenza  del  numero  primo  p,  ò  necessariamente  contenuto  in  uno  do- 
gli j  gruppi  (J). 

2.  1  gruppi  il  cui  ordine  è  una  potenaa  di  un  numero  primo  godono 
dì  una  particolarità  notevoHBsima.  8e  sia,  cioè,  P  un  gruppo  di  ordine  p' 
e  Q  un  suo  sottogruppo  di  ordine  p^  (p  <  «),  esisto  in  P  un  sotto-gruppo 
di  ordine  p^*'  la  cui  sostituzioni  trasformano  in  se  stesso  il  gruppo  Q. 
Di  qui  segue  manifestamente  che  il  sotto-gruppo  Q  fa  parto  di  una  suc- 
cess Iona  di  sotto -gruppi: 

1   .  P,  ,  P ,  P,_,  ,  P 

ognuno  dei  quali  ò  sotto-gruppo  invariante  (art.  2(!2  )  di  quello  che  lo 
segue,  l  loro  ordini  sono  risp.  1 ,  a ,  a» ,  o*  , ... ,  o*". 
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CAPITOLO  IV. 

OPERAZIONI    CON    NUMERI    RAZIONALI 


§  l.o — Qeneal  coublnatorla  del  oonoetto  dt  valore. 

297.  Siano  A,  B,  C, .  . .  tutti  gli  oggetti,  generalmente  parlaniio 
in  numero  infinito,  che  possono  essere  presi  in  considerazione  in 
un  dato  ordine  di  idee.  Il  loro  insieme  ei  indicherà  con  U;  nel  men- 
tre che  indicheremo  con  Q, ,  Q, , ...  gli  aggregati  finiti  contenuti  in 
U,  cioè  gli  aggregati  formati  dalla  riunione  di  un  numero  finito  di 
oggetti  scelti  a  piacere  fra  gli  oggetti  A,  B,  C^ . .  .  di  U. 

Si  dirà  che  due  aggregati  qualunque  fi,- ed  Qj  hanno  la  stossa 
importanza,  o,  meglio,  lo  stesso  valore,  o  anche  che  sono  equiva- 
kitti  fra  loro  nell'ordine  di  idee  prestabilito,  se  sia  lecito  (tinche 
si  resta  nel  detto  ordine  di  idee)  di  sostituire  l'uno  all'altro,  tutte 
le  volte  cho  occorra  servirsi  dell'uno  di  essi- 
cosi, ad  esempio,  nell'ordine  di  idee  monetario  in  cai  Uè  l'in- 
sieme di  tutti  i  pezzi  monetati  A,  fi,  C,...  che  si  trovano  jn  circo- 
lazione, ed  Q, ,  Qj ,  .  .  .  i  diversi  grappi  di  monete  che  con  essi  si 
possono  formare,  l'aggregato  formato  da  una  doppia  lira  e  da  venti 
aoìdì  (la  cui  numerosità  k  rappresentala  da  21)  ha  lo  stesso  va- 
lore dell'aggregato  di  tre  pezzi  da  una  lira  (benché  quest'ultimo 
abbia  una  numerosità  difTorcnic,  cioè  3). 

298.  La  legge  dei  valori,  cioè  qaella  legge  che  stabilisce  in  modo 
perfettamente  determinato  quali  aggregati  siano  fra  loro  equivalenti 
e  quali  non  lo  siano,  non  è  però  accettabile  se  non  soddisfa  ad  al- 
cune proprietà  fondamentali,  delle  quali  la  prima  si  è  che  due  ag- 
gregati equivalenti  ad  un  terzo  »iano  equivalenti  fra  loro. 

Ciò  non  è  però  ancora  sufficiente  ad  assicurare  die  la  legge  dei 
valori  non  sia  contraddittoria;  ad  assicurare,  cioè,  cho  tutte  le 
volte  che,  nelle  operazioni  consontite  dall'ordine  di  idee  prestabi- 
lito, si  sostituisca,  ad  an  aggregato,  un  aggregato  equivalente,  i  ri- 
sultati siano  ancora  equivalenti. 

A  questo  riguardo  noi  ci  dobbiamo  limitare  alle  due  operazioni 
combinatorie  fondamentali  di  aggregazione  e  di  composizione  nelle 
quali  abbiamo  già  visto  doversi  ricercare  le  prime  origini  dell'a- 
ritmetica dei  numeri  naturali. 

299.  AflBnchè  una  legge  di  valori  sìa  legittima  rispetto  all'opera- 
zione di  aggregazione,  è  necessario  che,  so  un  aggregato  Q  ven- 
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g»  dichiarato  equivalente  ad  nn  aggregato  11',  anche  l'ag^egaio 
(Q  ,  H)  rianione  di  Q  e  di  un  altro  aggregato  qnalanqticH,  ven- 
ga dichiarato  equivalente  all'aggregato  {Q',H)  e  reciprocamente. 
Se  nna  legge  di  valori  soddisfa  a  qneste  condizioni,  noi  dire- 
mo,  per   brevità,  che  essa  gode  della  proprietà  aggregativa. 

300.  Si  pnò  inoltre  pretendere  che  la  legge  dei  valori  sia  legil- 
tiina  anche  rispetto  ad  una  certa  legge  L  di  composizione  degli 
elementi  A,  B,  C,..,  Affinchè  ciò  sia,  è  necessario  che,  essendo  Ù 
ed  Q'  due  aggregati  equivalenti  ed  H  un  aggregato  qualsivoglia, 
Il  composto  iìH  dei  due  aggregati  Q  ed  H  (cfr.  Gap- 1,  §  i)  sia  no 
aggregato  equivalente  al  composto  Q'H. 

So  queste  condizioni  sono  soddisfatte,  diremo  brevemente  che 
la  legge  dei  valori  gode  della  proprietà  compositiva  rispetto  al- 
la legge  di  composizione  L. 

È  bene  notare  che,  in  virtù  della  legge  L,  gli  elementi  A,B,  C,... 
di  U  si  devono  considerare  come  costituenti  un  gruppo,  attribuendo 
qui  alla  parola  gruppo  un  significato  analogo  a  quello  della  teo- 
ria delle  sostituzioni;  giacché,  in  virtù  di  tale  legge,  ogni  composto 
AB  di  due  elementi  qualunque  di  U  6  ancora  un  elemento  ben  de- 
tcrminato di  U,  cioè  si  troverii  essere  uno  dogli  stessi  clementi 
A,  B,  C,... 

g  2.0  —  Legge  ragionale  del  valori. 

301.  Noi  distingueremo  gli  elementi  od  unilA  di  D  (cioè  quegli  og- 
getti che  servir  devono  a  formare  gli  aggregati  da  sottoporsi  poi 
ad  una  opportuna  legge  di  valori)  in  unità  positive  (o  di  »enso  o 
segno  positivo)  ed  unità  negative  (o  di  senso  o  segno  negativo)  e, 
cosi  quelle  come  queste,  in  uuità  di  prima  specie,  di  seconda 
specie,  di  terza  specie,  ecc.,  convenendo  che  le  unità  A„  ,  B„  ,  C^  ,  .„ 
di  una  stessa  specie  (n'"'"')  positiva  verranno  dichiarate  eqnivaicnii 
e  similmente  verranno  dichiarate  equivalenti  quelle  A'„  ,  B'^ ,  C'„  , ... 
di   una  atossa   specie  negativa;  e  convenendo  inoltre   fin  d'ora: 

1")  che  l'aggregato  di  «  unità  positive  di  ji"'""*  specie  verrà 
dichiarato  equivalente  ad  una  (e  quindi  ad  ogni)  unità  positiva  di 
prima  specie. 

2°)  che  r  aggregato  di  n  unità  negative  di  n"'""  specie  verrà 
dichiarato  equivalente  ad  ogni  unità  negativa  di  prima  specie. 

3°)  che  l'aggregato  A^  ,  A'„  ,  formato   dalla   riunione   di  una 
qualsiasi  unità  positiva  di  n""""  specie  e  di  una  qualsiasi  negativa 
della  stessa  specie,   verrà    dichiarato    equivalente    oAV  aggrepato 
nullo,  cioè  all'aggregato  fittizio  che  non  contiene  alcun  oggetto. 
Il  Le  unità  di  prima  specie  {positive  o  negative)  le  chiameremo 

.j  anche   unità  fondamentali,  le  altre,  unità  aliquote. 

J  Innanzi  di  procedere  alla  determinazione  completa  della  legge 

-  dei  valori,  è  necessario  premettere  alcune  definizioni. 

302.  Due  aggregati  qualisivogliano  formali  con  oggetti  di  U,  ciofe 
l                              colle  unità  positive  o  negative  considerate,  si  diranno  simili  se. 
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<li  ogni  specie  (positiva  o  negativa)  di  unità  ne  conlengono  lo  steeeo 
ninnerò.  Cosi,  ad  esempio,  secondo  le  notazioni  testé  adottato,  sa- 
raitno  simili  l'aggregato  : 

A,  ,  B,  ,  Bj  ,  Cj ,  Dj ,  B3  ,  Cj  ,  A', ,  C, 
e  l'aggregato: 

B,  ,  C,  ,  C,  ,  D,  ,  C,  ,  E, ,  B', ,  C, ,  Dj. 

303.  Un  aggregato^'  si  dirà  multiplo  di  un  aggregato  Q,  secon- 
da il  numero  n,  se  esso  è  la  rianlone  di  n  aggregati  tutti  simili  ad 
Q.  Cosi,  ad  esempio,  r  aggregato  : 

A, ,  A',  ,  B, ,  Cj ,  Dj  ,  B,  ,  B',  ,  D, ,  E,  ,  A5 ,  C,  ,  C,  ,  A,  ,  G, ,  B5 
-  {A, ,  A', ,  B, ,  C, ,  DJ  ,  (Bj ,  B', ,  D, ,  Ej ,  Aj) ,  (C, ,  C, ,  A, ,  G, ,  B5) 
è  multiplo,  secondo  il  numero  3,  dell'aggregato: 
A,  ,  A',  ,  Ba ,  C,  ,  Dj. 
Se  Q  ed  H  sono  due  aggregati  qualunquu,  ed  il'  ,  H'  siano  ri- 
spettivamente multipli  di  Q  ed  H  secondo  lo  stesso  numero  n ,  si 
dirà  cbefl'  ed  H'  sono  equimuUipU  di  0  ed  H  rispettivamente. 

304.  Ciò  premesso,  la  determinazione  completa  dell'equivalenza 
o  non-equivalenza  di  due  aggregati  comunque  formati  con  le  unità 
delie  diverse  specie,  positivo  e  negative,  sopra  considerate  si  darà 
come  segue. 

i>ue  agf/rtgati  sono  equivalenti  se  esistono  due  aggregati  equi- 
muftipli  di  essi,  i  quali  si  possano  dedurre  V  uno  dall'  altro  me- 
diante  un  mimerò  finito  di  operazioni  dei  seguenti  due  tipi  : 

n)  sostituzione  di  un'unità  fondamentale  (positiva  0  negativa) 
fon  D  unità  {rispettivamente  positive  o  negative)  di  specie  a"*'""; 
oppure  l'operazione  inversa; 

b)  soppressione  di  un'unità  positiva  di  specie  n  e  di  un'u- 
nità tingativa  della  stessa  specie;  oppure  l'operazione  inversa,  cioè 
aggiunzione  ali' aggregato  di  un'  A^  e  di  un'  A'„. 

A  schiarimento  di  questa  definizione  aggiungiamo  alcuni  esempi, 
mantenendo  le  convenzioni  già  addottale  per  la  designazione  delle 
diverse   specie   di   unità  positive  o  negaiivc. 

305.  Esempio  l."—  L'aggregato  A,  ,  B,  ,  A,  ,  B^  6  equivalente 
all'aggregato: 

Aj  ,  B,  ,  C3  ,  D,  ,  Ea  ,  G3  ,  Ag  ,  89  ,  Cg  ,  Ds  ,  Ec  ,  Gu  , 

giacctit  il  secondo  si  deduce  direitamcnte  dal  primo  sostituendo 
Al  con  A3  ,  B,  ,  Cg  ,  poi  B,  con  D^  ,  Ej ,  G,  ,  poi  Aj  ,  B,  con  C, 
e  questo   a    sua  volta  con  Ag  ,  B„  ,  C^  ,  Dg ,  Eg  ,  Gg. 

306.  EsEUPio  a."  —  L'  aggregato  formato  dall'  unico  oggetto  Aj 
é  equivalente  all'  aggregato  formalo  dai  tre  oggetti  Ag  ,  Bg  ,  Cg. 
Infatti  gli   aggregati   A, ,  B^  ed  Ag  ,  Bg  ,  Og  ,  l>g  ,  Eg  ,  Gg  die  sono 
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eqaimultìpli  dei  due  precedenti  (secondo  il  numero  2)  el  dedacono 
J'uiio  dall'altro  ponendo  nel  primo  di  essi  A,  in  luogo  di  A,  ,Bj 
e  poi  nel  risultato  A^  ,  Bg  ,  C^  ,  D^  ,  iS^  ,  Q^  in  luogo  di  A,. 

307.  Esempio  3,o  —  L'aggrogato  A, ,  Aj  ,  Bj  è  equivalente  all'ag- 
grcgato  A,  ,  A^.  Infatti,  prendendo  di  questi  due  aggregati  gli  eqaì- 
multipli  secondo  il  numero  6,  si  ottengono  rispettivnmente  i  dae 

aggregati  : 

(A, ,  B,) ,  (C, ,  D,)  ,  (E, ,  G.) ,  (A3 ,  Bj  ,  Cj) ,  (D, ,  E, ,  G,} , 


B.) 

{C, 

D.) 

.(E, 

,0.) 

,(A, 

,B, 

,C,), 

P. 

(I. 

,1-. 

,«,) 

,(N, 

,P, 

,0.) 

,  B 

,0, 

,D, 

,  E, 

<5i  , 

(4., 

B. 

C,,D 

6  ' 

,E,) 

che  manifestamente  ei  deducono  l'ano  dall'altro  con  operazioni  del 
tipo  a). 

308.  EsEUPio  4.0—1  due  aggregati  Ag  ,  A',  ed  A'^ ,  B'^  sono  equi- 
valenti. Infatti,  i  loro  equimultipli,  secondo  il  numero  6,  si  possono 


(Ae  ,  Bg  ,  C\  ,  Db  ,  Ec  ,  Gg)  ,  (A', ,  B'j)  ,  (C'j ,  E',)  ,  (D'^ ,  G',J 
od 

(A'b  ,  B'« ,  C'b  ,  D\  ,  E'e  ,  Q'e) ,  (L-, ,  M',  ,  N'^ ,  P'^  ,  Q'e  ,  R',) 

o  anche,  con  operazioni  del  tipo  a)  : 

A,  ,  A',  ,B',  ,C', 
Cd 

E',  ,  G', 

e  da!  primo  di  questi  due  ultimi  aggregati  si  passa  al  secondo 
con  un'  operazione  del  tipo  6),  cioè  sopprimendo  nel  primo  i  due 
oggetti  A,  ed  A',. 

309-  Diremo  per  brevità  che  due  aggregati  sono  direttamente  equi- 
valenti, quando  sì  può  passare  direttamente  dall'uno  di  essi  all'al- 
tro, mediante  operazioni  dei  tipi  a)  e  6), 

E  senz'altro  manifesto  che  :  »e  due  aggregati  sono  direttamente 
equioalenti,  sono  anche  direttamente  equivalenti  i  loro  equimultipli 
secondo  vii  numero  qualsivoglia. 

È  poi  anche  evidente  che  :  se  due  aggregati  sono  direttamente 
equivalenti  ad  un  terso,  essi  sono  anche  direttamente  equivalenti 
fra  loro. 

310.  Due  aggregati  equivalenti  ad  un  terzo  sono  equivalenti  fra 
loro. 

Siano  infatti  H  e  K  due  aggregati  equivalenti  ad  uno  stesso  ag- 
gregato Q .  In  virtù  di  quest'ipotesi,  esisteranno  due  numeri  natu- 
rali )i,  V  tali  che  ogni  multiplo  di  H  secondo  |jl  sia  direttamente  equi- 
valente ad  ogni  multiplo  di  Q  secondo  |x  ed  ogni  multiplo  di  K  se- 
condo V  sia  direttamente  equivalente  ad  ogni  multiplo  di  Q.  secondo 
V.  Ma,  se  un  aggregato  il'  multiplo  di  H  secondo  |i  è  direttamente 
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equivalente  ad  nn  aggregato  Q'  multiplo  di  il  secondo  n,  ogni 
niulliplo  di  H'  secondo  v  sarà  diletta  mente  equivalente  ad  ogni  mul- 
ti|ilo  di  u'  secondo  v,  cioè  ogni  multiplo  di  lì  secondo  (iv  sarii  di- 
reitamenie  equivalente  ad  ogni  multiplo  di  Ù  secondo  |jiv.  Simil- 
meule  si  vede  che  ogni  multiplo  di  K  secondo  v;^  sarft  direttamen- 
te equivalente  ad  ogni  multiplo  di  Ù  secondo  v|ji.  Esisteranno  dunque 
un  multiplo  di  H  secondo  jiv  ed  un  multiplo'diJC  secondo  jiv  di- 
retMmente  equivalenti  ad  uno  stesso  multiplo  di  U  e  quindi  (cfr.  ar- 
licolo  309)  direttamente  equivalenti    fra  loro;  e.  d.  d. 

311.  La  leggo  di  vitlori  da  noi  definita  in  questo  §,  oltreciliÈ 
godere  della  proprietà  fundamcntalo  testé  dimostrata,  godo  anche, 
come  vedremo  nei  prossimi  §§,  della  proprietà  aggregativa  (ar- 
licolo  229),  e  della  proprietà  compositiva  (art.  3001  rispetto  ad 
una  legge  di  composizione  opportunamente  scelta.  Noi  designeremo 
brevemente  questa  legge  dei  valori  col  nome  di  legge  razionate, 
per  distinguerla  da  ogui  altra  legge  clie  potesse  per  avventura 
escogitarsi  e  perchè  essa  ci  condurrà,  in  modo  del  tutto  naturale, 
come  vedremo,  alla  teoria  dei  numeri  cosi  delti  razionali,  oggetto 
del  presente  scritto. 

g  3.0  —  11  concetto  di  valore  coDalderato  come  un'estenflione 
del  concetto  di  namero. 

3\2.  Sia  U  l'insieme  di  tutti  quegli  oggetti,  che  nel  precedente 
§  abbiamo  denominato  unità  positivo  o  negative,  fondamentali  od 
aliquote ,  delle  diverse  specie.  Noi  chiameremo  valore  di  nn  ag- 
gregato qualunque  e  di  tutti  i  suoi  equivalenti  comunque  formali 
cogli  oggetti  di  U,  ogni  simbolo  che  serva  a  riconoscerli  come  tali, 
cioè  a  distinguerli  da  tutti  gli  altri  aggregati  ad  essi  non  equiva- 
lenti. 

313.  Noi  dimostreremo  fra  poco  che  due  aggregati  di  unità  fon- 
damentali positive,  allora  e  soltanto  allora  sono  equivalenti,  quando 
usi  si  compongono   dello  stesso  numero  di  oggetti. 

Ammesso  dò,  è  chiaro  che  ogni  simbolo  che  già  sia  etato  adot- 
tato per  rappresentare  la  numerosità  di  nn  aggregato  di  unità  fon- 
damentali positive ,  potrà  anche  essere  simultaneamente  adottato 
per  rappresentarne  il  valore.  Per  gli  aggregati  non  equivalenti  ad 
aggregati  di  sole  unità  positive  di  prima  specie,  dovremo  invece 
adottare,  per  rappresentarne  il  valore,  altri   simboli. 

Nulla  però  ci  impedirà  di  dare,  anche  a  questi  nuovi  simboli,  il 
nome  di  numeri;  ben  inteso  che  casi  dovranno  considerarsi  come 
nnraeri  differenti  dai  numeri  naturali  fin  qui  considerati.  Ogni  ag- 
gregato darà  quindi  origine,  geuernlmeuto  parlando,  a  due  nu- 
meri, cioè  ad  un  numero  naturale  rappresentante  la  numerosità 
dell'aggregato  e  ad  un  numero  della  nuova  specie  rappresentante 
il  suo  valore.  Soltanto  per  gli  aggregati  di  unità  fondamentali  posi- 
tive vi  sarà  coincidenza  trai  due  numeri.  Essi  saranno  rappresen- 
tati, tanto  nella  numerosità  come  nel  valore,  da  numeri  naturali. 
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I  nnmei-i  natorali  ed  i  naovi  nameri  cosi  introdotti  si  chiame- 
ranno complessi vamcnie  numeri  razionali  (o  conìmensurabilì).  I  nu- 
meri razionali  si  distingueranno  dunque  in  oamerl  razionali  %iatu- 
roli  {atti  a  rapprCBentare  aiuiultanenmcnle  delle  numerosità  e  dei 
valori)  ed  in  namei'i  razionali  non  naturali  (ai  qnali  spetterà  sol- 
tanto l'ufficio  di  rappresentare  dei  valori). 

Passiamo  ora  a  dimostrare  il  teorema  clie  abbiamo  testé  pre- 
supposto. 

314.  Siano  Q  ed  Q'  i  duo  aggregati  dì  uniift  fondamentali  posi- 
tive, dei  quali  si  presuppone  l'equivalenza.  Noi  ammetteremo  dap- 
prima elle  e89l  siano  anclie  direttamente  equivalenti.  Ciò  posto,  desi- 
gnaroo  con  )i,  ,  ii^  ,  .  .  .  ,  [t^  i  numeri  naturali,  distìnti  fra  loro,  che 
rappresentano  le  specie  delle  unità  a  cui  s!  riferiscono  lo  varie 
operazioni,  dei  tipi  definiti  nel  §  prec,  mediante  le  quali  si  passa 
dall'aggregato  Q  all'aggregato  Q'.  Se  )i,  i:  supcriore  ad  ),  k  facile 
vedere  clie  due  aggregati  Q  e  Q'  equimultipli  (art.  303)  risp.  dì  UoU 
£1' secondo  il  numero  [i,  non  solo  saranno  ancora  fra  loro  diretta- 
mente equivalenti  (cfr.  art.  S09);  ma  si  potrà  inolti'c  passare  dal- 
l' uno  all'  altro  con  operazioni  clie  si  riferiscono  Bottanto  ad  unità 
delle  specie  1  ,  [a^  ,  1/3  ,  . .  .  [i^.  Infatti ,  In  luogo  di  ogni  unità 
A     (od  A'     ^  si  avrà  dappertutto  (cioè  negli  equimultipli,  secondo 

|i, ,  di  tutti  gli  aggregati  che  si  deducono  successivamente  da 
ti  per  passare  ad  0')  un  aggregato  di  [i,  anità  : 

A .     ,  B      ,  .  •  . ,     (ovvero   A'      ,  B'     , . .  .) 

clic  potrà  surrogarsi  con  un'  unità  di  prima  specie.  Per  identica 
ragione  ,  se  in  luogo  di  Q,  Q'  si  prendano  ora  due  equimultipli  di 
essi  secondo  il  numero  jji,  cioè  due  equimultipli  di  0,  0' secon- 
do |Xi',ig }  essi  saranno  direttamente  equivalenti,  e  si  potrà  passare 
dall'uno  all'altro  con  operazioni  clic  riguardano  soltanto  unità  delle 
specie  1  ,  [ig ,  i^  ,  . .  . ,  l^r-  Cosi  procedendo  si  concluderà  che  due 
aggregali  0  ,  B'  equimultipli  di  Q  ,  Ù'  secondo  il  numero  [i ,  es- 
sendo : 

sono  pure  fra  loro  direttamente  equivalenti,  e  si  può  passare  dal- 
l'uno  all' .nitro  eon  operazioni  relative  a  sole  unità  fondanienUili. 

Delle  due  operazioni  relative  ad  unità  fondamentali,  indichiamo 
ora  con  T  quelle  die  consistono  nell'aggiungero  simultaneamente 
un'unità  fondamentale  positiva  ed  una  negativa  e  con  T'  quelle 
del  tipo  inverso. 

Se  0  e  &'  sono  risp.  ì  numeri  di  unità  fondamentali  (che  sono 
tutte  positive  secondo  l' ipotesi  fatta)  contenute  in  0  ,  0'  et,*'  in- 
dichino rìap.  il  numero  di  operazioni  del  tipo  T  e  del  tipo  T'  ese- 
guite nel  passare  da  0  a  0',  è  chiaro  che,  dopo  eseguite  tutte  lo 
operazioni,  l'aggregato  »  avrà  acquistato  *-*'  unità  positive  e  t—t' 
unità  negative  ;  cosiccliè,  dovendo  O3»o,  dopo  tali  acquisti,  coinci- 
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dere  con  §*,  enseisteranno  le  relazioni  : 

6 +  (-('=6'     ,    t-f  =  0 

dalle  qimli  segue:  0  =  ^)^  _ 

I  due  aggregati  tt  e  0',  e  quindi  anche  i  loro  BOttomnltipH  Ù 
e  ù',  dobttoDo  dunqno  contenere  lo  Htesao  numero  di  nnità;  come 
si  dorerà  dimostrare. 

315.  Sapponiamo  ora,  in  secondo  luogo,  che  Q  ed  Ù'  non  siano 
direttamente  equivalenti.  Esisteranno,  per  la  definizione  stessa  di 
eqaivalenza  (§  2,  art.  4)  due  aggregati  Q  e  Q'  equimultipli  di  Qed 
ù'  i  quali  siano  fra  loro  direttamente  equivalenti.  Polche  ora  Q  e 
Q' si  compongono  di  sole  nniiàfcndamentali  positive  come  Q  ed  ù' , 
il  numero  di  tati  unità  sarà  lo  stesso,  per  quanto  si  6  dimostrato 
nel  precedente  articolo,  cosi  in  Q  come  in  Q'.  Anche  i  loro  sotto- 
multipli Q  ,  ù'  conterranno  dunque  lo  stesso  numero  di  elementi; 
e.  d.  d. 

§  4."  —  Proprietà  aggregativa  della  legge  ragionale  del  ralorl. 
Somma  di  due  Dameri  raslonall. 

316.  Se  l'aggregato  Q  è  equivalente ,  secondo  la  legge  razionale 
dei  valori,  all'aggregato  lì',  e  l' aggregata  H  all'aggregato  H' ,  an- 
cke  l'aggregato  [U  ,  U),  riunione  di  H  e  di  il ,  è  equivalente  al- 
l'aggregato (Q',  H'), 

Per  supposto,  esistono  due  numeri  naturali  jji,  v  tali  che  gli  equi- 
multipli di  Q  ed  Ù'  secondo  p  sono  fra  loro  direttamente  equiva- 
lonii,  e  cosi  pure  sono  fra  loro  diretiamente  equivalenti  gli  equi- 
muliìpM  secondo  v  di  H  ed  H'.  Ma  dall'essere  gli  equimultipli  di 
!1  ed  Q',  secondo  [i,  fra  loro  direttamente  equivalenti,  segue  (cfV. 
art.  309)  che  I  loro  equimultipli  secondo  v,  cioè  due  equimultipli 
di  Q  ed  Q'  secondo  ii.v,  che  indicheremo  con  (Q)  ed  (Q'J,  sono  del 
pari  fra  loro  direttamente  equivalenti.  Si  vede  similmente  che,  se 
(H)  ed  (H'>  sono  due  equimultipli  di  H  ed  H'  secondo  v|ji,  essi  so- 
no pure  fra  loro  direttamente  equivalenti.  _  _  _ 

Poiché  ora  (Q)  è  direttamente  equivalente  ad  (2')  ed  (H)  ad  (H'), 
È  senz'altro  manifesto_che  l'aggregato  ((II)  ,  (U)}  è  direttamente  e- 
(|QÌvalente  ad  ((Q') ,  (H')).  Ma  gli  aggregati  ((fl) ,  (H))  ed  ((Q')  ^(H'j) 
sono  equimultipli  risp,,  secondo  pv,  degli  aggregati  (Q  ,  H)  ed 
(  li',  H').  Questi  ultimi  hanno  dunque  due  loro  equimultipli  che  sono 
direttamente  equivalenti  ;  cpperò  essi  sono  fra  loro  equivalenti  ; 
e.  d.  d. 

317.  Dopo  quanto  si  è  ora  dimostrato  ci  6  lecito  di  porre  sen- 
z'altro la  definizione  di  somma  di  due  numeri  razionali  a  e  ^  co- 
me segue  :  somma  di  a  e  ^  è  quel  numero  razionale  (che  ai  rap- 
pre$enterà    con    a  -t-  ^)    che    rappresenta    il    valore    dell'  aggregato 
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(a  ,  B),  essendo  A  uno  qualunque  degli  aggregati  di  valore  a  eB 
uno  qualunque  di  quelli  di  valore  ^> 

Infatti,  comaiique  8Ì  varii  la  scelta  di  A  e  B,  gli  aggregati  (a  ,  b) 
saranno  fra  loro  tutti  equivalenti,  e  saranno  quindi  rappresentati 
dallo  stesso  namero  razionale. 

Oltre  a  ciò,  se  a  e  ^  sono  numeri  naturali,  il  numero  a  +  P  ot- 
tenuto mediante  questa  definizione  è  quello  stesso  numero  naturale 
che  viene  fornito  dalla  definizione,  da  noi  già  data  (cfìr.  Gap.  [,  §  7) 
di  somma  di  due  numeri  nattirali.  In  questo  caso  si  potrà  infatti 
scegliere  per  A  un  aggregato  di  a  unità  fondamentali  positive,  e 
similmente  per  B. 

318.  La  somma  di  tre  numeri  ruzionali  a ,  @  ,  f  si  definirà  ora 
come  1.1  somma  di  a  +  g  e  di  y.  La  somma  di  a,  p,  y,  S  come  la 
somma  di  a  +  ^  +  -f  e  di  ò,   e  cosi  via. 

Il  lettore  riconoscerà  subito  che  la  somma,  cosi  definita,  di  un 
numero  qualunque  di  numeri  razionati  gode  della  proprietà  com- 
mutativa ed  associativa.  A  tale  oggetto  gli  basterà  di  osservare 
che  questo  proprietà  altro  non  sono  clie  il  riflesso  dello  corrispon- 
denti proprietà  della  riunione  degli  aggregati  di  cui  quei  numeri 
rappresentano  il  valore,  precisamente  come  per  la  somma  dei  nu- 
meri naturali  (cfr.  Cap.  I,  §  8.). 

319.  Prima  di  chiudere  questo  §,  osserviamo  ancora  che  dalla 
proprietà  aggregativa  dimostrata  airart.316,  discende  come  corol- 
lario il  teorema  seguente,  che  ci  sarà  utile  più  in  là:  se  due  ag- 
gregati sono  fra  loro  equivalenti,  anche  i  toro  equimuUipli,  secotido 
un  numero  qualunque,  sono  equivalenti,  e  reciprocamente. 

Infatti,  se  A  ,  B  ,  C ,  .  . .  sono  aggregati  simili  fra  loro,  e  cosi 
poro  A,  ,  B, ,  Ci ,  .  ■ . ,  dall'essere  A  ctjiiivalcnte  ad  A, ,  segue,  per 
l'art.  316,  che  la  riunione  (A,  B)  6  equivalente  alla  riunione  (A,  ,  B,) 
e  quindi  poi  anche  cbe  la  riunione  (a  ,  B  ,  c)  è  equivalente  alia 
riunione  (a,  ,  B,  ,  C,)  ,  e  cosi  di  seguito. 

g  5.0  —  Bldnzlone  degli  aggregati— Valori  positivi  e  negativi; 
valori  interi  e  valori  fraidonarii. 

320.  Noi  diremo  che  un  aggregato  è  omogeneo,  se  contiene  sol- 
tanto unità  della  stessa  specie  (tutte  positive  o  tutte  negative).  È 
facile  riconoscere  che  ogni  aggregato  ha  sempre,  fra  i  suoi  equi- 
valenti, un  aggregato  omogeneo. 

A  tale  oggetto  giova  premettere  il  lemma:  ua'unità  positiva  {o 
negativa)  di  specie  n  equivale  all'aggregato  di  m  unità  positive  (o 
negative)  di  specie  mn. 

Invero,  se  dell'  aggregato  : 

A„„  ,  B„,.  ,  C„„  , .  .  . 

di  m  unità  di  specie  mn  e  dell'  aggregato  costituito  dall'  unic 
unità  di  specie  n  : 
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EÌ  prendono  gli  equini  al  tipi  i  secondo  mn,  si  ottengono,  in  ontrumbì 
i  casi,  m  unit&  di  1^  specie;  poiché,  in  luogo  dì  mn  unità  simili 
ad  A.„ ,  si  può  porre  an'anit&  di  prima  specie  e  le  mn  unità  si- 
mili ad  A„  aggruppate  n  ad  n  danno  luogo  ad  m  gruppi,  ciascuno 
dei  quali  bì  potrà  del  pari  sostituire  con  un'unità  di  prima  specie. 

321.  Sia  ora  Q  nn  aggregato  qualsivoglia,  e  siano  )ji,  v,  p  ,  . ,  . 
i  nutneri  natnrall  che  rappresentano  le  diverse  specie  di  unità  in 
esso  contenute.  Detto  M  il  minimo  comun  multiplo  di  p.,  v,  p, ... , 
si  potrà  per  il  lemma  premesso,  sostituire  ogni  unità  di  specie  |x 

con  —  unità  di  specie  M,  slmilmente  ogni  unità  di  specie  v  con 

H 

—  unità  di  specie  M  e  cosi  di  seguito  finché  1'  aggregato  si  tro- 
verà a  contenere  sole  unità  positive  o  negative  di  specie  M.  Fatto 
ciò,  si  potranno  sopprimere  a  duo  a  due  un'unità  positiva  ed  una 
negativa,  finché  restino  sole  unità  positivo,  ovvero  sole  unità  ne- 
gative. L'aggregato  lì  si  troverà  cosi  ridotto  a  forma  omogenea. 

322.  Un  aggregato  di  unità  tutte  positive  non  può  essere  equi- 
valente all'aggregato  nnllo. 

Infatti,  un  aggregato  di  unità  tttttc  positive  equivale,  secondo 
l'ari,  prec,  ad  nn  aggregato  di  unità  tutto  positivo,  della  stessa 
specie  m;  e,  se  quest'ultimo  fosse  equivalente  all'aggregato  nullo, 
anche  il  suo  multiplo  secondo  il  numero  m,  che  equivale  eviden- 
temente ad  nn  aggregato  di  unità  positive  dì  1>  specie,  sarebbe 
(art.  319]  equivalente  all'aggregato  nullo,  il  che  è  assurdo  (art.  313j. 

323.  Un  aggregato  di  unità  tutte  positive  non  può  essere  equiva- 
lente ad  un  aggregato  di  unità  tutte  negative. 

Infatti,  se  un  aggregato  D,  contenente  soltanto  unità  positive, 
fosse  equivalente  ad  un  aggregato  di  unità  negative  A'^  ,  B'„  , 
C\,...  aggiungendo  ad  entrambi  un  aggregato  simile  a  queflo 
formato  dalle  unità  positive:  A^,  B„ ,  C, ,  .  .  .,  l'aggregato  Ù  si 
cangierebbe  in  un  altro  aggregato  fórmato  dì  uutià  tutte  positive 
ed  equivalente  all'aggregato  nullo,  il  che  contraddice  all'art,  pre- 
cedente. 

324.  In  base  a  ciò  ci  ò  ora  lecito  di  distinguere  tutti  i  numeri 
razionali  in  positivi  e  negativi.  Chiameremo  positivi  quei  numeri 
razionali  che  rappresentano  almeno  un  aggregato  composto  di  u- 
Dìtà  tutte  positive,  negativi  quelli  che  hanno,  fra  gli  aggregati  da 
essi  rappresentati,  almeno  un  aggregato  formato  di  sole  unità  ne- 
gative. 

Questa  distinzione  è  legittima,  perchè,  fra  gli  aggregati  rappre- 
eentati  da  uno  stesso  numero  razionale,  ve  ne  ha  sempre  almeno 
uno  (art.  320)  contenente  sole  unità  positive  o  sole  unità  negative; 
e  perchè,  d'altra  parto,  un  aggregato  di  unità  tutte  positive  ed  un 
aggregato  di  unità  tutte  negative  non  sono  mai  rappresentati  dallo 
stesso  numero  razionale  (art.  323). 

325.  I  numeri  razionali  si  distinguono  poi  anche  in  interi  e  fra- 
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zionarii.  Un  Dumero  razionale  sì  dice  intero,  se,  fra  gli  aggregati 
equivalenti  da  osso  rappresentati,  vo  ne  sia  qualcuno  formato  di 
sole  unità  fondamentali.  la  caso  contrario  esso  si  dirà  frazionario. 

326.  Per  riconoscere  so  un  numero  razionale  a  sia  intero  o  fra- 
zionario, bì  esamini  uno  degli  aggregati  omogenei  da  esso  rappre- 
sentati, il  quale  consterà  di  m  unità  (tulle  positive  o  tutte  nega- 
tive) di  specie  n.  Dico  che  il  numero  in  questione  sarà  intero  o 
frazionario,  secondochè  m  sia  o  non  sia  multiplo  di  n. 

Supponiamo  infatti,  per  fissare  le  idee,  che  l'aggregato  esami- 
nato si  componga  di  m  unità  tutte  positive: 

A„  ,  B„  ,  C„  , .  . .  (1) 

Affinchè  il  numero  t  sia  intero,  è  necessario  e  sufficiento  che  que- 
sto aggregato  sìa  equivalente  ad  nn  aggregato  di  t  uniifi  fonda- 
mentali {tutte  positivo;  oft.  art.  323): 

A,  ,  B,  ,  C,  ,  .  .  .  (2) 

e  quindi  anche  (art.  319)  che  un  multiplo  di  (1)  secondo  n  sia 
equivalente  ad  nn  multiplo  di  (2)  secondo  lo  stesso  numero  n. 
Ma  nn  multiplo  di  (1)  secondo  n  equivale  evidentemente  ad  un 
aggregato  di  m  unità  fondamentali  positive,  ed  nn  multiplo  di  (2) 
secondo  n  ad  un  aggregato  di  ni  unità  fondamentali  positive.  Do- 
vrà dunque  essere  (art.  313)  : 

e.  d.  d. 

327.  Rileviamo  ancora  il  seguente  teorema,  che  ci  sarà  utile  fra 
breve:  affinchè  un  aggregato  di  m  unità  positive  (o  negative)  di 
specie  n  sia  equivalente  ad  mh  aggregato  di  m'  unità  positive  (o 
negative]  di  specie  n',  è  necessario  e  sufficiente  che  sia  mn'=m'n. 

È  chiaro  infatti  che  gli  aggregati  equimultipli  dei  due  soprad- 
detti, secondo  il  numero  nn',  sono  rispettivamente  equivalenti  ad 
nn  aggregalo  di  mn'  e  di  m'n  unità  fondamentali  positive  (o  ne- 
gative), 

§  6.0  —  BUtema  di  simboli  atti  a  rafflicorare  tatti  1  namerl 
razionali  —  BIdailone  di  una  frantone  alla  sua  pl&  semplice 
espressione. 

328.  Be  io  un  aggregato  Ù  si  ponga,  in  luogo  di  ogni  unità, 
un'nnità  della  stessa  specie,  ma  di  segno  contrario,  sì  verrà  a  for- 
mare un  nuovo  aggregalo  Ù'  che  si  dirà  contrario  di  Q. 

È  evidente  che  un  aggregato  contrario  ad  un  contrario  di  O  è 
simile  ad  ù. 

329.  Se  un  aggregato  Ù  è  equivalente  all'aggregato  H,  è  anche 
il  contrario  di  Ù  equivalente  al  contrario   di  H. 

Infatti,  so  gli  equimultipli  di  Q  ed  U,  secondo  un  certo  numero 
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|i,  sono  direttamente  equivalenti,  lo  saranno  evidentemente  anche 
gli  eqnimnltlpli,  secondo  lo  stesso  numero  [i,  dei  loro  contrari!  Ù' 

ed  H'. 

330.  Segae  di  qui  che  gli  aggregati  rispettivamente  contrari! 
sgli  aggregati,  tutti  fra  loro  equivalenti,  rappresentati  da  uno  stesso 
nomerò  razionale  a,  sodo  anch'essi  rappresentati  da  uno  stosso  na- 
niero  razionale,  che  si  dirà  essere  il  numero  razionale  contrario  ad  a. 

Il  numero  razionale  contrario  ad  a  si  designa  col  simbolo  —2; 
cioè  collo  stesso  simbolo  a  preceduto  dal  segno  — . 

È  pare  manifesto,  per  la  definizione  di  somma,   che  la  gomma  • 
di  un  numeri}  razionate  e  del  suo  contrario  è  uguale  a  zero.  Cioè 
«i  può  scrivere  : 

a  +  (-  a)  =  0. 

331.  Si  conviene  inoltre,  per  una  ragione  che  apparirà  in  seguito 
(quando  ci  occuperemo  del  prodotto  di  due  numeri  razionali),  che 
il  numero  razionale  rappresentato  da  un  simbolo  a  sìa  anche  rap- 
presentato dal  sìmbolo  +  a,  cÌo6  da  quello  stesso  simbolo  prece- 
dalo dal  segno  +. 

8!  hanno  cosi  le  uguaglianze  : 

+  (+  a)  =  a 

+  (-  a)  =  -  a 

-(+«)  =  -  a 

-(-o)  =  a 

il  coi  insieme  è  conosciuto  col  nome  di  legge  di  composizione  dei 
ugni. 

332.  Sì  chiama  valore  assoluto  di  un  numero  n  quel  numero  po- 
sitivo che  preso  col  segno  +  o  —  dà  il  numero  a.  Quindi  : 

a}  un  numero  positivo  ha  per  valore  assoluto  se  stesso  ; 
h)  due  numeri  contrari!  hanno  lo  stesso  valore  assoluto. 

-Ì33.  II  numero  contrario  di  un  numero  positivo  è  manifesta- 
mente (art.  324)  un  numero  negativo. 

Volendo  dunque  costruire  un  sistema  di  simboli  atti  a  rappre- 
eentare  lutti  i  numeri  razionali,  basterà  occuparsi  dei  soli  numeri 
positivi  ;  perchè  gii  stessi  simboli  che  si  addotternnno  per  rappre- 
Kutare  ì  numeri  positivi,  ci  rappresenteranno  anclie  tutti  I  numeri 
negativi,  appenacbè  venga  ad  essi  preposto  il  segno  — . 

11  segno  —  si  chiama  perciò  segno  negativo,  nel  mentre  si  chiama 
Kgno  positivo  il  segno  +. 

334.  Ciò  posto,  bastando,  per  individuare  un  numero  razionale 
positivo  a,  di  far  conoscere  uno  degli  aggregati  omogenei  da  esso 
rappresentati,  è  chiaro  che  a  sarà  completamente  determinato  dai 
due  numeri  naturali  m  ed  »  che  indicano  rìsp.  il  numero  e  la 
specie  delle-  unità  componenti  l'aggregato  omogeneo  da  esso  rap- 
presentato. 
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Noi  rappresenteremo  pertanto  il  namero  a  col  sìmbolo  —  e 
scrìveremo  quindi  : 

a  =  — .  (1) 

QneBta  notazione  ci  è  consigliata  dal  fatto  cbe  essa  ba  gtà  on 
signiflcato  (cfr.  Cap.II,  art.  115)  nel  caso  in  cui  m  sia  un  multi- 
plo di  n  : 

m  =  kn  (2) 

e  che  in  questo  caso  essa  esprìmeva  il  namero  naturale  k,  il  quale 
rappresenta  appunto,  come  appare  dalla  (2),  Il  valore  dell'aggregato 
di  m  unita  <li  specie  ». 

Oltre  a  ciò,  dalla  (l)  possiamo  sempre  dedurre,  come  nel  caso 
particolare  ora  menzionato,  1' ngaaglianza  : 


intendendo  con  an  (secondo  la  convenzione  da  stabilirsi  quando 
daremo  la  definizione  generale  di  prodotto)  la  somma  di  n  addendi 
tutti  eguali  ad  a.  Questa  somma  rappresenta  infatti  (cfr.  §  4.o)  la 
riunione  di  n  aggregati,  ciascuno  dei  quali  si  compone  di  m  unità 
di  specie  n  ;  e  questa  riunione  equivale  evidentemente  ad  un  ag- 
gregato di  m  unilA  fondamentali. 

335.  Il   simbolo   —  si  chiama  frazione,  il  numero  razionale  da 

esso  rappresentato  può  però  essere  intero  (cfr.  §  5."). 

Si  è  visto  infatti  (art.  326)  che:  affinchè  l'aggregato  di  m  unità 
positive  di  specie  n  equivalga  ad  un  aggregalo  di  sole  unità  di  pri- 
ma sjiecie ,    è    necessario    e   sufficiente    che    sia   tu    multiplo    di    n. 

Quindi:  affinchè  la  frazione  —   rappresenti  un  numero  intero,   à 

necessario  e  sufficiente  che  m  sta  multiplo  di  a. 

336.  Affinchè  il   numero   —  sia  uguale  al  numero   — ,,  è  nfiCM- 

sario  e  sufficiente  che  sia  mn'  =  m'n. 

È  questa   una   conseguenza  dell'articolo  327,  poiché  dire   che 

—  =  — ,  equivale  a  dire  che  un  aggregato  di  m  unità,  positive  di 

specie  n  equivale  ad  un  aggregato  di  m'  uniti  positive  di  spe- 
cie n'. 

337.  I  numeri  m  ed  n  (termini  della  frazione)  si  chiamano  rìsp. 
il  numeratore  e  il  denominatore  della  frazione  — ,  per  una  ragio- 
ne che  emerge  dalla  stessa  definizione  (art.  334)  del  simbolo  — . 

Possiamo  cosi  enunciare,  come  conseguenza  del  precedente  ar- 
ticolo, che:  li  valore  di  una  frazione  non   si  altera   moltiplican- 
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doae  il  numeratore  t 
Tale,  poiché:  m-l)k  = 

338.  Reciprocamente,  se  il  numeratore  e  il  denominatore  di  ana 
frazione  hanno  nn  fattore  comune,  esso  potrà  eopprimerei  tn  en- 
irambi  senza  alterare  il  valore  della  frazione.  Ogni  fraziono  potrà 
cosi  ridarsi  ad  nna  frazione,  di  ugual  valore,  col  numeratore  e 
denominatore  primi  fra  loro.  J>a  frazione  si  dirà  allora  ridotta  ai 
minimi  termini  o  alla  sua  più  semplice  espressione. 

339.  Se  la  frazione   —  è  ridotta  alta  sua  piii  semplice  espres- 

ii<me,  e  la  frazione  —  e  uguale  ad  — ,  i  numeri  m  ed  n  saranno 

n'  lì 

equimullìpli  di  m  ed  n. 
Dovrà  infatti  (art.  336)  eusststere  l'uguaglianza; 

mn'  =  m'M.  (3) 

li  numero  «  dovrà  dunque  essere  un  divisore  de!  prodotto  ma'. 
Ma  esso  è  primo  conm;  quindi  dovrà  essere  (art.  170)  divisore  di 
n'.  Sarà  dun(|ue  n'  =  nk,  essondo  k  un  certo  numero  naturale,  co- 
sicché la  (3)  si  può  scrivere  : 

mnk  =  m'n , 
<J'  onde  : 

mk  =  m'. 

I  numeri  m'  ed  n'  sono  dunque  risp.  equtmultipli  di  m  ed  n  se- 
condo il  numero  fc  ;  e.  d.  d. 

§  7.0  —  Olfferensa  di  dae  numeri  ragionali  —  Traiporto 
di  termlal  dal  primo  al  secondo  membro  di  un'egaagllaiixa. 

340.  Se  a  e  b  sono  due  numeri  razionali  qualiaivogiiano,  esiste 
sempre  un  unico  numero  x  che  sommato  con  b  dà  por  risultato  a. 
Esso  si  chiama  la  differenza  di  a  e  6  e  si  rappresenta  col  sim- 
bolo a  —  h. 

Invero,  dovendo  x  BoddiBfare  l' uguaglianza  : 

&  +  ai  =  a,  (1) 

dovrà  anche  essere  : 

h  f  a:  4- 1-  6)  =  a  +  (-  fc) 
ossia  {art.  330)  : 

x  =  a +  (-&).  (2) 

Reciprocamente,  il  numero  x  cosi  definito  come  somma  di  n  e  del 
contrario  di  b,  soddisfa  all'uguaglianza  (1),  poiché  : 

6  +  ta  +  (-6)l  =  6  +  (i  +  (-6)  =  «. 

341.  Se  dei  numeri  razionali  qu  alisi  vogliano  a,  b,  e,  .  . .  si  scri- 
vono l'uno  dopo  l'altro  collegandoli  in  un  modo  qualunque  coi  se- 
gni +  o  —,  1'  espressione  : 

fl±6±Cd:d±...  (3) 
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cosi  ottennta,  significherà  qnel  numero  razionale  che  si  otterrebbe 
facendo  prima  la  somma  (oppure  la  differenza)  di  a  e  di  6,  poi 
la  somma  (oppure  la  differenza)  del  risultato  cosi  ottenuto  e  di  e, 
e  cosi  di  seguito. 

.  (3)  non  è  dunque  che  un'abbreviazione  della  scrit- 

^((o±6}±c)*d)±... 

ito  è  sonz'  altro  manifesto. 

sto  la  scrittura  (3)  si  può  anche  rignardare  come  una 
bè  come  una  successione  di  somme  e  dlS'erenze)  ba- 
proprielà,  già  espressa  dall'uguaglianza  (2)  dell' ar- 
e  la  differenza  di  due  numeri  a  e  b  altro  non  è  che 
a  e  del  contrario  di  b,  cioè  : 

a-b  =  a+  l-b). 

;ti  che,  applicando  più  volte  di  seguito  questu  pro- 
à  scrivere  ; 

^  e  ±  d  d: .  .  .  =  a  +  (±  6)  f  (±  e)  +  (±  d)  -f-  .  .  . 

impio,  8i  potrà  scrivere  : 

.b  —  e  +  d-e-a  +  b  +  (-c)^d  +  (-e), 


ta  la  ragione  per  la  quale,  nella  pratica  del  lin- 
>rÌco,  si  chiamano  somme  anche  le  espressioni  for- 
oli  collegati  da  segni  che  non  siano  tutti  positivi.  Id 


ti  ±a ,  dzb ,  ±  e ,  ±  d , . . .  si  chiamano  poi  t  termini 

stessa. 

impio,  la  somma  algebrica  ; 

a+b—c+d-e 

sì  cinqno  termini  a,  b,  —e,  d,  —e. 

t  eguaglianza,  i  cui  due  membri  etano  dati  sotto 
ma  ahjebrica,  è  lecito  trasportare  un  termine  qiia- 
■imo  al  secondo  membro,  o  viceversa,  purché   se  ne 

t  a  un  tennine  qualunque  del  primo  membro.  L'egua 
esserà  di  sussisicre  se  ad  entrambi  i  membri  si  ag- 
!a,  fatto  ciò,  i  due  termini  ±  a  e  t  a  del  primo  mem- 
no  sopprimere,  essendo  la  loro  somma  eguale  a  zero, 
za  che  resterà,  sarà  quella  appunto  die  ai  sarebbe 
lortando  il  termine  ±  a  al  secondo  membro  e  eau- 
impo  stesso  di  seguo,  cioè  cangiandolo  in  t^',  c.d.d. 
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345.  Se  il  primo  membro  consta  di  an  solo  termine  é:a,  enso  sì 
poirA  sempre  considerare  come  somma  dei  dne  termini  0  e  ±  «, 
stiivendolo,  cioè,  sotio  U  forma  0±a,  Si  potrà  dunque  anche  in 
questo  caso  trasportare  il  termine  a:  a  al  secondo  membro,  sosti- 
inendo  per&  il  primo  membro  con  nno  zero  Cosi ,  ad  esempio  , 
dall'  ngnaglianza  : 

si  può  dedurre  : 


—  a  —  6  —  c  +  rf 
0=o  +  6-c  +  d. 


346.  Dopo  quanto  si  t  detto,  è  chiaro  come  i  termini  di  an'  e- 
gnnglianza  si  possano  portare  tutti  nel  primo  membro,  ov\cto  tutti 
nel  secondo  membro. 

Quest'operazione  è  cosi  comune  nella  pratica  del  calcolo  alge- 
brico, che  le  equazioni  si  scrivono,  o  si  riducono,  quasi  sempre 
sotto  la  forma  di  nna  somma  algebrica  eguagliata  allo  zero. 

Cosi,  ad  esempio,  all'  equazione  : 

Sx  -  2{x  +  yy  =  3{x*  -  y»)  -  2a:y  +  3 
si  dar&  la  forma  : 

3a: -  2(a:  +  n)'  -  3(a:*  -  y')  I-  2xy~3-  0.  (4) 

347.  Se  il  secondo  membro  di  un'eguaglianza  è  lo  zero,  è  lecito 
di  cangiare  il  segno  a  tutti  i  lerTnini  del  primo  membro. 

Infatti,  se  nell'ugmigltanza  (4)  si  passano  tutti  i  termini  al  se- 
condo membro,  essa  prende  la  forma  : 

0  =  -  Sa:  -I-  2(a:  -I-  y)*  +  3(k*  -  ff*)  -2a:y  +  & 

0  anche,  che  è  la  stessa  cosa  : 

-3x  +  2(a;  +  y)«  +  Z(x*  -  y*J  ~2xy+S  =  0. 

348.  iìgr  cambiare  fi  ségno  di  una  somma  algebrica,  basta  cam- 
biare il  segno  di  tutti  i  suoi  termini. 

E  infatti  evidente  che  la  somma  del  numero  : 


dà  per  risaltato  zero.  Il  secondo  namero  è  dunque  il  contrario  del 
primo,  cioè  : 

:r:flq:6q:Cq:...=    -  (é:  a  ±  b  ±  C  ±  .  .  .). 

349.  Chiuderemo  questo  §  coli'  estensione  ai  numeri  razionali 
della  nozione  di  maggiore  e  minore  già  data  (Gap.  I,  §  10)  pei 
numeri  naturali. 

Di  due  numeri  a  e  g  si  dirà  che  o  è  maggiore  ovvero  minore 
di  'f,  Becondochè  la  differenza  a  -  p  sia  positiva  ovvero  negativa. 

Si  vede  facilmento  che  dall'  essere  a  <  p   e   ^  <  t   segue   a  <  y. 

Infatti, poiché  Y~P  °  P-a  sono  numeri  positivi,   anche   la   loro 

Capklli.  —  I$tituzioni  di  anali»'  algebrica,  8."  ei'm.  18 
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c-v  -  P)  +  (f  -  «)  =  -r  +  (-P)  +  P  +  (- «)  =  -r  +  {-  a)  =  Y  -  « 

esser  dovrà  evidentemente  un  numero  positivo. 

Fra  gl'iufiniti  numeri  razionali  si  viene  cosi  a  stabilire,  come 
gi&  pei  numeri  naturati ,  un  ordine  di  successioiie  perfettamente 
determinato,  che  eì  chiamerà  la  successione  naturale  de!  numeri 
razionali. 

350.  Se&<beda^^è  anche  a  +  a  <  6  -l-  g. 

Infatti,  per  le  prime  due  dise^uaglinnze,  si  può  porre  : 

b  =  a  +  h    ,    p  =  o  +  A: 

essendo  h  e  k  numeri  poBitivi  (A  diverso  da  zero);  e  di   qui  se- 
guo ora  : 

6  +  p  =  (a  +  a)  4  (A  +  ft), 
onde  nppunto  : 

b  +  ^>a  +  a. 

§  8.°  —  Bldnxlone  di  un»  somm»  di  nnmerl  rkilonall 
alla  più  semplice  esprMslone. 


di  piùnumert  razionali  positivi — -  ,  — *,..., — '^, 
^  ^  n    '     n       '  n  ' 

espressi  da  frazioni  aventi  lo  stesso  denominatore  n,  è  data  dalla 
frazione  : 


Invero,  se  un  aggregato  di  m,  unità  di  specie  n  ed  un  altro  di 
m^  unità  della  stossa  specie  n  ed  un  terzo  di  m,  unità  puro  di 
specie  n,  e  cosi  vi.t,  si  riuniscono  In  un  unico  aggregato,  sì  verrà 
evidentemente  a  formare  un  aggregato  di  *ii,  +  m,  +  wi,  +  ...  unità 
di  specie  n.  Sarà  dunque  appunto  (§  4.o,  articoli   17  e  18)  : 

MI,        m^  nij  _  m,  +  nij  +  .  . .  +  m. 


352.  Se  le  trazioni  — -  ,  — ^  ,  .  .  .  non  hanno  lo  stesso  denomi- 
natore, esse  si  potranno  ridurre  ad  avere  lo  stesso  denominatore 
moltiplicando  il  numeratore  e  il  denominatore  di  ogni  frazione 
(  cfr.  art.  337  )  per  un  numero  intero  positivo  opportunamente 
scelto.  Basterà,  p.  ea.,  di  moltiplicare  il  numeratore  e  il  dcoonii- 
natore  di  ogni  frazione  per  il  prodotto  dei  denominatori  di  mito 

le  altre.  Le   frazioni   — !   ,  — -,  ,  .  .  verranno  cosi  ad  avere  il  de- 
nominatore comune  n^ìi^ii^  . , .  Uf. 
Si  potnì  però  avere,  in  generalo,  un  denominatore  comune  più 


D.gitizecbyG0t>;5lc  V" 


piccolo,  eguale  al  minimo  comune  multiplo  M  (art.  176)  del  nu- 
meri n, ,  Rj ,  .  .  . ,  »^ ,  moltiplicando  la  fraziono  —^  i>cr  il  nume- 
ro U,  quoziente  della  divisione  di  M  per  n^.  Si  avrà  cosi; 

m;  ^  m^  _  OT,Mf 

n,  "  H^M,  ~     M     ' 

e  tntte  le  fi'azioni  avranno  per  comune  denominatore  M. 
Sarà  pertanto,  secondo  1'  art.  precedente  : 

m,       ji).  m,       VI,  M,  mMi      m.M,  + . . .  +  mMi 

+  -^  +  ••■+      -  ~M~ " '*'  ■■■*  niT"- M ■ 

353.  Dovendosi  finalmente  fjire  la  somma  di  più  numeri  razio- 
nali positivi  0  negativi,  si  potrà  far  dapprima  la  somma  di  tutti 
i  positivi,  poi  quella  di  tutti  i  negativi,  od  aggiungerò  i  risultati. 
Alla  somma  proposta  si  poirJi  dunque  dare  la  forma: 

significando  le  m,  n,  |à,  v  dei  namori  naturali,  cioè  interi  e  positivi. 
Ma  per  1"  art.  34H)  si  lia  : 

-!ii -!i._..._!i.=_C?.+!!.+,..  +  !iY 

Vj       V,  V,  V  V,       Vj  V,  / 

Quindi  la  (l)  si  può  anche  scrivere; 

«osicchè,  fatta  la  ridazionc  di  tutie  le  frazioni  al  comune  deno- 
minatore M,  si  otterrà  un'espressione  della  forma: 

a  _b_ 
M      M' 
Seorasia  ogfe  si  verifica  subito  (servendosi  dell'art.  351)  che; 


In  MBo  contrario,  ai  potrà  scrivere  : 

a       b I  b        a\  _  _  b  -  a 
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§  9.»  —  Proprieth  compositiva  della  legge  razionale 
del  valori.  Prodotto  di  doe  namerl  raBlonall. 

354.  Se  P  cQtionoduc  oggetti  od  unitft  quntjgivogliaiio  appar- 
tenenii  u]  nostro  insieme  U,  cui  abbiamo  riferita  la  legge  razio- 
nale dei  valori ,  col  simbolo  composto  PQ  intenderemo  rappre- 
sentata un'unità  di  U  la  cui  specie  sia  il  prodotto  delle  specie  di 
P  e  di  Q  e  il  cui  segno  sia  il  composto  dei  segni  di  P  e  Q,  se- 
condo la  legge  di  composizione  dei  segni  da  noi  già  incontrata 
(art.  aai)  espressa  dalle  scritture  : 

+{+)=+■+(-)=-,-(+)=-  ,-(-)=+• 

L' unità  rappresentata  da  PQ  si  dirà  essere  il  composto  del- 
l' unità  P  e  dell' unità  Q. 

355.  È  chiaro  die  i  simboli  composti  PQ  e  QP  rappresenteranno 
unità  fra  loro  equivalenti ,  cioò  della  stessa  specie  e  dello  stesso 
segno;  poiché,  se  m,  m'  siano  rispettivamente  le  specie  di  P  e  Q 
ed  E,  e'  i  loro  segni,  si  ha: 

mm'  =  m'm  ,  e(£')  =  E'(e). 

356.  Ciò  premesso,  passiamo  ad  occuparci  del  composto  QHdi 
due  aggregati  Q  ed  lì  di  oggetti,  od  unità  die  voglia  dirsi,  appar- 
tenenti all'  insìerao  U.  Esso  si  definisce  (cfr.  cap.  I,  art.  28)  come 
l'aggregato  di  tutte  le  unità  che  si  ottengono  componendo,  secondo 
la  legge  di  composizione  delle  unità  leste  enunciata,  ogni  unità  di 
Q  con  ogni  unità  di  H. 

Da  questa  definizione  emerge  senz'altro,  in  virtù  dell'art,  prcc-, 
die  se  Qediì  sono  due  aggregali  qualisivogliano,  il  composto  QII 
è  equionleitte  al  composto  HQ. 

357.  Stabilita  cosi  la  legge  di  composizione  delle  unità  e  degli 
aggregali  ,  dobbiamo  ora  dimostrare  che  la  legge  razionale  dei 
valori  gode,  rispetto  a  questa  legge  àì^  composizione  (art,  300' 
della  proprietà  compositiva,  cioò  che:  se  Q  ed  H  «oito  due  aggregali 
qiialisivogliano  edìì',  H'  due  aggregati  risp.  equivalenti  adù  ed  H  , 
anche  il  composto  Q'H'  è  equivalente  ai  composta  QH. 

Per  dimostrare  ciò  ,  basterà  dimostrare  il  seguente  enuncialo 
più  semplice  :  se  Q  ed  ù'  sono  due  aggregati  equivalenti  ed  A.  è  un 
oggetto  qualunque,  il  composto  2A  5  equioale.nte  al  composto  fl'A, 

Supponiamo  infatti ,  per  un  momenio,  che  ciò  sia  già  siate  di- 
mostrato ;  e  sia  ora  H  un  aggregalo  qualunque  i  cui  elementi  siano 
A,  ,  Aj ,  .  .  .  ,  A„.  Sarà  QA[  equivalcnie  ad  Q'A, ,  UÀ,  equivalente 
ad  ii'A,,  0  cosi  via.  Quindi  (art.  316)  saràanche  l'aggregato 
{IIA,,  QAg,  .  . . ,  DA,,),  riunione  degli  aggregati  OAp  QA,, . .  -,  il  A„, 
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equivalente  all'aggregato  (Q' A, ,  Q'A, ,  •  •  • ,  Q'A„),  cio6  il  composto 
QH  equivalente  al  canipoBto  Q'iì. 

Se  ora  H'  b  un  aggregato  eqnivalente  adH,  sarà  similmente  il 
composto  HO'  equivalente  a!  composto  H'Q',  ovvero,  che  è  la  stessa 
coja,(art.356),il  composto  a'H  equivalente  ad  Q'ÌT.  Essendo  dunque 
QH  equivalente  ad  Q'H  ed  Q'H  equivalente  ad  Il'H'.restcràdimo- 
strato  (art.  310)  che  QH  è  equivalente  ad  Q'H'. 

358.  Cominciamo  dal  supporre  che  l'aggregato  Q' differisca  dal- 
l'aggregato a  soltanto  per  questo  che  in  luogo  di  certe  jx  unità 
di  specie  [i  contenute  fra  gli  elementi  di  Q  siasi  posto  un'  unica 
unità  di  prima  specie.  Sia  cio6  : 

0  =  C'^  ,  C'V  ,  ■  ■  ■  .  C'*"'^  ,  H  ,  fl'  =  C,  ,  H  , 

dove  C\  ,  C'  , .  .  .  sono  ì  p.  oggetti  di  [i"'*""*  specie  e  C,  è  un  og- 
getto di  prima  specie.  Poiché  r 

Sa  =  C'^A  ,  C'VA  , .  .  .  ,  CIW^A  ,  HA  ;       Q'A  =  C,A  ,  HA , 

basterà  (art.  316),  per  dimostrare  l'equivalenza  di  HA  ed  Q'A,  di 
dimostrare  l'equivalenza  dei  duo  aggregati  : 

C'^A  ,  C"^A  ,  . . .  ,  C'fl^A     e     C,A , 

cioè,  se  iudichiamo  con  v  la  specie  dell'unico  oggetto  A,  che  l'ag- 
gregato di  [/  unità  di  egual  segno  e  di  specie  (iv  è  equivalente  ad 
un'unità,  dello  stesso  segno,  di  specie  v.  Ed  infatti,  ciò  riesce  evi- 
dente se,  in  luogo  dei  due  aggreg:itì,  si  considerano  i  loro  equi- 
moltipli  secondo  il  numero  v. 

Sopponiamo,  in  secondo  luogo,  che  l'aggregato  Q'  differisca 
da  Q  per  ciò  che  due  elementi  C^,  C'^ ,  l'ano  positivo  e  l'altro  ne- 
gativo, di  specie  \i,  contenuti  in  Q  siano  stati  soppressi  simulta- 
neamente. Per  dimostrare  l'equivalenza  di  lìA  e  di  Q'A,  basterà 
dimostrare  che  l'aggregato  di  due  elementi: 

C^A  ,  C'^A 

eqaivale  all'aggregato  nullo.  Ora  ciò  è  senz'altro  chiaro,  poiché,  se 
V  è  la  specie  dell'  elemento  A,  i  due  elementi  in  parola  sono  duo 
unità  della  stessa  specie   [tv  e  di  segno  contrario. 

Possiamo  dunque  concludere  che  se  i  due  aggregati  fl,  Q'  sono 
fra  loro  direttamente  equiviilenti,  il  composto  QA  è  equivalente 
al  composto  O'A.  Infatti  il  passaggio  da  Ù  ad  Ù'  si  potrà  effet- 
tuare mediante  successivi  cambiamenti  appartenenti  all'uno  od  al- 
l'altro dei  due  tipi  or  ora  considerati. 

359.  Veniamo  ora  a  dimostrare  quanto  si  era  detto  all'art.  307' 
cioè  che,  essendo  Ó  ed  Q' due  aggregati  comunque  equivalenti  ed 
A  un  unico  oggetto,  di  specie  v,  il  composto  lìA  è  equivalente  ad 
Q'A.  Per  supposto  esiste  un  nttmero  naturale  n  tale  che  gii  cquì- 
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inuUi{)lt  Q^,Q'„  di  HedQ'  secondo  n  siano  direttamento  equiva- 
lenti; cosicché  saranno  equivalenti,  per  I'  art.  prec.,  i  dno  eomposti 
Ó„AectQ'„A.  Ma  questi  due  composti  non  sono  che  gii  cquiDiul- 
tipli,  secondo»,  dei  due  composti  QA  ed  a 'A.  Questi  aitimi  sono  dun- 
"""  '-rt.  319)  fra  loro  equivalenti  ;  e.  d.  d. 

Il  teorema  ora  stabilito  ci  permette  di  dare  del  prodotto 
numeri  razionali  qualisivogliano  la  seguente  definizione: 
adotto  di  due  numeri  razionali  h,  k  s'intenderà  quel  numero 
ile  che  rappresenta  il  valore  del  composto  HK,  essendo  H  uno 
qne  degli  aggregati  di  valore  h  e  K  uno  qualiiìique  degli  ag- 
di  valore  k. 

odotto ,  cosi  definito ,  di  A  e  ft  si  rappresenterà  col  sim- 
t. 

>pena  necessario  di  osservare  che ,  no)  eaao  A\  h  ,  k  interi 
i,  questa  definizione  ricade  in  quella  giù,  data  (Gap."  I.", 
er  il  prodotto  di  dne  numeri  naturali;  poiché  in  questo 
i  potranno  scegliere  per  U  o  K  due  aggregati  costituiti  rìsp 
k  unità  fondamentali. 

ciche  il  composto  HK  è  equivalente  (art.  356)  al  composto- 
chiaro  che  il  prodotto,  testé  definito,  di  duo  numeri  razio- 
k  è  indipendente  dall'  ordine  dei  fattori  ;  cioè  che  hk  =  kh. 
ìxamo  altresì  dimostrare  come ,  in  base  alla  definizione  ia 
il  prodotto  snccossivo  dì  più  numeri  razionali  goda  della 
Ita  commutativa  od  associativa.  Ma  ciò  risulterà  piti  sem- 
ente, iu  modo  affatto  intuitivo,  dall'espressione  stessa,  che 
remo,  del  prodotto  di  più  numeri  razionali  sotto  forma  di 
la  frazione;  poiché  dalla  t'orma  stessa  dell' espressione  appari- 
le dette  due  proprietà  come  conseguenza  immediata  delle 
là  stesse,  in  quanto  sono  già  state  stabilite  pel  caso  del  pro- 
i  più  numeri  naturali. 
Il  prodotto  di  più  numeri    razionali  positivi  ridotti ,    come 

re   possibile  (  art.  334  ) ,  alla  forma  — ^  ,  — *  ,  >  ■  • ,  — -    à 

^  ^  '  '  n,    '    U(  '         '  nj 

alla  frazione  : 


Iti,    essendo    — ^  il  valore  di  un  aggregato: 

A„,  ,  B„,  ,  C„,  , . .  . 
unità  positive  di  specie   n,   ed  — ^  il  valore  di  un  aggregato: 

Pn. ,  Q„  ,  Rn,  ,  .  .  . 
unità  positive  di  specie  m,,  il  prodotto   — -• — -  sarà  il   va- 
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ore  del   composto  : 

(A„,  ,  B...  ,  Cn,  ,  .  .  .){P^  ,  Q^  ,  R„  ,  .  .  0 , 

cioè  il  valore  deli'aprgregato: 

A„P^  ,  A„.Q^  ,  .  .  . 

(li  m,n,  unità  fondumctilali  di  specie  n,n,.  Ora  ti  valore  di  qaest' 
^gregali   è   appanto   espresso ,   come   sappiamo  (  art.  334  )  dalla 

frazione  — '— *. 

3S3.  II  prodotto  di  più  numeri  razionali  positivi  o  negativi,  è 
un  numero  razionale  che  ha  per  valore  assoluto  (art.  332)  il  pro- 
dotlo  dei  valori  assolati  dei  faUori,  ed  è  poi  positivo  o  negativo 
tecondoché    il  nvmero  dei  fattori  negativi  è  pari  o  dispari. 

La  dimostrazione  si  fa  come  all'art,  prcc,  dopo  aver  richiamata 
la  definizione  data  all'art.  354  del  segno  del  composto  di  due  unità; 
notando  inoltre  che  dalia  legge  dì  composizione  dei  segui  (arti- 
colo sai)  segue  che  il  composto  di piit  segni  è  +  o  —,  secondochè 
fra  i  segni  da  coviporsi  vi  aia  un  numero  pari,  ovvero  un  numero 
dispari  di  segni  negativi. 

In  particolare  il  prodotto  di  un  numero  positivo  e  di  un  nega- 
tivo 6  un  negativo,  il  prodotto  di  due  positivi  ovvero  di  due  ne- 
gativi è  un  negativo. 

364.  Affinchè  il  prodotto  dì  due  num,eri  razionali  sia  uguale  a 
zero,  è  necessario  sia  zero  uno  dei  due  fattori. 

Infatti  li  prodotto  di  due  numeri  diversi  da  zero  è  diverso  da 
zero  (cfr,  art.  362). 

365.  Il  prodotto  di  un  numero  razionale  k  per  1  è  uguale  a  k, 
nei  mentre  che  il  prodotto  di  k  per  ~  1  è  uguale  n  —  k. 

La  dimostrazione  è  affatto  ovvia. 

366.  Se  «i  ,  ttj  ,  . .  . ,  9„  sono  dei  numeri  razionali  qualisivoglia- 
no,  positivi  o  negativi,  il  prodotto  {—  3])(—  a^)  .  .  .  (—  o:„)  è  uguale 
allo  stesso  prodotto  a,5j  .  .  .  a„  ,  oonero  al  numero  ad  esso  contra- 
rio, secondochè  n  sia  pari  o  dispari. 

Si  ha  infatti,  secondo  1'  art.  precedente  : 

(-  «,)(-  «.)••■  (-  « J  =  K-  i)',l [(-  i)'.l  ■  •  ■  [(-  i)'„l 

=  (- 1){- 1) . . .  (-  n«,',  ..-«,  =  (- 1)"»,»,  .■."„. 


I.  É  importante  di  dimostrare  come  la  le^ge  di  nompoaixione  dello  uni 
della  diverse  spacio  e  seRiit,  data  in  questo  §  (art.  S54!,  sia  la  sola  ieege  : 
epetto  alla  qaate  la  legge  razionale  dei  valori  goda  della    proprietà  cui 

Ammettiamo  naturalmente  i 
poaitiva  di  !•  Bpecio  ( 
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di  !■  specie.  Se,  dopo  cio,  satsiate  Ik  proprietà  catnpo- 
.o  di  DD  itg^regato  dì  m  unità  positive  di  specie  m  e  deì- 
unità  poaitive  di  specie  n  eaaer  dovrà  equivalente  ad 
lecie  (giacché  ognuno  di  qnai   dne  asgreeati  equivale  ad 


un'unità  politi 

aitiva,  i)  composto  <ii 

l'Aggregato  di  n  unità  ,...o.v,.^  ...  ,>^c^,„   ,.    ^^^^^    -w.ia    c4ui.sismi,o 

un'unità  di  !■  specie  (giacché  ognuno  di  qnai   dne  aggregati  equivale 

un'  unità  di  !■  Bpecic).  Cioè,  un  aggregato  di  mn  unità  positive  di  specie  « 
(bo  X  è  la  specie  dell'unità  positiva  che  nasco  dal  composto  di  un'unità 
di  specie  m  ed  una  di  specie  n)  esser  dovrà  equivalente  all'anità  di  prima 
specie.  Di  qui  se^ue  necessariamente  (art.  827)  che  3:=ntn;  cioà  appunto 
che  un'unità  positiva  di  specie  m  composta  con  un'unità  positiva  di  spe- 
cie »  deve  generare  un'unità  positiva. di  specie  mn. 

Ammettiamo  in  secondo  luogo  come  postulalo  che  il  composto  dell'ag- 
gregato nullo  per  un'unità  positiva  di  J.'  specie  esper  debba  equivalente 
all'aggrogato  nullo.  Poiché  l'aRgrogato  nullo  è  equivalente  all'aggregato 
di  nn'unilà  positiva  Aj  ,  di  specie  >,  e  della  sua  contraria  A'j ,  il  composto 
dell'aggregato  A,>  ,  A',-  e  dell'aggregato  di  m  nnità  positive  di  specie  m 
(che  equivale  alla  unità  positiva  di  specie  1)  esser  dovrà  equivalente  al- 
l'aggregato nullo.  Cioè,  se  X  è  la  specie  dell'unità  D^^  che  nasce  dal  com- 
posto di  A'i  con  l'unità  positiva  di  specie  m,  l'aggregalo  di  tu  unità  pi>- 
sitivc  di  specie  mi  riunito  all'aggregato  di  m  unità  equivalenti  a  D^  do- 
vrà riuscire  equivalente  all'aggregato  nullo.  Di  qui  seguo  primieramente 
(art.  82*2)  che  D^  dev'essere  negativo;  onde  l'aggregato  di  i»  unità 
positive  di  specie  mi  esser  dovrà  equivalente  all'aggregato  di  m  unità  ne- 
gative di  specie  z.  Sarà  dunque  (art.  827)  x^mi,  cioè;  il  composto  di 
un'anità  positiva  di  specie  m  e  di  una  negativa  di  specie  i  esser  dovrà 
un'unità  negativa  di  specie  ni. 

Se  ammettiamo  finalmente  come  terio  postulato  che  it  composto  dell'ag- 
gregato nullo  con  se  stesso  sia  ancora  equivalente  all'aggregato  nullo,  il 

(Ai  ,  A',)(B„  ,  B'„) 

dovrà  equivalere  all'aggregato  nullo.  Di  qui  segue  facilmente  pei  risaltati 
già  ottenuti  circa  i  composti  AiB„  ,  A,B'„  ,  A'^B»  che  il  composto  A'jB'^ 
esser  deve  equivalente  al  composto  AjBd  ;  cioè  che  il  composta  di  due 
unità  negativa  di  specie  i  ed  m  risp ,  esser  devo  un'  unità  positiva  di 
specie  im. 

Le  definizioni  date  all'art.  854  si  trovano  cosi  tutte  giustificate. 

2.  La  definizione  di  composto  di  due  unità  a  e  3,  data  all'art.  854,  si  può 
anche  enunciare  sotto  questa  forma:  il  composto  a^  è  un'unità  dedotta  dal- 
l'uiiilà  a  nello  atetto  modo  ed  quale  dall'unità  /ondamenlalt  poiiliva  è  ttala 
dedotta  l'unilà  ^.  Infatti  x^  è  un'unità  di  sogno  eguale  o  contrario  a  quello 
di  a  secondochè  ^  è  dì  seguo  eguale  o  contrario  a  quello  dell'unità  fon- 
damentale positiva.  E  se  un'  unità  fondamentale  equivale  all'  aggregato 
di  n  unità  slmili  a  p  (cho  eia  duo  di  specie  n),  anche  l'unità  a  (che  sia 
di  specie  m)  equivale,  fatta  astrazione  dal  segno,  all'aggregato  di  n  unità 
simili  al  composto  j|)  cho  ò  di  specio  nin  (cfr.  art.   8^0). 

Si  pu6  facilmente  riconoscere  come  anche  il  prodotto  di  due  aggregati 
obbedisca  a  questo  stesso  concetto  (cfr.  la  l*  delle  noto  fatte  da  C'auchg 
al  suo:  Court  d'Anal^ie  di  l'École  Polylechniqice,  Paris,  1821). 

§  10.°  -  Proprietà  distrlbatlva  della  moltlplioiuioiie 
del  namerl  razionali. 

367.  La  proprietà  distributiva  della  moltiplicazione  di  numeri 
naturali  rappresentata  dall'uguaglianza: 

{a  +  b)c  =  ac+bc  (1) 

(efr.  Gap.  I,  §  9.")  sussiste  anche  se  a,  b,  e  siano  dei  numeri  ra- 
zionali qua  lisi  vorrl  inno,  interi  o  fVazionarii,  positivi  o  negativi. 
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Infatti,  ee  À  ,  B ,  C  siano  aggregati  (di  nnitA.  fondamentali  od  ali- 
quote, positive  o  negative)  rappresentati  riep.  dai  nameri  a,Ò,  e,  baste- 
ri,  per  dimostrare  la  (1),  di  dimostrare  che  l' aggregato  (A  ,  B)C_è 
e()nivalente  all'aggregato  (AC  ,  BC);  giacché  l'aggregato  (A  ,  B) 
formato  dalla  rianione  di  A  e  B  è  rappresentato  (art.  317)  dal  nn- 
mero  a  +  b,  ecc.  Ora  6  manifesto  (cfr.  ai-t.  28)  che  il  composto 
dell'aggregato  (A  ,  B)  e  dell'aggregato  C  è,  non  solamente  eqni> 
valente,  ma  addirittura  identico  alla  riunione  dell'aggregato  com- 
posto AC  e  dell'  aggregato  composto  BC. 

368.  La  proprieià  dlstribotiva  ora  dimostrata  ha  per  conseguen- 
za, precisamente  come  si  è  visto  pel  numeri  naturali,  che  il  pro- 
dotto di  due  gomme  dì  numeri  razionali  è  uguale  alla  somma  di 
tvUi  i  prodotti  che  si  possono  formare  moltiplicando  un  termine 
qualunque  della  prima  somma  per  un  termine  qualunque  della  te- 
coiida. 

Si  ha  cosi,  ad  esempio  : 

(n-3&^-2c)(d-3A)= 

=ad+(-3t)d+2cd+o(-3A)+(-3fc)(-3A)+(2c)(-3/() 
ossia  (cfr.  art.  366)  : 

(a -36+ 2c)(d-37i)=ad-3&d + 2cd-3aft  f  96A  -  6cA. 

369.  È  del  pari  manifesto  che  quanto  ai  ò  detto  nel  primo  Ca- 
pitolo circa  le  espressioni  monomie  e  polinomie  o,  pili  general- 
mente, circa  le  espressioni  intere  dedotte  da  certi  numeri  a,  b,  e,... 
segue  a  sussistere  anche  se  a,  b,  e,...  siano  numeri  qua  li  si  vogliano. 

Soltanto  noteremo  che  si  dovranno  ora  considerare  come  espres- 
sioni monomie  (cfr.  Cap.  I,  §  Q.")  non  solamente  quelle  della  forma: 

a*bh-<  ...d^, 

ma  anche  quelle  della  forma  : 

-  a"&Pcl  ...d^, 

giacché  si  può  scrivere  : 

-  a»6?cf  .  .  .  rf*  =  (-  l)a'bfcf  .  .  .  dK 

E  per  la  stessa  ragione  potranno  considerarsi  come  espressioni  po- 
linomie (cfr.  Cap,  I,  §  6.0)  tutte  qaelle  della  forma: 

±a"6^...d*±a"/.../*±...±a'     6^      .  .  .  d*     . 

370.  Finalmente  notiamo  che  le  espressioni  intere,  cioè  (cfr. 
Cap.  I,  art.  106)  le  espressioni  dedotte  dai  numeri  a,b,c ,. . .  ,d 
fiUKliante  le  tre  operazioni  di  moltiplicazione,  addizione  e  sottra- 
zione, hanno  ora  un  senso  perfettamente  determinato  qualunque 
siano  i  valori  che  sì  attribuiranno  ad  a,  b,  c,...,d.  Non  ha,  cioè, 
pit  ragione  di  essere  la  restrizione  che  eravamo  costretti  a  fare 
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Finché  dovevamo  restare  nel  campo  dei  soli  numeri  natorall,  giac- 
ché liel  campo  dei  numeri  razionali  la  sottrazione  i  tempre  poè- 
ribile, 

Ifot*  ed  Ei»roisi. 

1.  St.i  numeri  rationali  poiilioi  a,  a,  b,  p  todilii/ano  alle  diteffuagliantt  : 


Si  dimostrerà  oió  ossarvando  che  dev'essere  b  =  a  +  f 
k  a  k  positivi  (ed  A  divurso  da  zero). 
2.  Essendo  a  e  6  dae  numeri  raEionali  qualisivogliaDt 

il  numero   --  - -—  è  sempre  compreso  fra  a  e  6  ;  e  se  ne  deduca  poi  che 

fra  dut  numeri  ragionali  qualunque  tono  tempre  comprili  infiniti  altri  nunifri 
'•azionati, 
8.  Dati  dae  numeri  razionali  qualunque  a  e  b  {a  <  bì,  dimostrare  come 

si  possa  determinare  il  numero  naturale  n  in  modo    che  a  +  -  sìa  compreso 


§  11.»  —  Quoto  di  doe  namerl  raslonall. 

371.  Dati  dae  numeri  naturali  m  ed  n,  non  esiste  (ad  eccezione 
del  caso  pariicolare  in  cui  m  sia  multiplo  di  ti)  un  numero  natu- 
rale a:  che  moltiplicato  per  n  produca  m. 

-  Questo  problema  diventa  perà  risolubile  nel  campo  dei  numeri 
razionali-,  giacché  esso  é  soddisfatto  dal  numero  razionale: 


Da  ciucata  eguaglianza,  moltiplicandone  entrambi  ì  membri  per  i 

segue  infatti  {art.  362)  : 


3T2.  Piii  generalmente  :  ae  a  e  ^  sono  due  numeri  razionali  e  % 
sia  diverso  da  zero,  esiste  un  unico  numero  ragionale  z  che  mol- 
tiplicato per  p  produce  a. 

La  restrizione  che  ^  sia  diverso  da  zero,  é  necessaria;  poiché, 
se  P  =  0,  l'uguaglianza: 

gx-a  (1) 

non  può  evidentemente  essere  soddisfatta,  se  non  quando  sìa  a~0. 
E  se  anche  a  é  uguale  a  zero,  l'eguaglianza  (I)  sarà  manifesta- 
mente soddisfatta  da  qualunque  numero  razionale  x. 

Supponiamo  ora  dapprima  che  a  e  ^  siano   due   numeri  razio- 
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L'eguaglianza  (1)  sarà  soddisfatta  prendendo: 


Si  AvrJt  infatti  appnnto  : 


_  m'mn 
n'nm' 


Se  a  e  ^  non  sono  entrambi  positivi,  ma  sta  in  generale  : 


ove  e  ed  e'  figurano  i  segni  +  o  -  oppure  anche,  che  è  la  stessa 
eoga,  +1  0  —  1 ,  basterà ,  per  Boddisfare  1'  ngaaglianza  (l),  dr 
preodere  : 


Bceifliendo  il  segno  ^■  ovvero  il  segno  —,  secondochè  i  due  segni 
E  ed  e'  Biano  ugnali  o  contrarìi.  Si  avr&  infatti  (cfr.  art.  366): 


m'     /  ,mn'  \ 
-7-s(e' — j)=i 
r»        \    nm'  I 


373.  Ci  resta  ancora  a  dimostrare  che,  oltre  al  numero  a:  coeì 
determinato,  non  esiste  alcun  altro  numero  razionale  x  che  sod- 
disfi alla  (1).  Ed  invero,  ammesso  che  sussìstessero  aimultanea- 
mente  le  due  uguaglianze  : 

f  a;  =  a     ,     pK'  =  a , 

sottraendo  l'una  dall'altra  membro  a  membro,  se  ne  dedurrebbe: 

fa;  -  fa:'  =  0 , 
ossìa  anche  : 

p(a;  -  a^)  -  0 

d'onde,  poiché  il  fattore  3  è  s  0  (ari.  364)  : 

a:  —  a:'  =  0 ,     cioè  ;     x  =  x\ 

374,  1}  numero,  di  cui  abbiamo  ora  constatata  1'  esistenza,  che 
maitiplicato  per  ^  produce  a,  si  chiama  il  quoto  di  a  per  ^   e   si 

rappresenta  col  sìmbolo  —,  od  anche  con  a  :  0. 
P 
Questa  definizione  del  simbolo  -^  è  ìn  perfetto   accordo  (cfr. 
ut.  371)  col  significato  gi&  dato  a  questo  numero  nel  caso  in  cui  a 


;yG00'^IC 


—  148  — 
e  ^  siano  interi  e  positivi,  È  quindi  naturate  di  applicare  al  sìm- 
bolo -^ ,  qualunque  siano  i  numeri  razionali  a  e  C,   1'  epiteto  di 

P 
frazione  e  ai  Buoi  due  termini  a  e  ^  quello  di  numeratore  e  dì 
denominatore  della  fi*azÌone 

375.  Jl  valore  di  una  frazione  qualeivoglia  non^ai  altera  mol- 
tiplicandone il  numeratore  e  U  denominatore  per  uno  ttesao  nu- 
mero razionale. 

Infatti,  se: 


e  moltiplicando  entrambi  i  membri  per  un  numero  razionale  qua- 
lunque y: 

cio6  appunto: 

^  =  ?. 
T? 
376.  Dall'  eguaglianza  : 

ax  =  a!/ 
segue,  so  a  6  diverso  da  zero  : 


cioè  per  r  art.  precedente  : 


oseia:  se  i  due  membri  di  un'eguaglianza  hanno   un   fattore   co- 
mune diverso  da  zero,  esso  si  può  anche  sopprimere. 

377.  iter  avere  il  prodotto  di  due  frazioni,  basta  formare  la  fra- 
zione che  ha  per  numeratore  il  prodotto  dei  numeratori  e  per  de- 
nominatore  il  prodotto  dei  denominatori. 

fila  infatti  : 


Dall'  eguaglianze  : 

^X=tt  ,  by  =  a 

moltiplicate  membro  a  membro,  segue  : 


i  il  quoto  di  due  frazioni,  basta  formare  la  fra- 


iceyGoOt^lc 


—  149  - 

ziont  che  ha  per  numeratore  il  ttnmeratore  della  prima  moltipli- 
cato per  il  denominatore  della  seconda  e  per  denominatore  il  de- 
nominatore della  prima  moltiplicalo  per  il  numeratore  della  fe- 
conda. Cioè  : 

a 

^       ab 


Invero,  per  yeriflcare  l'esatteKssa  di  questa  nguagiUnza,  basta 
verificare  che  : 

ab    a  _  a 

pò'  y  "  y 

E  si  ba  infatti,  secondo  1'  art.  precedente  : 
ab    a      d'ba  _   a 

379.  La  gomma  di  due  frazioni  aventi  lo  stesso  denominatore  è 
nguaU  alla  frazione  che  ha  per  numeratore  la  somma  dei  nume- 
rotori  e  per  denominatore  il  denominatore  comune. 

Sia  ìd fatti: 

a  p 

Dall'  ngnaglianze  : 

dx  =  a  ,    dy  =  ^ 

sommate  membro  a  membro  segue  ; 

d(a:  +  y)  =  9  +  P  > 


cioè  appunto  : 


x  +  y  = 


d    ' 


380.  Di  qni  aegue  (cfr.  art.  875)  clie  la  somma  di  dne  frazioni  si 
pai)  esprimere,  sotto  forma  di  un'unica  frazione,  come  aeguc  : 

a       a  _  a?      ab     a^  +  aJ> 
T  ''"J~6^"'"p6~      b'f     ' 

381.  L'operazione  mediante  la  quale,  dati  due  numeri  a  e  g,  si 
ottiene  il  numero  x  che  moltiplicato  per  p  produce  a,  si  chiama 
iiviiione  di  a  per  6.  A  rigore  si  dovrebbe  però  chiamarla  divi- 
sione razionale  od  esatta  di  a  per  <^,  per  distinguerla  dalla  divi- 
sione naturale,  da  noi  già  considerata  al  capitolo  II,  che  dà  per 
risultato.il  quoziente  di  a  per  g,  cioè  quel  numero  naturale  (in- 
tero e  positivo)  q  che  indica  quante  volte  il  numero  positivo  g  è 
contenuto  in  a. 

Nel  mentre  che   il  quoto  x  di  a  per  ^  soddisfa  all'uguaglianza: 
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il  quoziente  g  di  a  per  ^  soddisfa  all'egaaglianza  : 

a  =  f  3  +  r 

essendo  r  an  numero  positivo  minore  di  ^.  Da  qaest'alttma  egaa- 
glianza  ai  deduce: 


dove  -g-  6  minore  di  l.  II  quoziente  non  è  dunque  altro  che  la 

parte  intera  del  quoto,  il  quale  si  chiama  perciò  anche  quozienti 
etatto  (spesso  anche  semplicemente  quoziente,  quando  la  natura 
della  questione  non  dia  luogo  ad  equivoco). 


-  Espressioni  ragionali  —  Equazioni  algebriobe. 


36^.  Si  chinma  espressione  razionale  ogni  espressione  ottenuta 
operando  su  certi  numeri  a,  b,  e, . . ,  ,  d,  ben  determinati  o  desti- 
nati a  restare  arbitrari,  mediante  le  quattro  operazioni  fondameu- 
tali,  cioè  moltiplicazione,  addizione,  sottrazione  e  divisione,  ese- 
guite un  numero  finito  di  volte. 

Cosi,  ad  esemplo  : 


^      c+d     c-d ?c+d 


è,  come  si  vede,  un'espressione  razionale  rispetto  ai  numeri   a, 
b,  e,  d. 

383.  Ogni  espressione  razionale  si  può  ridurre,  sema  alterarne 
il  valore,  sotto  forma  di  espregsione  intera  0  di  quoto  di  due  e- 
spreitioni  intere  (cfr.  Cap.  I,  §  12). 

Supponiamo,  infatti,  che  ciò  sia  giji  stato  dimostrato  per  quelle 
espressioni  razionali  che  si  deducono  dai  numeri  a,h  ,c,. . .  ,^ 
mediante  un  numero  di  operazioni  fondamentali  inferiore  a  fc,  e 
facciamo  vedere  che  II  teorema  sarà  vero  anche  per  ogni  espres- 
sione razionale  E  ottenuta  mediante  k  operazioni. 

Invero,  l'ultima  delle  k  operazioni,  mediante  le  quali  è  stata  ot- 
tenuta E,  sarà  un'operazione  fondamentale  eseguita  fra  due  espres- 
sioni E'  ed  E"  già  ottenute  precedentemente,  cioè  con  meno  dì  ib 
operazioni;  cosicché  sarà  per  l'ipotesi  fatta: 

^,     H'      ^„     H" 
E'  =  ^,,E"  =  ^. 

l"  espressioni  intere  formate  con  a,  b,  c,...,d. 
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„,     _„_H'     H"_H'K"-H"K' 
E  -E  -^-^r.-       ^g» 

K'     K"     Z'K" 

È"  ~  K'  ■  K"  ~  K'E"  ' 
è  chiaro  cbe  £  arrJt  una  delle  qnattro  forme  : 

H;K"  +  H"K'        H'K"  -  H"K'        H'H"        H'K^ 
K^''         '  K*K"""     '     k'K"  '     K'H" 

ciascDna  delle  qnal!  è  appunto  il  qnoto  di  due  espressioni  intere. 

Il  teorema  enunciato  b  cosi  dimostrato,  polctiè  esso  é  evidente- 

menie  vero  per  le  espressioni  ottenute  da  a,  b,  e, ... ,  d   con    nna 

sola  operazione,  le  qoali  appartengono  ad  ano  dei  quattro  tipi  : 

«fc  ,  a  +  b  ,  a  — ft  ,  -;-. 
b 

381.  L'eguaglianza,  ottenuta  col  procedimento  testé  Indicato: 


che  pone  un'  espreseione  razionale  qualsivoglia  E  eotto  forma  di 
qnoto  di  due  espressioni  intero  U  ed  N,  ci  dice  solamente  che  per 
tatti  quei  valori  di  a ,  h,  e ,. ..  ,d  pei  quali  E  lia  un  significato, 

e  ctie  i  due  significati  coincidono.  La 

M 

reciproca  non  è  però  vera.  Cioè  la  frazione  -^  può  avere  un  si- 
gnificato anche  per  valori  di  a  ,b  ,c  ,. . .  ,  d  cbe  non  danno  un 
significato  ben  definito  ad  E.  Cosi,  ad  esempio,  1'  espressione  ra- 
lìonale  : 


ha  un  significato  ben  definito  soltanto  quando  siano  diversi  da 
zero  tutti  i  denominatori,  cioè  quando  siano  soddisfatte  le  dise- 
gna^lianze  : 

bsO  ,  csO  ,  d^O. 
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In  quest'  ipotesi  si  può  scrivere  : 


3,  a  differenza  del  primo,  ha  sif^nificato  sn- 
Ile  sta  soltanto  : 


mie  si  può  ovviare  scrivendo  r 


glianza  i  dne  membri  hanno  sigrnlficato  {e 
gli  stessi  valori  di  a,  b,  e,  d. 

siamo  dire  che  un'espressione  razionale  qua- 
<i  numeri  a  ,  b  ,  e  ,  . .  . ,  d ,   si  può  sempre 

M' 
uoto  Tj,  dt  due  espressioni  intere,  avendo  la 

I  per  quei  soli  valori  dt  a  ,  b  ,  e  , . .  . ,  d  che 

I.  Essa  non  sarà  però  in  tal  caso,  general- 
a  alla  sua  piU  semplice  espressione  {potendo, 
avere  qualche  fattore  comune). 


3nto  dell'art.  363,  il  secondo  membro  hann 
inato,  che  coincide  con  quello  del  primo 
!ie  siano  soddisfatte  certe  disegaaglianze: 

0  ,  D'sO  ,  D"sO,  .  .  . 

mere  che  Bono  diversi  da  zero  tutti  i  dcnomi- 
)  nelle  varie  divisioni  occorse  nella  compo- 
scriviamo,  come  è  lecito  : 

""NDD^"...' 

rà  significato  (uguale  a  quello  di  E)  per  tutti 
i,  b,  e, .  .  .  ,  d  che  danno  un  significato  ad  E. 

due  espressioni  razionali  dedotte  dai  numeri 
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a,b,c,...,df  ed  esista,  o  ai  supponga  eBÌatero  l'aguagliaiiza : 

E  =  E', 

si  potrà  a  qae8t'aga«glianza  dare  ia  forma  ; 

E   -  E'  ^  0. 

Quindi,  poiché  E  -  E'  6  pare  na'espresaione  razionale  dedotta  dai 
numeri  a,  b,  e, . .  . ,  d,  si  paò  ad  essa  aostituiro,  per  ]'  art.  prec, 
no' egnaglianza  ad  casa  perfettamente  equivalente,   della   formn  : 


essendo  M  ed  N  espressioni  intere  dedotte  dn  a,  b 
Ma  l'uguaglianza  (I)  equivale  alla  uguaglianza: 


congiunta  colla  disagtiaglianza: 

NsO. 

Vediamo  dunque  clic  ogni  eguaglianza,  o  sittema  di  più  egua- 
giianze.fra  eepresiioìtì  razionali  dedotte  da  a,  b,  e, .  .  .  ,  d,  tipuò 
turrogare  {coli' aggiunta  di  certe  diaeguaglianze)  con  un'eguaglian- 
za, 0  con  un  sistema  di  uguaglianze  di  forma  intera  ; 

M  -0,M'  =  0,M"  =  0,... 

cioè  uguagliando  a  zero  certe  espressioni  intere  dedotte  da  a,  b,  e,...,d. 

387.  Tutti  i  problemi  dell'algebra  si  riducono  in  uliiraa  analisi, 
Bd  Qgangliare  fra  loro  certe  espressioni  razionali  dedotte  da  nu- 
tneri  a,  b,  e,  .  .  .  ,  d  più  o  meno  detcrminati  ed  a  ricùrcnro  se  e 
qaali  valori  di  a,  b,  e,  ,  .  ■ ,  d  possano  soddisfare  tutte  le  tigua- 
glianze  cosi  ottenute.  Ora,  per  quanto  si  è  testé  dimostrato,  tutto 
queste  Qgnaglianze  sì  possono  ridurre,  fatta  astrn7.ione  da  certe  di- 
Kgaaglianze,  ad  un  sistema  di  equazioni  : 

E,  -  0  ,  E,  =  0  ,  . .  .  ,  E^  =  0 

in  cui  le  E  sono  espressioni  razionali  intere  dedotte  da  a,b,  c,.,.,d. 
Queste  uguaglianze  si  chiamano  anche  talvolta  equazioni  aìge- 
Mche,  ed  il  loro  insieme  si  dice  essere  un  sistema  di   equazioni 
algebriche. 

388.  In  ogni  sistema  di  equazioni  algebriche  alcune  delle  quan- 
(tijk  a,  b,  e, .  . .  ,  d  sono  perfettamente  determinate  a  priori  e  ven- 
gono per  conseguenza  espresse  con  dei  simboli  numerici  proprìa- 

meiite  detti,  come  -,  3  ,--,.. .  Altro  non  sono  determinate  a 

priori,  ma  s' intende  che  debbono  essere  fistiate  a  piacere;  esse 
prendono  il  nome  di  parametri  e  ei  designano  appunto  colle  let- 
tere a,  6,  e,  . .  . ,  a,  ^,  T,  . .  .  Altre  finalmente  8Ì  lasciano  indeter- 
minate anche  dopo  flssari  i  valori  dei  parametri,  inquantochè  rap- 
Catelli.  —  Iitituiioni  di  analtii  atgtbrìca,  &.*  «dts.  20 
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lo  inrognite  del  problema;  il  quale  cnnsrsie  appunto 
Ilare  tniì  incognite  in  modo  che  tutte  le  equazioni  si 
lisfatlc.  Le  incogaite  si  designano  ordinariameute  colle 
re  dell'alfabeto,  come  x,  y,  z,  t,  u,  v  ,  .  .  . 

ad  esempio,  le  due  equazioni  : 

3a:'— T  axtf  ^■  (b  +  c)y'  ^-  2  =  0 

Sa:»  -  Zbcxi/  +  5  =  0 

considerare  come  un  sistema  di  due  equazioni  algebri- 
ue  incognite  x,  y.  In  esso  llguranu  però,  oltre  ai  coef- 

rmlnali  a  priori:  2  ,  —  t  >  3 ,  —  3  ,  5,  anche  i  parametri 


quazione  algebrica  fra  le  incognite  x,  y,  . . .  ,  z  e\  dice 
I,  se  n  è  il  grado  (Cap.  I,  art.  225)  del  polinomio,  cbe 
primo  membro,  rispetto  alle  variabili  x,  y, .  . . ,  z.  Cosi 


1  generale  di  un'equazione  di  !■>  grado  colle  due  in- 
/;  nel  menrre  che  il  tipo  piti  generale  di  un'equazione 
I  fra  le  stesse  due  incognite  sarà  : 


'»'  +  dy*  +  'icxy  +  dx  +  ey  +  g 


-  Bisolosione  di  equazioni  di  1°  grado. 


equazione  di  l»  grado  con  una   sola   incognita 
ridurre  alla  forma: 


I  b  numeri  conosciuti.  Alla  (1)  si  può  anche  dare  la 
'alente  : 

ax  =  -b,  (2) 

le  portando  (§  7.")  il  secondo    termine   b   a\    secondo 

na  di  risolvere  la  (2)  coincidendo  ora  con  quello  di 
.1.0)  il  quoto  di  a  e  di  —  6,  vediamo  senz'altro  che: 
ente  a  è  diverso  da  zero,  l'equazione  (1)  ammette   l'u- 


>,  l'equazione  (l)  è  incompatibile,  a  meno  che  già  anche 
naie  caso  la  (l)  è  evidentemente  soddisfatta  da  quat- 
di  X. 
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392.  Un'cqnsziono  di  t»  f^rado  con  più  incognite,  p.  cs.  con  tre 
incognite  x,  y,  z  ò  ridacibilc  «Ila  forma: 

(IX  +  fiy  +  cz  +  ri  =  0.  (3) 

Dei  qn&tlro  coeGQcienii  a,  b,  e,  d,  l'aliimo  rf  si  clilama  il  termine 
nolo  dell'equazione  ;  ^li  altri  (che  sono  pure  numeri  conosciuti)  si 
dicono  i  coefficienti  delle  incognite. 

Il  problema  rappresentato  dalla  ri*,  fin  cui  i  coefficienti  a,  b,  e 
si  debbono  ritenere  tutti  diversi  da  zero,  poiché  altrimenti  l'equa- 
zione non  conterrebbe  che  un  numero  minore  d'incognite)  è  sem- 
pre indeterminato,  perchè  ammette  un  numero  infinito  di  soluzioni, 
[nvero,  fissati  a  piacere  i  valori  di  due  delle  incognite,  p.  es.  di 
jr  e  di  z,  la  (3)  si  presenterà  come  un'equazione  colta  sola  inco- 
gnita  X,  che  si  poir&  anche  scrivere  cosi  : 
ax  =  —  {by  4-  cz  -t-  ri) 
d' onde  : 

_  _  hy  +  cz  +d 

393.  La  risoluzione,  ove  eia  possibile,  di  un  sistema  di  m  equa- 
zioni di  lo  grado  con  n  incognite  x,  y,  s,  .  .  ,  ,  non  presenta,  teo- 
ricamente parlando,  alcuna  difflcollà.  Basterà  infatti  ricavare  da 
QiiB  delle  equazioni  il  valore  di  una  delle  incognite,  p.  es.  di  a', 
eome  all'art,  prec.,  e  sostituire  l'espressione  cosi  ottenuta,  che  con- 
terrà soltanto  y,  z,  .  . .  ,  nelle  rimanenti  equazioni,  le  quali  vor- 
ranno cosi  a  formare  un  sistema  di  m  — L  equazioni  di  1°  grado 
colle  sole  m  -  l  incognite  y,  z,  .  .  .  Reciprocamente,  è  facile  rico- 
noscere che  ogni  sistema  di  valori  delle  y,  z,  .  .  .  eoddisl'acenic 
allo  m  -  1  equazioni  cosi  trasformate,  congiunto  col  corrispondente 
valore  di  x  dato,  come  sopra,  dalla  prima  equazione,  fornirà  un 
sigtenna  di  valori  ài  x,  y,  z, .  . .  ì  quali  soddisferanno  tutte  le  m 
equazioni  primitive. 

La  risoluzione  del  sistema  delle  m  —  l  equazioni  colle  »  -  1  in- 
cognite si  farà  poi  dipendere  al  modo  stesso  da  quella  di  un  si- 
stema di  tn  —  2  equnzioni  con  n  - 'J  incognite  al  più;  e  cosi  di 
seguito.  Durante  queste  succeBSivo  riduzioni  potrà  accadere  che 
qualcuna  delle  equazioni  residue  si  trovi  affatto  priva  di  inco- 
gnite. 8c  una  siffatta  equazione  esprima  un'assurdità  (come  p.  es. 
4  -  3)  è  chiaro  che,  senza  procedere  più  oltre,  si  dovrà  dichiarare 
il  problema  proposto  insolubile,  ossia,  come  anche  si  dice,  che  lo 
m  equazioni  dato  fra  le  n  incognite  x,  y,  z, .  .  .  sono  incompati- 
liiti.  lo  caso  contrario  si  potrà  proseguire  finché  non  restì  più  al- 
cuna delle  equazioni  primitive  o  restino  solfano  equazioni  mon 
assurde)  prive  di  incognite. 

Il  sistema  proposto  si  sarà  cosi  trasformato  in  un  aliro,  ad  esso 
equivalente,  della  forma: 

X  =  ay  +  bz  +  i:t+  .  .  .  +  du  ■+  ev  +  gw  +  .  .  . 

y  =  a,2  -I-  &!*  +  .  .  .  +  d,u  -I-  e,v  +  g,w  +  .  .  . 

z=^a,t+  .  . .  +  d,w  +  e,D  +  g^w  +  . . . 
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il  quale  bì  risolverà  prendendo  a  piacerò  i  valori  dulie  v,  u>,. . ., 
dopodiché  1  valori  delle  rimanenti  incognito  x,  y,  z, .  . . ,  u  si  tro- 
veranno perfettamente  detcrminati. 

"      ■'     ■  '■     •  tema  di  duo  equazioni   con  due 

,  ax  +  ^fy  =  y.  (4) 

aver&  dalla  prima  : 

b 

-  -  y  (5) 

;  di  X  nella  seconda  oqaaziono,  si 
lazione  : 

r  =  aif  -  ca 

a  zero,  ci  dar&  per  jf   il   valore: 

f—  ex 


-bì 


(S) 


sterna  proposto  (4)  si  dovrebbe  di- 
che fosse  anche  ot  — c!i=0,  nel 
a  piacere  il  valore  di  y  e  deter- 

data  dalla  (6)  nella  (b)  troviamo 
0  da  zero,  Ì1  sistema  (4)  è  risoluto 
li  X,  y,  dato  dalle  formolo: 

_  «Y  -  ca 
'  ^~  a}  -  bi 

Tobbe  se,  essendo  nella  prima 
0,  ragionando  au  ;/  come  si  ò  ra- 
b  fossero  entrambe  nnllo  si  trova 

'ipotesi  che  al  —  bt   sia  diverso 


=  0  ,  af-eai=  0, 

7  =  0. 

'ibilità  del  Bistema  di  tre  et^uftiioni  : 

y=.y  ,  Ax+Bg  =  0. 

~a.b.e,-a,b.e,  -tt.b.c,  E  0  , 
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il  sìslema  di  8  oqaazloni  : 

a,x  f  (i,y  +  o,»  =  a  ,  6,*  +  t^j/  +  6,i  -  p  ,  c,t  f  e,g  -)■  e,i  =  -j  , 
BmiioUe  l'unico  sistema  di  eoluzioui: 

""TÌ"'''^  '  °'^'''  f '>*.'=i-a.P<i-"*i''.-''ATl 

§  14.0  —  Rlsolazlone  di  un'equazione  algebrica, 
con  un'Incognita,  di  qualsUoglla  grado. 

395.  Dovendosi  risolvere  an' equazione  algebrica  del  grado  n, 
coQ  una  sola  incognita  x  : 

af,x"  +  a^x"~*  +  a^'~'  +  . .  .  +  ct^.^x  +  a„  =0,  (1) 

ci  b  sempre  lecito  ritenere  cbe  i  eoefficienti  a^ ,  a^  ,  ,  .  ,  ,  a^  siano 
miti  interi,  giacché,  se  non  lo  fossero,  baslerebbe,  per  renderli 
tali,  di  moltiplicare  la  (1)  pel  minimo  comune  mnltiplo  dei  cleno- 
mioaiori  delle  frazioni  che  lì  rappresentano,  già  ridotto  preventi- 
vamente alla  loro  più  semplice  espressione. 

Ciò  premesso,  supponiamo  die  la  (1)  sia  soddisfatta  da  nn  cerio 
valore  positivo  di  x,  elio  si  potrà  sempre  ritenere  posto   sotto    lu 

forma  -i-  ,  essendo  —  due  numeri  interi  positivi  primi   fra   loro. 

Dovrà  essere: 

oasia,  che  è  la  stessa  cosa,  moltiplicando  l'equazione  per  g"  : 
«oP"  +  <^iP"''9  +  «sP""V  +  •  ■  ■  i  "h-1  M"""'  +  "«?"  =  0-  C'^) 
Poicbò  ora  il  numero  p  k  un  divisore  dì  ciascuno  dei  primi  n 
tennini,  è  chiaro  che,  per  essere  soddisfatta  la  (2).  è  necessario 
che  esso  sia  altresì  divisore  dell'ultimi)  termine  a^q".  Ma  p  ò  primo 
con  g;  quindi  dovrà  essere  a„  divisibile  perp.  Similmente  si  vede 
che  q,  dividendo  tutti  i  termini  del  primo  membro  di  (2)  a  comin- 
ciare dal  secondo,  dovrà  dividere  a^, 

E  dunque  manifesto  che  per  aoere,  se  ne  esistano,  tutti  i  valori 
razionali  positivi  di  x  che  soddisfano  la  (2),  basterà  trovare  (cfr. 
*>■'■  192)  lutti  i  divisori  positivi  : 

Pi  »  Pi  .  Pj  .  ■  ■  -  .  PtL  C-**) 

del  numero  a„  ,  tutti  i  divisori  positivi  : 

qi ,  q» .  qs  )  •  •  ■  1  q.  (*) 
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del  numero  a^,  e  verificare  se  qualcuna  delle  jiv  coppie  p,  ,q;  che 
ei  postano  formare  combinando  uno  qualunque  dei  numeri  (Zi  con 
uno  qualunque  dei  numeri  (4),  renda  soddisfatta  la  ('J).  Per  ogni 
siffatta  coppia  p^  ,  (^  che  soddisfi  la  (2),  si  avrà  una  soluzione: 

I  potranno  esistere  altre  soluzioni. 
roposta,  ad  esempio,  1'  equaziono  : 

4ar'  -  4i*  —  5»»  +  6ir»  -  93;  +  9  =  0.  (5) 

positivi  doll'altimo  coefficiente,  9,  sono  : 

1,3,9, 

imo  coefficiente,  4,  sono  : 

1,2,4. 


0  devono  dunqne  ricer- 


soluzioni  positive  della  (5), 
ove  numeri  : 

„    „     1      ^     9      1      3     9 

iltanto  due  verificano,  come  *  facile  riconoscere  la  (5), 
La  (5)  ammette  danque  due  solo  soluzioni   positive , 


corca  delle  soluzioni  negative,  se  ne  esistano,  non  dif- 
nzialmcntc  da  qaella  delle  positive.  Ammesso  infatti 
a  soddisfatta  da  un  valore  negativo  x  =  ~  j/,  essendo 
imero  positivo,  8Ì  dovrà  avere  : 


)S  _  4{-  y)*  -  5(-  ,j)'  +  5(-  y)»  -  9(-  y)  + 
-  4y*  -  4y*  +  5y>  +  5y'  +  9y  +  9  =  9. 


)  =  0 


(7) 

que  ricercare  le  soluzioni  positive  della  (7)   le  quali 
rovarsì  fra  gli  stessi  nove  numeri  (6).  Sì   trova  cosi 

ione:  y  =  ^  ;  cosicché  si  concludo  clic  l'equazione  (5), 
e  soluzioni  positive,  ammette  anche  una  soluzione  ne- 


deriamo ,  come  caso  particolare  importante ,   l' equa- 
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ziono  btiioniia  : 

ax"  -b  =  0,  (8) 

essendo  a  e  6  numeri  Interi  positivi  dati,  che  bì  possono  eviden- 

temeif^  ritenere  primi  fra  loro.  Se   x  =   ~   è  nn   Damerò  razio- 
nale po8ÌtÌTo  clie  la  soddisfa,  dovrji  essere  : 

ap"  =  bq",  (tt) 

cosicché,  potendosi  ritenere  l'intero  positivo  p  primo  con  l'intero 
poBiijTo  q.  sarà  p"  divisore  di  6  e  5"  divisore  di  a,  cioè  : 

a  =  (-5"  ,  6  =  6-p''. 

So3tl(nendo  in  (9)  questo  espressioni  di  a  e  b,  b)  vede  che  dcv'cs- 
sere  (=0,  e  precisamente, poiché  aebsono  primi  fi:a  loro,  (=0=1. 
D|nqtie  ;  affinchè  la  (8),  cioè  l'equazione  : 


tiq  riaolubile  con  un  valore  razionale  di  x,  è  necetsario   e   aufft- 
ciinte  che  h  ed  «.  siano  le  potenze  n'"™  dì  due  numeri  naturali. 

9  15.°— Ooneetto  generale  di  ranxlone  di  una  o  plfa  variabili. 
Punalonl  Inter»  e  fnnalonl  raclonali. 


399.  Date  due  variabili,  primitìvAmcntc  affatto  arbitrarlo,  x  ed 
3,  sapponiamo  die  fVa  di  esse  sia  stato  stabilito  nn  legame  o  cor- 
riipondenza,  cioè  che  sia  stata  flsaata  una  certa  iogge  in  virtù 
della  qnale  venga  detcrminato  an  numero  finito  o  infinito  di  cop- 
pie di  valori  dello  medesime  ;  cosicché,  scelti  a  piacere  nn  valore 
ài  X  ed  ano  di  y,  resti  ben  determinato  se  qnesti  dae  valori  siano 
accoppiabili  secondo  tale  legge,  nel  qual  caso  si  diranno  corri- 
ipondenti,  ovvero  non  accoppiabili  cioè  tion-corrtapondenti. 

Come  si  vede,  preso  nn  certo  valore  di  x,  potrà  accadere  che 
ad  esso  non  corrisponda  alcan  valore  di  y,  ovvero  corrispondano 
UDO  0  più  valori  di  y.  In  ogni  caso  noi  riterremo  che  i  valori  di  j/ 
corrispondenti  ad  uno  stesso  valore  di  x  siano  in  numero   Anito. 

400.  L'insieme  dei  procedimenti,  siano  essi  di  indole  algoritmica 
0  paramento  speculativa,  mediante  i  quali,  dato  il  valore  di  x, 
restano  determinati,  so  ve  ne  sono,  i  corrispondenti  valori  di  y, 
ai  chiama  processo  od  operazione  fuuzionaìe,  e  il  valore  (0  i  vii- 
lori)  di  y  cosi  ottenuto  si  dice  essere  mia  funzione  di  x. 

Una  stessa  coriìspondenza  fra  i  valori  di  x  e  quelli  di  y  ah 
dunque  origine  a  due  funzioni,  sccondochè,  cioè,  si  consideri  y 
come  fnnzionc  di  x  ovvero  x  come  funzione  di  y.  Nel  primo  caso 
la  X  si  chiama  la  variabile  indipendente  ed  y  la  variabile  dipen- 
dente, funzione  delle  ac;  nel  secondo  caso  lutto  all'opposto.  Le  due 
funzioni  cosi  originate  si  dicono  inverse  l'una  dell'altra. 
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401.  Cosi,  ad  esempio,  se  allo  due  variabili  x  ed  y  si  imponga 
il  legame  : 

axy  +  bx  -i  cy  +  d  =  0,  (1) 

essendo  a,  b,  e,  d  certi  numeri  ben  determinati,  si  Tiene  a  stabi- 
lire fra  esse  la  corrispondenza  cosi  detta  jirojeUica,  in  vlrlfa  della 
quale  ad  ogni  valore  dì  x  corrisponde  un  unico  valore  di  y  dato 
dall'  espressione: 

d  -k-bx  ,„. 


che  Indica  1'  operazione  fnnzionale  da   esegairsl    per   ottenere  y 

quando  6  dato  x.  Fa  soltanto  eccezione  il  valore  x=. al  qnale 

non  corrispondo  un  valore  ben  determinato  di  y.  Volendo  invece 
esprimere  x  in  fanzione  di  y,  si  farà  uso  della  formolat 

-  —  1-"  (3) 

che  esprime  lo  stesso  legame  figurato  dalla  (I)  o  dalla  (2).  I  due 
processi  funzionali  definiti  dalle  due  espressioni  : 


rappresentano  dunqno  due  funzioni  inverse. 

402.  E  importante  di  notare  che,  nel  mentre  che  funzioni  diffe- 
renti non  possono  essere  rappresentate  dallo  stesso  processo  fun- 
zionale, possono  due  differenti  processi  funzionali  rappresentare 
la  stessa  funzione.  Cosi,  ad  esempio,  le  due  eapreSBioni  differenti: 

2       ^            X  4  2 
y  =  J  +  -     ed     y  = , 

rappresentano  la  ttetsa  funzione,  poichò  qualunque  sia   x,  si   ha 
identicamente  : 

2  _x  +  2 

403.  Consideriamo,  come  altro  esempio,  il  legame  espresso  dalla 
relazione  : 

y-x^^O. 
Esso  fa  corrispondere  ad  ogni  valore  razionale  di  a:  un  unico  va- 
lore di  y,  uguale  al  quadrato  di  a;.  Considerando,  invece,  x  come 
funzione  di  y,  vediamo  clic  questo  stesso  legame  fa  corrispondere, 
dato  valore  di  y,  due  valori  di  x  ovvero  nessun  valore  ra- 
di X,  secondochti  y  sia,  oppure  non  sia,  il  quadrato  esatto 
immf.r.)  razloii;ilo.  CÌo6  (art.   '^'}S),  soltanto  nel  ca^o  in  cui 
Iella  forma  : 
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essendo  a  e  b  numeri  naturali,  corrisponderanno  ad  esso  valori  di 
X  e,  precìBamente,  i  due  valori: 

b  b 


404.  Più  generalmente,  un  numero  variabile  X  si  dice  far 
delle  variabili  indipendenti  x^  ,  x^ ,  .  .  . ,  x^ ,  quando  fra  \e  p+  l 
variabili: 

X  ,  X,  ,  aij ,  .  .  .  ,  aip 

sia  stabilito  un  legame  qualunque  in  virtù  del  quale,  appena  ob- 
segnati  i  valori  che  si  vogliono  attribuire  alle  a;,  ,  k,  ,  ,  , . ,  a;^,  re- 
sti ileterniinato,  se  vi  è,  il  corrispondente  valore  (o  n»  certo  nu- 
mero di  corrispondenti  valori)  di  X. 
Così,  ad  esempio,  si  potrà  stabilire  il  legame  : 

X  +  Xi  +  x^  +  . .  .  +  Xp*=0, 

ovvero  il  legame  :     . 

X»  f  ar,  +  Kg  -i-  .  .  .  +  ajp  =  0. 

Nel  primo  caso,  dati  a  piacere  i  valori  delle  a;,  ,  j;^ ,  .  ,  .  ,  x  , 
resterà  determinato  per  X  l'unico  valore:  ** 

X  =  -  (a;i  +  a-g  -H  .  .  .  +  Xp). 

Net  secondo  caso  invece  si  avranno,  per  ogni  sistema  di  valori 
delle  Xj  ,  X, , .  . .  ,  Xp  la  cui  somma  presa  negativamente  sia  un 
quadrato  esatto,  due  valori  generalmente  distinti  di  X  : 


X  =  =i^^-{x^  +  Xi  +  ...+Xp). 

405.  Per  esprimere  puramente  e  semplicemente   che   X   è   fun- 
zione delle  Xi  ,  x^ ,  ■  .  • ,  Xp  ,  si  scrive  : 

X  =  A*,  ,  a-,  , .  .  . ,  Xp).  (4) 

La  lettera  ^  è  il  cosi  dotto  aimbolo  funzionale.  Esso  viene  pre- 
messo alle  letiere  a:, ,  ,  .  . ,  x^  rappresentanti  le  variabili  indipen 
denti,  che  prendono  anche  il  nome  di  argomenti  della  funzione  f. 
Occorrendo  considerare  più  funzioni,  queste  si  distinguono  fra 
loro  adoperando  in  luogo  del  sìmbolo  tunzionale  f  altra  lettere 
come  (f,i(i,...,F,<I>,T,...;  cosi,  "p.  es.,   si  potrà  scrivere  : 

<  +  x,^  =  n^t  ,  a:,)  ,  ar,  »  -  a:,»  =  ?(a:,  ,  x,)  , 

Il  vantaggio  principale  che  si  ritrae  da  questo  modo  di  scrit- 
tura, si  è  di  poter  esprimerò  facilmente  qiial'è  il  valore  die  assumo 
ia  funzione  per  certi  valori  speciiili  delle  variabili  indipendenti. 
Così,  so  ad  a:,  ,  Xj, ,  .  .  .  ,  Xj,  si  diano  i  valori  speciali  n, ,  a^ , . . . ,  n 
rispettivamente,  il  valore  corrispondente  di  X  viene  rappresen- 
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/tn,  ,  a,  , . . . ,  Op). 

406.  Frn  tutte  le  Tunzioni  di  p  variabili  x,  ,  a;, ,  . .  . ,  JCp  le  piii 
semplici  (almeno  per  rìgaardo  alla  costruzione  della  loro  espres- 
sione analitica)  sono  quelle  la  cai  espressione  si  ottiene  operando 
sulle  variabili  ar,  ,  Xj ,  . .  .  ,  a:,  e  su  corte  costanti  a,b,  e, . . .  colle 
sole  operazioni  di  moltiplicazione,  addizione  e  sottrazione.  Esse  si 
cliiamano  funzioni  razionali  intere  o  più  semplicemente  intere. 

La  loro  espressione  ai  può  sempre  ridurre  (cfr.  Cap.  ì,  |  12) 
jDima  di  tin  numero  fluito  di  termini  della  forma  : 


ie  a,  ,  a, , . . .  ,  ttp  sono  ceni  esponenti  interi  e  positivi  (an- 
illi)  ed  A  è  un  cerio  coefficiente  costante,  cioè  assegnato 
>lta  per  sempre  a4  pari  degli  esponenti  a.  Cosi,  ad  esempio, 
unzioni  intere  delle  tre  variabili  x,  ,x^  ,  x^   le  seguenti  : 

X  =  2ic,'  +  a:/a:g  --  8iC,»  , 
X  =  Zxy^x^  —  -  x^  H-  Ix^  ~  2  ^x^x^  , 


tanto,  se  X  sia  funzione  intera  delie  te, 
tterà  un'espressione  intera,  e  si  potrà 


x.Z 


A.jc,  'a:,^..  .Xj,P,  (5) 

caiido  il  simbolo  sommatorio  Z  che  II  secondo  membro  dol- 
si compone  di  un  numero  Anito  di  termini  analoghi  al  ter- 
generale  messo  in  evidenza  sotto  il  segno  stesso. 
p=l,  si  avrà  In  particolare  come  espressione  di  una  fun- 
inlera  X  di  un'unica  variabile  a;: 


x  =  2a»' 


clic,  ordinando  i  termini  del  secondo  membro  secondo  le  pò- 
decrescenti  di  x  : 

X  =  rt(,a;"  H  Oj^t""'  +  (i,a:"~*  +  .  .  .  +  (i„.,a;  +  a„. 

Le  funzioni  intere  sono  un  caso  particolare  delle  funzioni 
ali,  che  si  possono  definire  analogamente  cosi  :  una  fan- 
X  delle  X,  ,  X, , .  .  .  ,  Xp  ai  dice  razionale,  quando  la  tua  e- 
ione  si  può  ottenere  operando  sulle  variabili  x,  ,  Xj , . . . ,  Xp 
[Il  certo  numero  finito  di  costanti  a  ,  b  ,  e  , .  .  .  colte  sole 
s  operazioni  fondamentali  di  moltiplicazione,  addizione,  sof- 
ie e  divisione. 

>ndo  quanto  si  è  già  visto  al  g  12,  si  può  anche  dire  piit 
nenie  che  una  funzione  è  razionale  quando  ammette  an'  e- 
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spressione  raziooftle;  e  si  vede  ()aindl  (cfr.  ivi)  cbo  una  funziona 
razionale  SÌ  può  sempre  esprimere  come  l!  quoto  di  duo  funzioni 
intere. 

Per  significare  clie  X  è  mia  funzione  razionale  delle  Xj  ,Xf,...,Xp, 
si  potrà  danque  scrivere  : 


2;b.x,"', 
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CAPITOLO  V. 

TKORIA    DEI    DETERMINANTI    E   SUA    APPLICAZIONE 
ALLA   RISOLUZIONE   DEI  PROBLEMI  ALGEBRICI  DI  !<>  GRADO. 


%  1.°—  Deflolalone  di  determinante. 

i  chiama  matrice  quadrata  di  ordine  n  la  figura  formala 
imeri  (elementi  della  matrice)  Bcritti  in  uno  stesso  piano  in 
formare  n  linee  orizzontali  ed  n  linee  verticali,  ciascuna 
,li  comprenda  n  clementi.  Cosi  p.  es.  la  figura: 


'        2        '         7 

atrice  quadrata  di  4."  ordine,  poiché  ogni  linea  ed  ogni 
contiene  quattro  elementi. 

,  matrice  quadrata  dì  ordine  n  sì  chiamerà  i'"""  riga  o  li- 
■.ontale  quella  che  occupa  l'i""  posto  cominciando  a  con- 
'  alio  vei'so  il  basso,  e  si  chiamerai  j"""  colonna  o  linea 
quella  che  occupa  il  posto  j"""  contando  le  colonne  da 
l'orso  destra. 

ente  si  chiamerà  posto  (ì ,  j)  quel  posto  che  si  trova  nella 
jne  della  i"""  linea  orizzontale  colla  j"""  linea  verticale. 
ell'eaempio  precedente  si  vedo  che  l'elemento  —7  si  trova 
z&  orizzontale  e  sulla  terza  verticale.  Esso  occupa  dunque 

(3  ,  3),  Invece  l'elemento  -  occupa  il  posto  (4  ,  2). 

er  designare  in  generale  con  delle  lettere  gif  clementi  di 
'ice  quadrala  di  ordine  n,  basterà  p.  cs.  dì  indicare  con 
elemento  che  occupa  il  posto  (i,j),  cosicché  la  matrice 
allora  il  seguente  aspetto  : 
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In  molli  casi  pci-ò  è  preferibile  di  designare  gli  elementi  con 
lotterò  affette  dn  un  solo  Indice.  Ciò  si  può  ottenere  p.  es.  rap- 
presentando gli  elcmcQti  delia  matrice  col  quadro  : 


410.  Consideriamo  tatti  i  prodotti  generalmente  distinti  che  si 
possono  formare  moltiplicando  fra  loro  n  elementi  della  matrico 
([Qadrata  di  ordine  n  colla  condizione  che  di  ogni  lìnea  orizzon- 
tale 0  verticale  si  debba  prendere,  come  fattore  del  prodotto,  uno 
ed  SD  solo  elemento.  Partendo  dalla  notazione  (2}  è  chiaro  che 
ttno  qualunque  di  questi  prodotti  sarà  della  forma: 

a,^-bf^-  c,^     .     .     .     «i^  (3) 

scrivendo  dapprima  l'elemento  che  si  prende  dalla  1.*  orizzontate 
che  eia  p.  cs.  Of  ,  poi  quello  che  si  prende  dalla  2.*  orizzontale 

che  sia  per  esempio  bt  ,  e  cosi  via. 

Quanto  agli  indici  : 

'..'..•■. •■»,  (4) 

essi  dovranno  essere  tutti  differenti,  poiché  se  fosse  p.  es.  r,=ij^ 
ciò  significherebbe  che  il  prodotto  (3)  contiene   due   elementi  6,- 

e  e,   appartenenti  alla  stessa  colonna  di  posto  {,,  contrariamente 

alla  condizione  imposta. 

Gli  Indici  (4)  non  saranno  dunque  che  una  certa  permutazione 
dei  numeri  naturali  distinti  : 


e  del  resto  si  potrà  scegliere  una  permutazione  a  piacere. 

Poiché  ora  di  tali  permotazloni  ve  ne  sono  [m  (art.  203j,  è  chiaro 
che  ei  potranno  formare  in  tutto  precisamente  \n  prodotti  che  sod- 
dbfano  alle  condizioni  volute. 

Uno  qualunque  di  questi  prodotti  : 


si  chiamerA  di  clatse  pari  ovvero  di  claBse  dispari  socondochè  la 
permutazione  formata  dagli  indici: 

ò  di  classe  pari  o  dispari  (art.  212),  onde  gl&  sappiamo  che  il  nu- 
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mero  del  prodotti  di  classe  pari  sarà  eguale  a  quello  dei  prodotti 
di  classe  dispari,  cioè  sarà  >=. 

Ciò  premesso:  si  ctilama  determinante  della  matrice  quadra- 
ta (2)  la  somma  degli  [n  prodotti  ora  considerati  presi  ciascuno 
col  segno  +  o  — ,  secondochè  sia  di  classe  pari  o  di  classe  dispari. 

Il  valore  di  questo  determinante,  dipendendo  evidentemente  dai 
valori  degli  n*  elementi  della  matrice,  si  suol  designare  colla  ma- 
trice stessa  chiusa  fra  due  tratti  verticali.  La  dednizione  di  questo 
nuovo  simbolo  si  può  dunque  eapriioere  cosi  : 


«a    Mb     ■     -     ■ 

dove  ogni  termine  della  somma  che  sta  nel  secondo  membro,  do- 
vrà prendersi  col  segno  -t-  o  —  secondocbè  per  i,  >  t ,  ,  ig  ,  .  . . ,  i, 
si  prenda  una  permutuzione  di  classe  pari,  ovvero  di  classe  dispari. 
Secondo  questa  deQniztone  si  avrà  ad  esempio  : 

I  o,     o,  I  I  »         ^  1 


6,    =  a,6,Ca  +  a^tgC,  4  «36,0^  -  aib^c^  —  a^b^c^  -  a^b^c^    (7) 


due  ultimi  esempi  sono  già  sufficienti  a  mostrare  l'Impor- 
lla  nozione  di  determinante  per  quanto  riguarda  la  riso- 
lei  problemi  di  primo  grado.  Se  si  considerino  infatti  lo 
izioni  simultanee  : 

a,x  4-  o^y  —  a    ,    6, a;  +  b^y  =  ? 

vano  con  uno  degli  ordinari  metodi  elementari,  si  trovcri; 


ure  dal  sistema  di  tre  equazioni  : 
a,j/  =  agz  -  a  ,  biX  +  b^y  -f  ftjz  =  g  , 


■jX  +  c,y  -{-  CjS  =  Tf 
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si  dedurrebbe  che: 

dnve  la  (Vazione  nel  secondo  membro  ha  per  denominatore  ap- 
punto il  determinante  (7)  e  per  numeratore  nn  determinarne  af- 
fatto analogo,  colle  o,  ^,  f  tu  luogo  delle  a,  ,  6,  ,  e,  ;  similmente 
per  y  e  2. 

413.  Delle  due  diagonali  della  matrice  quadrata  del  determi- 
nante (5)  si  chiama  prima  diagonale  o  diagonale  principale  quella 
che  passa  per  gli  elementi  a,  ,  6j ,  e, ,  . . . ,  «„  e  seconda  diago- 
nale l'altra.  In  corrispondenza  a  ciò  si  chiama  termine  principale 
del  determinante  quello  formato  dal  prodotto  degli  elementi  della 
diagonale  principale,  cioè  il  prodotto  : 


che  dovrà  prendersi  sempre  col  segno  +,  poiché  gli  indici  1,2, 
3 , . , .  ,  n  non  formano  alcuna  inversione. 

Si  vede  che,  per  fare  lo  sviluppo  del  determinante  (5',  cioè  per 
scrivere  gli  [n  termini  di  cui  si  compone,  si  può  cominciare  dallo 
scrivere  dapprima  il  termine  principale  a,b^Cf .  ■  ■  u„  e  dedurre 
quindi  da  questo  tutti  gli  altri  termini  lasciando  ferme  le  lettere 
a  ,b  ,  e  ,.  .  .  ,u  e  permutando  gli  ìndici  1  ,  2  ,  3  ,  . .  .  ,  n  in  tutti 
gli  [n  modi  possibili,  coll'avvertenza  di  prendere  ogni  volta  il  ter- 
mine ottenuto  col  segno  -i-  o  —  secondochè  la  permutazione  for- 
mata dai  BQol  indici  risalti  di  classe  pori  ovvero  di  classe  dispari. 

413.  In  molti  casi,  specialmente  per  la  dimostrazione   di  certi 

teoremi,  è  più  comodo,  anziché  partire  dalla  notazione   (2)  della 

matrice  quadrata,  di  partire  invece  dalla  notazione   (1).   Si  avrà 
allora,  analogamente  alla  (5)  : 


(8) 


In  un  termine  qualunque  : 

i»,.,,"..^".. .,••■".,,„  (9) 

8i  iianno  ora  due  permutazioni  di  indici,  cioè  quella  formata  dai 
primi  indici  e  quella  formata  dai  secondi  indici.  La  prima  è  seni- 
pre  I  ,  2  ,  3  ,  .  .  . ,  )i,  cioè  segue  l'ordine  naturale  e  non  contiene 
inversioni.  La  seconda  i[  ,  i, ,  ij  ,  .  . .  ,  i,,  può  conteiiere  inversioni, 
ed  a  seconda  die  il  numero  di  tali  inversioni  sia  pari  o  dispari, 
si  dovrà  poi  preporre  al  termine  il  segno  +  o  —, 
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414.  Se  in  un  prodotto  qaalnnque  : 


contenente  un  elemento  di  ogni  linea  ed  nn  elemento  di  ogni  co- 
lonna del  determinante  (8)  si  acambino  (Va  loro  due  fattori  qua- 
lunque, il  che  non  altera  il  valore  del   prodotto,   cioè   si   scriva 


la  permutazione  dei  primi  indici,  che  non  aveva  inversioni,  acqui- 
sterà un  certo  numero  dispari  di  inversioni  (art.  '213).  E  simil- 
mente la  permuiazione  dei  Bccoudi  indici  acquisterà  oppure  per- 
derà un  numero  dispari  di  inversioni. 

Dì  qui  segue  che  la  somma  complessiva  delle  inversioni  che  si 
trovano  nelle  due  permutazioni  potrà  bensi  variare,  ma  soltanto 
di  un  numero  pari. 

Se  dunque  per  mezzo  di  scambi  di  fattori  si  alteri  in  un  modo 
qualunque  l'ordine  dei  fattori  del  prodotto  (IO),  cosicché  esso 
prenda  la  forma  : 

la  somma  complessiva  delle  inversioni  conicnute  nelle  due  permu- 
tazioni : 

eiEjEj  ■  .  ■  e„    ed    jjja  ■  •  ■  ?„ 

sarà  ancora  pari  o  dispari,  secondochè  era  pari  o  dispari  la  somma 
delle  inversioni  contenute  nelle  due  permutazioni  primitive: 


Seguo  da  ciò  che  per  calcolare  il  segno  che  compete  ad  un  pro- 
dotto qualunque: 


'•,'1,' 


ente  un  elemento  di  ogni  verticale  ed  un  elemento   dì  ogni 

itale,  ai  potrà  tenere  a  piacere  l'una  o  l'altra  delle  due  re- 

'.guenti; 

')  Si  cambi  l'ordine  dei  fattori  in  modo  che  i  primi  indici 

,  .  .  .  vengano  a  disporsi  secondo  l'ordine  naturale  crescente 

renda  poi  il  prodotto  col  segno   +  o  —  aecondoché  la  permu- 

s  dei  secondi  indici  riesca  di  classe  pari  o  dispari. 

'}  Si  lasci  pure  fermo  l'ordine  dei    fattori.    Allora  però   si 

■rà  il  prodotto  col  segno  +  o  —  secondochè  sia  pari  o  dispari 

,ma  complessiva  delle  inversioni  contenute  nelle  due  permu- 

i  £,:,Ì3  .  .  .s„  ed  .i,.ijj  .  .  .  i„. 

ito  secondo  modo  di  etabilìre  il  segno  di  ogni  termine   del 

lìnante  ni(:ttc  merlilo  in  evidenza  che  la  deliniziono  del  so- 

perfeitamente  simmetrica  rispetto   alle   linee   orizzontali   e 

di. 
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415.  Scriviamo  il  delerminante  colla  notazione  (1)  : 


Due  clementi  della  matrice,  che  hanno  gii  stessi  indici  ma  in 
ordine  inverso,  sì  dicono  coniugati.  Cosi  p.  es.  :  a,,  è  coning^ato 
con  a^^  ,  a„  con  o^  e  in  generale  a,,-  con  «y.  Gli  elementi  della 
diagonale  principale  sono  coniugali  con  s6  stessi. 

Gli  elementi  coniugati,  come  si  vede  dalln  matrice,  sono  sitnati 
simmetricamente  rispetto  alla  diagonale  principale;  cosicché,  se 
sì  facesse  raotare  il  piano  della  matrice  intorno  alla  diagonale 
principale -di  180°,  ogni  elemento  prenderebbe  il  posto  del  suo 
coniagatn,  nel  mentre  che  le  orizzontali  prenderebbero  il  posto 
Utile  verticali  e  reciprocamente. 

Il  nuovo  determinante  cosi  ottenuto  sarebbe  : 


«»i 


(?) 


ed  io  dico  che  il  suo  valore  è  Io  stesso  di  quello  del  determinante 
primitivo  il).  Consideriamo  infatti  nn  termine  qualunque: 

del  determinante  (a).  È  chiaro  che,  fatta  astrazione  dal  segno,  esso 
Hi  troverà  anche  nel  determinante  (P)  e  reciprocamente ,  poiché 
esso  contiene  nn  elemento,  ed  uno  solo,  di  ogni  verticale  e  di  ogni 
orizzontale  di  {'{,). 

Ha  il  segno  sarà  anche  lo  stesso  nei  due  determinanti.  Infatti 
per  avere  il  segno  di  questo  termine  in  (7),  si  debbono  esaminare 
le  due  pennutazioDi  : 


Pi  Fi  Ps  • 


■P„ 


c  vedere  se  la  somma  delle  inversioni  iu  entrambe  sia  pari  0  di- 
spari. Per  avere  invece  il  segno  di  questo  stesso  termine  nel  de- 
htrminanie  (2),  dobbiamo  riflettere  che  i  fattori  : 


che  compongono  il  prodotto  (f),  occupano  nel  determinante  (f)   1 
posti  cooiogati  di  quelli  che  occupavano  prima,  cioè  ì  posti  : 

(fL-'iLC».,'-.! ((>..••,)■ 

Ca^ku.!,  —  Jttiluxiotn  di  analiti  algebrica,  B."  eà\z.  'ì'ì 
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-  170  - 
Ma  qui  le  pcrniul azioni  degli  iadici  souo: 


fi  Pt  Pa 


■P» 


cioè  le  BteBSG  doe  permalazioni  di  poco  fa,  coiiccbè  anche  la  BOmma 
delle  inversioni  in  entrambe  earA  la  stessa,  onde  resterà  Io  stesso 
anche  il  segno. 

Si  ha  dunque  il  seguente  teorema;  il  valore  di  un  àeterminaììte 
non  si  altera  te  »i  cambiane  in  esso  ordinatamente  le  righe  nelle 
colonne  e  le  colonne  nell£  righe. 


1     3  -1 

d     0       2     = 
1     2       S 


1     4     1    I 

8     0     2   [. 

1     2     S   i 

2.  DiinoetrKre  che  il  seguo  del  termÌDe,  di  un  determinante  di  ordine  ■, 
formato  co|;li  elemeotì  della  seconda  diagonale  sar6  -4-  o  —  secoDdoobi  il 

»("  -  1)     .  ... 

—— —    81B  pan  o  dispari. 

determinante  non  cambia   neanche   di    segno,  se 

10°  intorno  ella  ana  seconda  diagonale. 

i  preso  il  termina  a,  .   a    ,    ...  a     ,    ,  nello   STÌ> 

luppo  del  determinante  di  ordine  h,  k  ngnals  a  (  — 1)*'*'^  dove  X  indica  il 
nnmero  delle  sostitazioni  circolari  nelle  quali  si    decompone    la   nostitti- 

zione  (P'  P«  P"  ■  •  ■  PA 
\r,  r,  1-, .  .  .  r„J 

§  2.»  —  Proprietà  fondameatall  del  determliwDtl. 


S.  Di 
esso  si  fa 
4.  Il  segno 


416.  Se  in  un  determinante  si  scambiano  fra  loro  dite  linee  pa- 
rallele {verticali  od  orizzontali),  il  valore  del  determinante  cambia 
di  segno. 

Cioè  sarà,  Bcarabiando  p.  es.  le  colonne  di  posto  h  e  k: 


È  evidente  che,  prescindendo  dal  segno,  i  termini  del  primo  de- 
terminante sono  gli  stessi  del  secondo. 

In  qaanto  al  segno ,  consideriamo   tin    termine   qualunque    del 
primo  : 

*  "1  .  r,  «j ,  r.  oj  ,  ,.^ . . .  a„  ,  r,^  (a) 

il  cui  seguo  sarà  +  0  —  secondochè  sia  di  classe  pari  o  dispari 
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la  permntazione  dei  secondi  indici  : 


che  scriveremo  come  segue  : 

AABfcC  (p) 

mettendo  in  evidenza  i  dae  indici  A  e  fc, 

Nel  secondo  determinante  gli  elementi  a,  ,r, ,  «j  ,r,"- °''<' "^op- 
pongono il  prodotto  (a\  occapano  dei  posti  i  cui  primi  indici  sono 
rispettivamente  ancora  1,  2,  'i,...,n  nel  mentre  che  i  secondi  in- 
dici saranno  invece  quelli  della  permutazione: 

AftBftC 

la  quale,  differendo  dalla  (S)  per  lo  scambio  di  due  elementi,  sarà 
di  classe  opposta  a  quella  della  (^)  (art.  213j.  Danque  lo  stesso 
termine  (a)  si  presenterà  nel  secondo  determinante  con  segno  op- 
posto a  quello  che  aveva  nel  primo;  cioè  il  secondo  determinante 
ba  tatti  i  snoi  termini  di  segno  opposto  a  quelli  corrispondenti 
del  primo,  e.  d.  d. 

Corollario.  —  Se  in  un  determinante  due  linee  parallele  (ver- 
lifali  od  orizzontati)  tono  eguali,  il  valore  del  determinante  è  nullo. 

Uifatti,  se  nel  determinante  A  si  scambiiino  fra  loro  lo  duo  lince 
parallele  uguali,  esso  carabierii  di  segno  pel  teorema  procedente. 
D'altra  parte,  la  matrice  essendo  restata  identicamente  la  stessa, 
il  SQO  valore  non  può  aver  cambiato.  Sarft  dunque  A  =  ~  d,  onde 
21  =  0,  cioè  appunto  1  =  0. 

417.  Se  in  un  determinante  ti  moltiplicano  tutti  gli  elementi  di 
una  linea  (verticale  od  orizzontale)  per  uno  stesso  numero,  il  valore 
drl  determinante  si  troverà  pure  moltiplicato  per  quel  numero. 

Infatti  ogni  termine  del  determinante  contione  almeno  un  ele- 
mento di  qaella  linea  ed  uno  soltanto  ;  perciò  dopo  aver  moltipli- 
cati gli  elementi  di  quella  linea  per  ano  atesso  numero,  ogni  ter- 
mine del  determinante  conterrà  come  fattore  uno  ed  un  solo  ele- 
mento di  quella  linea  moltiplicato  per  quel  numero,  opperò  l' in- 
tero teimine  verrà  ad  essere  moltiplicato  una  volta  per  il  numero 
stesso. 

Cosi  sarà  ad  esempio; 

pb, 
Ph 

Corollario.  —  (/»  determinante  è  nullo  quando  gli  elementi  di 
Una  linea  sono  equimultipli  degli  elementi  corrispondenti  di  una 
tinta  parallela. 

Infatti  ponendo  fuori  del  determinante  il  fattore  di  multiplicità 
comune  a  tutti  gli  elementi  di  quella  linea,  il  nuovo  determinante 
uTrà  due  linee  parallele  ugnali,  ondo  sarà  nullo  (art.  416). 
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Cosi  ad  esempio,  sì  ha  : 


3  2.(-4)  -4 

4  2.2  2   I 


8,  Se  gli  elementi  di  vna  stessa  linea  si  riguardano  decom- 
1  in  vn  egval  nvmero  p  di  parti  (j.'o]inomÌ  di  p  termini),  il 
iminante  si  pvò  esprimere  come  la  totnmn  di  p  delermiiiauti 
ri  ottengono  successivamente  dal  determinante  dato  sostituendo 
xiogo  di  ogni  polinomio  vna  volta  il  eolo  primo  termine,  nna 
t  il  secondo  termine,  ecc. 
>sl  Bd  esempio,  si  avrà  : 

a,  &,  Y,  fi,  1 


«i'i».+Pi+Ti«i 

3 

«■  'l  ».  «1 

+ 

0,  4,  !',+P,+-r,  r. 

a,  b,  a,  a. 

(.,6,a,+f,+Y,c, 

a,  b,  a,  e. 

•.».«4*?.n.'-. 

<".»■».  e. 

•i  1:4  '^i  I 

ir  persuadersi  di  ciò,  basia  riiìellere  che  ogni  termine  del  de- 
iiiniitc  del  primo  membro  è  precisamente  agaalo  alla  somma 
Ire  termini  omologhi  dei  tre  determinanti  del  secondo  membro, 
p.es.  «|-ft,-(is+Jls+7jì  Ci=aib^ctgC^+a,bi%c^+a^b^^<,e^,  cosicché 
mine  principale  del  determinante  del  primo  membro  è  la  somma 
termini  principali  dei  determinanti  del  secondo;  e  Bimilmente 
ogni  altro  termino. 

9.  Un  determinante  conserva  il  suo  valore,  se  agli  etementi  di 
sua  linea  sì  aggiungano  gli  elementi  corrispondenti  di  una 
i  parallela,  anche  moltiplicati  per  un  fattore  < 
oè  si  avrà  ad  esempio  : 


,  b,  e. 


6,  +  iid, 
bj  +  i»rij 
h  +  l>ds 
61  +  ^d, 
6j  +  [idj 


e,    d.    e. 


Cfi  ''s  «s 


fatti,  per  il  teorema  precedente,  il  determinante  del  secondo 
ibro  è  uguale  alla  e 


n,  6,  e 


»  '^s  rf,  «s 
^  c^  d^  e^ 

5  <"5  ''s  «S 


ma  dei  due  determinanti 
1  e,  d,  e, 

i  Cj  rf,  fig 

3  e.  d,  e. 
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dei  quali  il  primo  è  appunto  lo  stesso  determinante  del  primo  d 
bro  ed  il  secondo  è  nullo  avendo  due  colonne  ugnali. 


..  Verificare  ohe  : 


1     l'2  I 


-5     25       a     10  I 


2     8     4     p  j 
8     4     6     T  I 


3,  Dimoatrkre  che  : 


I «po  0  1  =  1»  P  I 

T  3  0  0  I  T  3  I 


I  a  t  I  =  (aS  -  Pt)(o<1  -  be). 


i  Tmeformare,  per  meizo  del  teorema  dell'art.  419,  un  determinaiite 
dnto  io  mudo  che  riesoano  uguali  a  sero  tutti  gVt  elemeoti  in  una  atesaa 
linea,  ad  eccezione,  al  più,  di  un  solo  elemento. 

§  3.°  —  Agglantl  dt  un  determinante. 

420.  Se  immaginiamo  fatto  lo  sviluppo  del  determinante  generale: 


e  consideriamo  fra  gli  |»  termini  dello  sviluppo  quelli  che  con- 
tengono come  fattore  an  certo  elemento  rt,j ,  e  mettendo  poi  in 
evidenza  questo  fattore  comnne  rappresentiamo  la  somma  di  questi 
ultimi  termini  sotto  la  forma  a^yA^,  la  quantità  A,^-  dicesi  l'ag- 
giunto dell'  elemento  a^-. 
Cesi,  p    es.  nello  sviluppo  del  determinante  : 
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si  hanno  due  soli  termini  che  coDtongono  l'elemento  e,  cioè: 

il  che  pDi>  anche  acriverBi,  raccoxllendo  il  fattore  Cj , 

onde  la^b^  —  aji^)  sarà,  l'aggiunto  dell' elemento  e,. 

431.  Ora  noi  ci  proponiamo  dimostrare  che  l'aggiunto  À^  del- 
l'eltimenlo  a^  è  uguale  al  determinante  (di  ordine  n— 1)  che  si  ot- 
tiene dal  deteì-mina7ite  dato  (l)  sopprimendone  la  l'""  oriezoittaU 
e  la  j*"  verticale,  coll'avvertema  però  di  premettere  poi  a  questo 
determinante  il  eegno  +  o  —  tecondocbè  la  somma  Ì+j  aia  pari 
0  dispari. 

Questo  teorema  è  qtiasi  evidente  per  il  caso  semplicissimo  in 
cui  l'elemento  a,j-,  di  cui  sf  cerca  l'aggiunto,  sia  proprio  il  primo 
elemento  a,,  del  determinante.  InTatti  quei  termini  del  detenni- 
nante  <1)  che  contengono  a,, ,  non  potendo  più  contenere  come 
fattori  altri  elementi  della  prima  verticale  ed  orizzontale,  si  com- 
porranno oviden temente,  fatta  astrazione  dai  segni,  dell'elemento 
Oj,  moltiplicato  per  i  termini  del  determinante  di  ordine  n—1  : 


ohe  si  deduce  dal  dato  cancellandone  la  prima  orizzontale  e  la 
prima  verticale.  Ma  anche  nei  segni  ci  sarà  perfetta  coincidenza, 
perchè  un  termine  qualunque  : 


del  determinante  (2)  avrà  evidentemente  nella  seconda  permata- 
zione  dei  suoi  indici  le  stesse  inversioni  che  si  riscontrano  nel 
termine  completo  corrispondente  : 


del  determinante  (I);  giacché  gli  indici  1  trovandosi  qui  al  primo 
posto  non  possono  fare  inversione  con  alcuno  dei  consecutivi. 
Resta  cosi  dimostrato  che  : 


Consideriamo  ora  il  caso  generale  in  cui  si  voglia  l'aggiunto 
di  un  elemento  qualunque  a^.  Noi  ridurremo  questo  caso  al  pre- 
cedente eseguendo  net  determinante  dato  degli  scambi  di  linee 
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parallele  tal!  dn  portare  l'elemento  a^  al  pi-imo  posto,  polche  sap- 
piamo (art.  416)  che  lo  scambio  <ti  due  linee  parallele  non  altera 
che  il  se^no  del  determinante,  onde  un  numero  qualunque  di 
scambi  di  due  linee  parallele  lascerà  inalterato  11  valore  del  de- 
termiuunte  ovvero  ne  cambierà  soltanto  li  segno,  aecondochè  il 
nomerò  complessivo  di  tali  scambi  sia  pari  u  dispari. 

Pertanto  noi  potremo  scambiare  In  t""  linea  orizzontale  buccgb- 
stvaniente  con  ciascuna  delle  t-I  orizzontali  precedenti,  con  che 
avremo  portato  l'elemento  ny  sulla  prima  linea  orizzontale  ed 
avremo  : 


(-1)'-' 


Permnlando  in  seguito  la  /""  colonna  con  ciascuna  delle  J  -  l 
precedenti,  con  che  si  altererà  di  nuovo  il  determinante  di  {—l'/~^, 
l'elemento  a,^  verrà  appunto  a  trovarsi  al  primo  posto,  ed  allora 
l'aggiunto  al  troverà,  come  nel  caso  precedente,  cancellando  la 
prima  linea  e  la  prima  colonna. 

Intanto,  poiché,  fatta  astrazione  dalla  t""  orizzontale  e  dalla  j"" 
verticale,  le  altre  linee  e  colonne  hanno  conservato  lo  stesso  or- 
dine primitivo  di  successione,  è  chiaro  che  nella  pratica  non  oc- 
correrà eseguire  prima  gli  scambi  di  linee  parallele  di  cai  si  è 
detto  sopra,  ma  basterà  cancellare  addirittura  nel  determinante 
dato  le  due  linee  che  si  incrociano  nell'  elemento  a^-.  Preudendo 
il  determinante  di  ordine  n  —  1 ,  che  cosi  si  ottiene  ,  col  segno 
(— l;'"''(-l/"',  cioè  col  segno  (—!)''■',  sì  avrà  appunto  l'aggiunto 
cercato  dell'elemento  oj. 

Es.  Cancellando  nel  determinante: 


-(6,) &,. 


la  seconda  orizzontale  e  la  terza  verticale,  che  si  incrociano  nel- 
l'elemento &j,  ti  quale  occupa  il  posto  (2,  3),  resta  il  dctermiunute: 
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che  preso  col  segno  (-1)**',  cioè  col  segno  -,  sarà  t' aggìanlo 
dell'  elemento  \. 

422.  I  determinanti  che  si  ottengono  da  un  determioante  dato 
cancellandone  ana  linea  orizzontale  ed  nna  verticale ,  si  dicono 
determinanti  minori  di  ordine  n  — t.  Esaì  sono  tanti  quanti  sono 
gli  elementi  del  determinante  cioè  n*,  e  noi  chiameremo  determi- 
nante minore  complementare  dell'elemento  a,j  quello  che  si  ottiene 
dal  determinante  primitivo  cancellandone  le  due  linee  che  s' in- 
crociano ÌQ  qnesto  elemento  ay.  CoBÌcchè,  confrontando  col  risul- 
tato dell'articolo  prec,  potremo  dire  che  l'aggiunto  di  un  dato  ele- 
mento a^  altro  non  è  che  il  tuo  determinante  minore  complemen- 
tare, preto  però  col  segno  (— Ij*^-". 

Poiché  i  numeri  : 

t  +  l,t  +  2,t  +  3,...,t  +  n 

sono  alternativamente  pari  e  dispari,  o  viceversa,  si  vede  facil- 
mente che  gli  aggiunti  degli  elementi  di  ìina  stegsa  linea  i'^"  sa- 
ranno eguali  ai  loro  determinanti  viino^'i  complementari,  presi 
alternativamente  col  segno  +  o  —  {cominciando  col  segno  +  ae  i 
è  dispari,  e  viceversa  se  i  è  pari). 

423.  Il  valore  di  un  determinante  è  uguale  alla  somma  degli 
elementi  di  una  stessa  linea  [che  potrà  scegliersi  a  piacere  fra  le 
verticali  o  fra  le  orizzontali)  moltiplicati  per  i  riapettioi  aggiunti. 
In  altri  termini  se 


k  un  determinante  di  ordine  n,  e  si  indichi  con  Ay  l'aggiunto  del- 
l'elemento  dy  ,  si  avrà: 

4  =  ifiA,-,  -f  a(,A„  ■!■...  +  Of„A,^  (a) 

ed  anche 

i  =  «ijAjj  +  ayA,;  -I-  . .  .  +  a^A.^.  (*) 

Invero  per  dimostrare  la  (s)  basta  considerare  che  ogni  termine 
del  determinante  A,  non  potendo  contenere  che  un  solo  elemento 
della  riga  i""  e  dovendo  sempre  contenerne  uno,  i  termini  dello 
sviluppo  di  1  si  potranno  dividere  in  »  gruppi  a  seconda  che  essi 
contengono  !'  elemento  a,-, ,  ovvero  1'  a,j  ,  .  .  .  ,  ovvero  1'  a(„.  Ma, 
per  ciò  che  precede,  quella  parte  dello  sviluppo  del  determinante 
che  contiene  a^  ,  è  data  da  a^^  moltiplicato  pel  suo  aggiunto,  ci. (è 
da  «(lA,! ,  e  similmente  per  le  altre  parti;  onde  si  ha  appunto  la 
formola  (a).  In  modo  analogo  sì  dimostra  la  {'})  considerando  elio 
ogni  termine  del  determinante  deve  contenere  uno  ed  un  solo  ele- 
mento della  colonna  ;'"''. 

Per  mezzo  del  teorema  ora  dimostrato  il  calcolo  del  valore  di 
Qu  determinante  di  ordine  n  si  può  ricondurre  al  calcolo  di  n  de- 
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lerminantl  cÌHScano  dell'ordine  n- 
terniinanle  di  qnart'  ordine  : 


i  = 


i.  Cosi  p.  (te.  se  b  dato  il   de- 


"u 

«1»      <^1S 

«.1 

"1.     Oli 

°.l 

Ol,      O.S 

«*1 

«.I  <".. 

sTilnppandolo  secondo  gli  elementi  della  3^  linea  orizzontale 
4  =  Oj,      a„  a„ 


«Il  "l« 

«I.  "■« 

-«.. 

«..  "u 

ed  ora  si  potrà  far  dipendere  ogni  determinate  di  terz'ordine  da 
determinanti  di  2"  ordine,  11  cui  valore  si  vede  immediatamente. 

424.  La  somma  degli  elementi  dì  U7ta  stessa  linea  di  un  deter- 
minante moltiplicati  per  gli  aggiunti  degli  elementi  corrispondenti 
di  altra  linea  parallela  è  sempre  uguale  a  zero. 

Cioè  si  avrà: 


flj,  A(i  +  «jiA^t  +  . .  .  +  a(„Aj„  =  0    per    i  s 
come  pnre  : 

"U^i* +•  "i/Art +...+ a„jA„»  =  0    per    Js 
Infatti  pel  teorema  dell'articolo  precedente  si  lia  : 


(«)' 


=  "ki^ki  -i"  Okì^iì  +  . .  .  +  Oii„Aj„. 


Se  ora  in  qnesta  eguaglianza,  che  ha  luogo  qualunque  siano  1 

Tslori  degli  elementi  del  determinante,  prendiamo  gli  elementi  a^, , 

"ji  I  • .  ■ ,  a,„  eguali  risp.    agli   elementi   a,-,  ,  a^j , .  .  .  ,  (ij„ ,   essa 

^"Ku:.— 7jJi(tiiiant  di  analiii  algebrica,  8.>   edil .  28 
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=  o„An,  +  a„A„  +  . .  .  +  Oi„Aj, 


tterminaiite  del  primo  membro  è  nailo,  avendo  dne  linee 
jguali,  onde  si  ba  appunto  la  (a)'.  Similmente  si  dimo- 
'  considerando  che  il  primo  membro  di  (^)'  altro  non  è 
lappo  del  determinante  dato  secondo  gli  aggiunti  della 
""",  dopo  aver  posto  pere  gli  elementi  della  colonna  fc*" 
laelli  stessi  della  t""*. 

teorema  ora  dimostrato  trova  un'immediata  ed  impor- 
licazione  nella  risoluzione  di  un  sistema  di  n  equazioni 
,do  fra  altrettante  incognite  se,  ,  ìFj  ,  . . . ,  05„, 
ema  di  n  equazioni  dì  1."  grado  (o,  come  anche  si  dice, 
a  n  incognite  x,  ,Xf , ... ,  a;„ ,  s'intende  (cfr.  Cap.  IV,  §  13) 
.  di  n  equazioni  ciascuna  delle  quali  sia  della  forma  : 


«a:,  ■ 


ìiC,  + 1:0:3  +  ...  +  Xa:„=j; 


,^  ,'i ,  ■  ■  •  ,y.  ,  p  sono  numeri  costanti  dati,  coefficienti 
ione,  da  considerarsi  come  conosciuti.  Il  problema  cor- 
;e  a  queste  equazioni  consiste  dtinqne  nel  cercare  un  si- 
cialo  di  valori  da  darsi  alle  x^  ,x^ ,  .  .  .  ,x„,  tali  che 
zioni  siano  tutte  soddisfatte  simuUaneamente. 

10  in  generale  con  a^j  il  coefficiente  dell'  incognita  Xj 
equazione  e  con  a^  il  termine  noto,  che  sta  al   secondo 

11  questa  stessa  equazione,  è  chiaro  che  il  sistema  delle  n 
date  fra  le  n  incognite  prenderà  la  forma  seguente: 

o,iX,  +  a,ja:j  +  «ijXj  +  .  .  ■  +  ai„a:„  =  «1 

«jiiTi  +  a,^  +  aggXj  +  . .  .  +  a,„a:„  =  a,  (3) 


tpoadenza  ad  esso  si  avrà  un  certo  determinante  : 


I  chiamare  il  determinante  dei  coefficienti. 
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426.  iDdicaodo,  come  sopra,  con  A^  l'aggiunto  di  a^  io  questo 
determinante,  moltiplichiamo  orH  le  equazioni  (3)    risp.   per  A,^  , 
A,t ,  •  ■  ■ ,  À„;t-  Sommando  poi  membro  a  membro  otteniamo: 
AuCfliia',  +  «1,3:1  +  .  - .  +  a^^x^  +  .  .  .  +  «maj 
+  A„{,o„a;i  +  Oj^,  +  .  .  .  +  a^x^  +  .  .  .  +  a,„!c„) 

+ 

+  ■à„»(a„|a:^,  +  a„,a:,  +  . .  .  ^-  a„^x^  +  .  .  -  +  o„„a;„) 
=  An-T,  +  Aj^a,  +  Ag*7a  .  .  .  -h  A„»a„ 
kì  anche,  riunendo  i  termini  che  contengono  una  stessa  Incognita: 
(A,»«„  +  A^nj,  +  A„as,  +  .  .  .  +  A„»a,„)-a;, 
+  (Audi,  +  A„a„  +  Asfcdjj  +  .  . .  +  A„»a„j).aTj 


+  (A,i,«i*  +  A«a„  +  Aaja„  +  .  .  .  +  A„ja„s).x»  (5) 

+ 

+  (A,sa,„  +  A„(i,„  +  AjjOj,  +  .  .  .  +  A„»«„„)  ■  a:„ 
=  AjiK,  +  A„«,  +  Aj^Oj  +  . . .  +  A„»a„. 

Mft  per  il  teorema  dell'  art.  424  {fonnola  P')  ciascheduna  delle 
somme  scritte  fra  parentesi  nel  primo  membro  è  uguale  a  zero, 
ad  eccezione  della  somma  : 

AnOi»  +  A„a,j  +  A„a,^  +  .  .  .  +  A„ja„^ 

Is  qaale,  componendosi  degli  elementi  della  colonna  k"""  del  de- 
terminante A  moltiplicati  proprio  per  gli  aggiunti  di  questi  stessi 
elementi,  è  uguale  (art.  4*2:1)  al  valore  del  determinante  A. 
L'equazione  (5)  si  riduce  cosi  alla  seguente: 

i-a:»  =  Ai»a,  +  A^a^  +  A„a,  +-...  +  A„»a„.  (6) 

i'il.  Di  equazioni  analoghe  alla  (6)  ne  abbiamo  n,  che  si  dedu- 
cono da  questa  dando  a  k  successivamente  i  valori  1,  2,  3, . . .  n. 
Pertanto,  se  il  valore  A  del  determinante  del  sistema  sia  diverso 
da  zero,  ci  sarà  lecito  dividere  queste  equazioni  per  &  e  ne  de- 
durremo: 

X  _  ^i*°i  +  ^rt"»  +  •  •  ■  +  A„na„  ^^j 

Queste  formole  ci  fanno  conoscere  i  valori  delle  n  incognite , 
poiché  i  secondi  membri  sono  composti  di  quantità  tutte  cono- 
scinte.  Esse  ci  dicono  che  per  ogni  incognita  si  avrà  uu  unico 
potóibite  valore  perfettamente  determinato.  E  reciprocamente,  se 
ì  valori  cosi  determinati  per  x, ,  x,  ,  .  .  .  ,  s;„  si  sostituiscono  in  una 
qualunque  delle  equazioni  (3)  del  sistema  proposto,  ò  facile  veri- 
ficsre,  sempre  applicando  gli  slessi  teoremi  ora  invocati,  che  l'e- 
quazione sarà  veramente  soddisfatta.  Dunque: 
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Se  il  determinante  di  un  sistema  di  a  equazioni  di  primo  grado 
fra  a  incognite  ha  valore  diverso  da  zero,  esiste  sempre  un  siate- 
ma,  ed  un  unico  sistema,  di  valori  delie  incognite  che  soddisfa  a 
tutte  le  equazioni. 

428.  Osservando  clie  il  numeratore  della  (7)  è  lo  sviluppo  di  un 
determinante  che  abbia  la  stessa  matrice  del  determinante  del  si- 
stema, in  cui  però  agli  elementi  a,,,  ,  a^,,  ,  .  .  .  ,  a^^  siansi  sostituiti 
i  numeri  a,  ,  a,  , .  .  ,  ,  a„ ,  si  può  conchiudere  che  : 

Un' incognita  qualunque  di  un  sistema  di  n  equazioni  di  1°  grado 
ad  n  incognite,  col  determinante  diverso  da  zero,  è  uguale  ad  una 
frazione  che  ha  jier  denominatore  il  determinante  del  sistema  e 
per  numeratore  il  determinante  eke  ai  ottiene  sostituendo  nel  de- 
terminante del  sistema  alta  colonna  dei  coefficienti  dell'incognita, 
la  colonna  dei  termini  noti. 


Esempio.  —  Del  sistema  : 


il  determinante  è 


Sa:  +  2ff  +  5z  =.  2 
a:  -  7y  +  4z  =  0 

13       2       5  I 


Quindi  si  avrà 
2      2 

0  -7 

1  2 


5 

3     2     5 

i 

1     0     4 

3 

9     1     3 

429.  Si  indichi  con  i'  il  determinante: 

A'  =  5±A„A„  .  . .  A„„ 
formato  cogli  aggiunti  degli  elementi  del  determinante  : 

Considerando  le  n  relazioni  da  noi  dimostrate  ; 
Ajia^i  +  A],a„  +  ■ ,  .  +  A,„a,,,  =  0 


1-  A^Oj,  +  . 


■  +  Af„0(„  =  à 


(8) 
(9) 


A„,a«  +  A„,ffl,.,  4- .  .  .  +  A„„ai,  =  0 
come  n  equazioni  lineari  fra  n  incognite   soddisfatte  dal  valori 
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1,1 ,  di, , .  .  . ,  a,„  delle  incognite,  si  trova  sabito,  risolvendo  que- 
ste equazioni  rispetto  all'incognita  a^  precisamente  come  all'ar- 
ticolo 425,  l'importante  relazione: 

A'.a,»  =  i-A',j  (10) 

dove  À'f„  è  V  aggiunto  di  Aj^  nel  determinante  1'. 

430.  Noi  dimostreremo  fra  breve  (§  7.")  anche  la  relazione  : 


Pertanto  alla  relazione  (10)  si  potrà  anclie   dare  la  forma   piti 
semplice  : 

A'«  =  i''-^art  (12) 

Vote  «d  Sseroui. 


1.  8t  luliì  gli  eltmtnU  di  Un  determinontt  che  tfonno  da  uno  ileua  parte 
itila  diagonale  principale  eono  nulli,  il  valor*  del  determinante  ti  riduca  a 
qKtlU  del  tuo  termine  principale. 


2.  Dimostrare  ohe  : 


0    0 

0    0 


o,     a, 

6,     ft. 


=  »{»— «iX»— 6iX»— 


3.  Un  determinante  ei  dice  timm^rico  quando  ^\ì  elementi  aonjaKati  sono 

e^Dali  due  a  due  (a,|y  =  ojì). 

Dimostrare  che  in  un  determinante  eimmetrìco   anche   gli    agginntt    di 
ile  elementi  conjagatì  eono  ngaali, 
i.  Sia  un  determinante  di  ordino  n  con  tutti  gli  elementi  eguali  all'o- 
li qnellì  della  prima  diagonale,  e  questi  siano  1  +  a,  , 
;  il  valore  di  questa  determinante  ò  : 


.1, 


1 


il. 


'.  BieolTere  il  sistema  di  equasioui  : 


".•  +  Pi»  +  r,>  +  s. 

' 

V  +  »,V  +  V  +  i, 
'V  +  P.ir  +  T.-+». 

=  A, 

V  +  5,»  +  V  +  i, 

V  +  hy  +  w  +  s. 

=  i. 

Impatto  alle 

tre 

incognite  x,  y,  z. 
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lavace  l'elomeuto  reciproco  dell'elemento  an. 

:2±A„A„  .  .  .  A„,     e     4  =  2=^01,0,,...»,» 
rispettivfkinente  il  i^«Ierminante   aggiunto   e   il   Jetermi»: 


alort  d^  dtUrmiitante  reciproco  di  \  è  prtei$aMente  il  txilare 
iors  di  1 ,  cioè  -r-. 


Ut«ma  dt  n  eqaftilonl  lineari  ed  omogenee 
fra  n  Incognite. 

azione  di  1°  grado  si  dice  omogenea  qaando  manca 
oto  ;  cosicché  un  sistema  di  n  equazioni  omogenee 
niìte  X,  ,  X.  ,  .  . . ,  x„  sarà  della  forma  ; 


ajjcc,  +  djjOTj  +  . .  .  +  af„x^ 


some  nel  §  prec,  con  A  il  valore  del  determinante 


generale  l'aggiunto  dell'elemento  «y  in  questo  deter- 

irmela  generale  (art.  426): 


-  a,  A,»  +  OjA,,,  +  . 
i-ar,  =0 


a„  sono  per  supposto  ttitti 
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Si  avranno  danque  le  agaagrliauze 

4-a;,  =  0,        A-ar,  =  0  , .  . .  ,  4-a!„  =0. 

dalle  qaali  si  vede  che,  Gè  il  fattore  A  6  diverso  da  zero,  queste 
ngaaf  lianze  non  possono  essere  soddisfatte  se  non  quando  si  abbia 
con  tem  poraneame  n  te 


Danque  :  un  eiitema  di  n  equazioni  lineari  omogenee  fra  n  in- 
cognite col  determinante  diverso  da  zero  non  si  può  soddisfare  in 
alcun  modo,  tranne  che  prendendo  tutte  le  incognite  uguali  a  zero. 
In  qaest'  altimo  modo  poi  ttitte  le  equazioni  resteranno  evidente- 
mente soddisfatte. 

432.  Corollario:  A fflnefiè un  sistema  di  n  equazioni  lineari  omo- 
genee fra  II  incognite  possa  essere  risoluto  mediante  un  sietema  di 
valori  dell'  incognite  che  non  siano  tutti  nulli,  è  necessario  che  sia 
eguale  a  zero  il  determinante  dei  coefficienti. 

Vedremo  in  seguito  che  questa  condizione  è  anche  sufficiente. 
Cioè  ctie ,  se  1  =  0,  esisterà  sempre  un  sistema  di  valori  delle 
X,  ,  X}  ,  .  .  .  ,  x„  ,  dei  qnalialmeno  ano  sìa  diverso  da  zero,  che 
soddisfano  a  tutte  le  equazioni  proposte. 

433.  Supponiamo  dunque  che  il  sistema  proposto  (1)  soddisfi  alla 
condizione  A  =  0;  e  proponiamoci  di  cercare  se  e  quali  sistemi 
di  valori  non  tutti  naili  delle  incognite  possano,  soddisfare  a 
tutte  le  equazioni.  Intanto  giova  osservare  che ,  se  certi  valori 
Xy  ,  Xt  ,  .  . , ,  x^  sodrlisfano  al  sistema  (1) ,  anche  i  valori  px/, 
px^  , . . . ,  px^  vi  soddisfano  del  pari,  qualunque  sia  il  moltiplica- 
tore comune  p ,  poiché  se  si  ha 

Of^Xy  +  a,^e,  +  .  .  .  -I-  ai„x„  =  0, 

moltiplicando  per  p  primo  e  secondo  membro ,  se  ne  deduce  ap- 
punto 

af^■px^  +  aij-pxji+-  .  .  .  +  ai^-px„  =  0. 

Si  vede  dunque  che,  se  esìste  un  certo  sietema  di  valori,  non  tatti 
eguali  a  zero,  delle  x,  ,  x^ , . . .  ,  x„  soddisfacenti  alle  n  equazioni 
proposte,  ne  esisteranno  di  tali  sistemi  in  numero  infinito;  cioè  se 
si  prenda: 

Vi  :  ys  :  ffs  :  ■  ■  •  :  y„  =  a,  ;  K,  :  Kg  :  .  .  .  :  x„  , 

anche  il  sistema  delle  j/  soddisferìi  parimente  ie  n  equazioni. 

434.  Ciò  premesso,  essendo  per  sapposto  i  =  0,  io  dico  che  per 
avere  un  sistema  di  solazioni  delle  (I),  basterà  prendere  per  le 
x^  ,  Xf  ,  .  . .  ,  x„  delle  quantità  eguali  rispettivamente  (o  propor- 
zionali secondo  un  moltiplicatore  arbitrario  p),  agli  aggiunti  de- 
gli elementi  di  una  linea  orizzontale  scelta  a  piacere.  Si  prenda 
infatti  : 

a;,  =  A(,  ,  ic,  =  A[g  ,  aij  =  A,j  ,  .  .  . ,  x„  =  Aj^.  (8) 
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Per  verificare  che  qaeati  valori  Boddbfano  al  sistema  di  equa- 
zioni proposto,  basta  verificare  che  essi  soddisfano  ad  una  qna- 
lanqne  delle  eqttazioDÌ  (1),  cioè  clie  si  ha,  provando  per  es.  la  ìc^ 
equazione, 

a»,Art  +  «mA,,  +  .  .  .  +  a„„Ai„  =  0.  (4) 

Ora  infatti  per  ft  ^  t  il  primo  membro  dì  qnest'eqaazione  è  cer- 
tamente nullo,  essendo  eguale  alla  somma  degli  elementi  di  nna 
linea  del  determinante  A  moltiplicati  rlsp.  per  gli  elementi  corri- 
apondenti  di  nn'sitra  linea  parallela  [art.  424).  Se  poi  k  =  i,BÌ  ha 
(art.  423): 

«»iA«  +  a»iArt  +  a^Aii  +  .  .  .  +  a»«Aj„  =  i 

onde,  essendo  per  snppoBlo  A  =  0,  la  (4)  resta  verificata  anche  io 
qnesto  caso. 

I  valori  (3)  soddisfano  dnnqne  al  problema  ;  e  se  esiste  per  il 
determinante  dato  ^,  come  sapporremo  per  semplicità  in  qaesto  §, 
almeno  un  aggiunto  diverso  da  zero,  almeno  ano  dei  sistemi  (3) 
darà  per  le  Incognite  dei  valori  non  tatti  nalli. 

435.  E  importante  di  notare  che,  nella  ipotesi  fatta,  i  rapporti 
delle  incognite  a:,  ,  a,  ,  . .  .  .  !B„  soddisfacenti  alle  (i)  non  si  pos- 
sono determinare  che  in  un  unico  modo.  Infatti  per  il  supposto 
possiamo  ritenere  che  si  abbia 


poiché,  se  1'  aggiunto  dell'ultimo  coefficiente  a„ ,  „  fosse  ugnale  & 
zero,  basterebbe  cambiare  l'ordine  secondo  cui  sono  scritte  le  equa- 
zioni (1)  e  l'ordine  con  cai  in  ogni  equazione  sono  disposte  le  n 
incognite  in  modo  che  come  ultimo  coefficiente  si  avesse  uno  di 
qnegU  elementi  (che  certamente  esistono  nel  determinante  (2))  ì 
cui  aggiunti  non  sono  nulli. Ciò  posto,  se  nelle  prime  n— 1  equa- 
zioni del  sistema  (1)  portiamo  gli  ultimi  termini  al  secondo  mem- 
bro e  dividiamo  quindi  per  x„ ,  esse  prendono  la  forma  seguente  : 


■Ci)- 


È  questo  un  sistema  di  n— 1  equazioni  lineari  fra  n-1    inco- 
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gatte ,  rigaardando    cioè   come   incognite  gli  n  —  1  ra 

X,  x._, 

—  ,..., ;  e  questo  eisteiua  non  si  potrà  risolvere  e 

modo  (art.  427),  poiché  il  determinante  delle  incognite 
panio  il  determinante  (5),  è  diverso  da  zero.  I  rapporti  x, 
che  soddisfano  al  sistema  (1),  non  possono  dunque  av 
siEtcma  unico  di  Talori. 

436.  Di  qui  segue  come  corollario  an   teorema  impi 
vero  si  era  visto  che  i  valori  dati  dalle  (3)  : 


soddisfano  al  sistema  (1)  comunque  si  scelga  l' indice 
ticolo  precedente  è  dunque  chiaro  che  fra  gli  n*  aggii 
tenninante  (2)  debbono  aver  luogo  le  relazioni: 


Resta  cosi  dimostrato  il  seguente  teorema: 

Se  un  determinante  è  uguale  a  zero,  gli  aggiunti  dej 

corritpondenti  di  due  qualisivogliano  linee  parallele  se 

proporzionali. 

437.  Il  gietema  di  sole  n  — 1  equazioni  lineari  omog 
iacognite  ti  risolve  in  generale  prendendo 


-A,:A,:- 


:±A 


dooe  Àj  è  il  determinante  che  si  ottiene  dalla   matrice 
àenli  del  sistema  cancellandone  la  i'""  colonna. 

Infatti,  se  si  aggiunge  alle  n— 1  equazioni  date  una  j 
£ione  : 

che  è  soddisfatta  identicamente,  il  sistema  si  presente 
caso  particolare  del  sistema  di  n  equazioni  lineari  om 
1  incognite ,  ed  avrà  evidentemente  il  determinante  a 
veudolo  colla  regola  già  data,  cioè  prendendo  le  ine 
porzionali  agli  aggiunti  degli  elementi  della  prima  orii 
determinante  dei  coefficienti ,  si  avrà  appunto  la  solm 
indicata,  che  sarà  quindi  l'unica  posiiibile,  a  meno  i 
*i  1  ■  ■  ■  .  A„  siano  tutte  nulle. 
EsEUpio.  —  Per  risolvere  il  sistema  ; 


6,x,  +  b^Xj  +  b^x^  4  b^x^ 

CjX^  +  CjXj  +  e^Xf  -i-  c^x^ 

-  J»tiÌuiionì  di  anatiti  algebrica,  S.* 
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si  prenderai  :  x,  : 


Note  ed  Eaercùà. 

la  analitica  offre  abbondanti  esempi  di  problemi  algebrici 
I  priori  imposta  alle  incognite  la  condisione  di  avere  va- 

noti  tutti  nulli.  Cosi,  ad  esempio,  so  le  ordinarie  coordÌDala 
di  un  punto  del  piano  si  pongano  Botto  la  forma  X  =  x  :  i, 
t,  di  numeri  finiti  x  :y  ;  x  {coordinale  carleaiane  omogenee  del 
ter&  un  punto  bau  determinato  del  piano,  a  disianza  fi- 
nfinito  {•)  seoondochè  sia  z  diverso  da  zero  ovvero  egaala 
però,  una  volta  per  tempre,  la  terna  0  :  0  :  0 ,  la  quale  non 
«  nulla  di  ben  determinato. 

VX  +  vy  -i-  tei  =  0 

me  rappresentante  una  retta,  porche  i  cuefflcienli  u  :  e  :» 
nee   della   retta)    non   sieno   tutti    nulli.  Per  u=d  =  0  bì  ' 
ira  la  retta  all'  infinito,  poiché  l'equazione  i  =  0  è  eviden- 
tta  da  tutte  le  teme  x  :  y  :0. 
a  condizione  affinchè  tre  rette: 


=  0  ,  <^x  +  b'y  i-  et  =  0  , 

in  Qn  punto,  equivarrà 
IO  soddisfatte  almeno  da 
:  :  y  :  i;  onde  tale  condizio 


»"«  H-  b"s  +  e"*  -  0 

videntemente  all'  altra  che 
una  tema  di  valori  finiti  a 
e  sarà  espressa  (art.  43S)  da 


=  0  ,  ax"  -t-  bj/'  +  m"  =  0 ,  air"'  +  6y"'  +  ci'"  =  0 


l' infinito  r  ;  1  :  0  li  attribaÌBce,  por  uuiivoiiiiuuu,  ib  i^  i>- 
.  di  essere  il  punto  d'incontro  di  tutte  lo  rotte  parallele 

X      r 
L  per  equazione  ■^=-. 
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i  proverà  cha  la  condiziot 


t  stessa  conica,  è  data  da  £"=  0,  essendo: 

X*         «,'        x,3r,  x,i,  ave, 

Vi'      Pi'      yi'      ViVi  l'i*!  y^Vi 

I*      I,'      »,»,  *,»,  i^ 


=  (»yr)(»ii)(a!ai(3:tr)-(»y«)(i(r)(xyr(liz) 
l'iotondo  per  brevità: 

(«yr)  =  2  ±  »,!','■, ,  ecc. 


D  procedili) 


!u  HDs  atasua   sfera,  e  perchè  10  punti  dello  spazio  i 
quadrici, 
li.  I>iiiiostrare  che  pel  sistema  di  equazioni: 

(6  -  e)«  ■!-(«-  c)y  +  (o  +  ò)i  =  0 
ie  X,  y,  I  devono  essere  tutte  ui;aali  a  zero,  se   lo   a, 


li  affinchè  quattro  p 
1  cinque  punti   dello  ep 


§  5.°  —  BlflolozlDne  di  an  sistema  qaalanqne  di  m  equazl 
lineari  omogenee  fra  n  inoognite.  Dipendenza  e  Indlp 
denza  delle  eqaasloni  e  delle  forme  che  le  rappresenta 

438  Dovremmo  ora  esaminare  il  caso  in  cui  tutti  gli  aggiunti 
Biano  eguali  a  zero. 

Preferiamo  però,  per  maggiore  generalità,  di  ripigliare  da  e 
la  qnistione  considerando   nn   sistema  qualunque   di  m  eqnazi 
lineari  omogenee  fra  n  incognite  Xi  ,  x^  ,  .  .  . ,  x„. 
Esso  sai'ÌL  della  forma: 

a,,ar,  +  a^^^  +  . . .  +  a^„x„  =  0 

a.,x,  -t-  a^jx.  +  . . .  -t  a.,,ar_  =  0 


Se  indichiamo  per  brevità  con  Ui ,  U,  , 
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bri  di  queste  equazioni,  cioè  poniamo  in  generale: 

U,-  -  «,-,3;,  +  «..jx,  +  . . .  f  a.„x„  ,  {2} 

il  „ii,iarn«  -^-Ije  m  equazioni  si  poirà  scrivere  brevemente: 

U,  =0  ,  U,=0,...,U.  =  0.  (3) 

sistema  (I)  corrisponde  una  matrice  qnadrata  o  ret- 
condoctiè  ni  =  n  ovvero  msn)  di  coefficienti 


\ 


ia  un  numero  non  superiore  né  ad  m  né  ad  n  e  tra- 
piacere fra  le  colonne  della  matrice  certe  k  colonne 
de!  pari  a  piacere  fra  le  orizzontali  delia  niairice 
ontali,  è  chiaro  che  le  colonne  e  linee  orizzontali  scelte 
ino  in  fc*  punti,  nei  quali  si  troveranno  altrettanti  eie- 
natrice  disposti  in  modo  da  rappresentare  una  ma- 
a  di  ordine  k  e  quindi  anche  un  certo  determinante 
1  determinanti  così  formati  si  dicono  determinanti  mi- 
ti nella  matrice  proposta, 
empio  nella  matrice  rettangolare 


'i        e,        (e,)       e,        (e^       {e,)        e, 
ennto  il  determinante  minore  di  ordine  3 


i  clementi  nei  quali  la  seconda,  quarta  e  quinta  oriz- 
itrano  la  terza,  quinta  e  sesta  verticale.  È  facile  di 
bc  questa  matrice  contiene  21  determinanti  minori  di 
!  è  il  massimo  ordine  possibile.  Quanto  poi  ai  deier- 
ri  di  ordine  minimo  possibile,  cioè  l,  ve  ne  sono  35, 
anti  sono  gli  clementi  della  inairice;  giaccliè  un  de- 
inoro di  ordino  1  altro  non  è  che  un  determinante  di 
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in  Bolo  elemento  come  \b^\ ,  |c,|  ,  ...  ì  cai   valori  coincidono   coi 
'alori  stessi  b^  ,  e-,  ,  .  ,  .  degli  elementi. 

Ciò  premesso,  si  ciiiamcrA  caratteristica  della  matrice  (4)  quel 
iiiinero  h  che  è  ugnale  al  massimo  ordine  dì  determinanti  minori 
livern  da  zero  contenuti  nella  matrice.  Cosi  ad  esempio  la  ma- 
ricQ  rettangolare 


3  6        3        18        9 

la  per  caratteristica  2,  poiché  ì  determinanti  minori  di  quarto  e 
erz' ordine  contenuti  iti  essa  hanno  tutti  il  valore  zero  <*),  nel 
lentre  che  si  trova  poi  un  determinante  minore  di  eecond' ordine 
come  p.  es.  il  determinante  .  ~  <  formato  dall'incontro  della 
rime  due  verticali  colle  prime  due  orizzontali)  il  qnale  ha  un  va- 
)re  diverso  da  zero. 

439.  Ciò  posto,  dato  il  sistema  di  eqnazioni  (1),  sia  h  la  carat- 
eristica  della  corrispondente  matrice  (4).  CIÒ  significa  che  tutti  i 
eterminanti  minori  di  ordine  superiore  ad  h  contenuti  in  questa 
mirice  sono  ugnali  a  zero ,  noi  mentre  che  esisterà  poi  almeno 
n  determinante  minora  di  ordine  h,  contenuto  nella  matrice ,  ii 
uale  abbia  valore  diverso  da  zero.  Ora,  senza  nuocere  alla  ge- 
eralità  della  questione,  ci  è  sempre  lecito  di  supporre  che  un  de- 
irminante  minore  di  ordine  h  diverso  da  zero  si  abbia  appunto 
eli'  incontro  delle  h  orizzontali  della  matrice  colle  prime  h  vcr- 
cali;  poiché,  se  ciò  non  accadesse,  basterebbe  cambiare  opportu- 
nmenie  1'  ordine  secondo  il  quale  si  sono  scritte  le  m  equazioni 
ol  sistema  proposto  (1)  e  cambiare  del  pari  in  modo  conveniente 
ordine  con  cui  figurano  nelle  (l)  le  successive  incognite,  poten- 
osi  cosi  ottenere  evidentemente  che  quelle  h  verticali  ed  orizzon- 
ili  della  matrice,  che  individuano  un  minore  diverso  da  zero, 
renda  precisamente  il  posto  delle  prime  h  verticali  ed  orizzon- 
ili  rispettivamente, 

Ci  è  lecito  danque  di  ritenere  che  si  abbia: 

I    «11      t»!»    ■    -    .   «ift    I 


!  =  R,  con  BsO. 


I*)  Como  è  facile  p  erti  uad  erse  ne  ,  anche  senza  oaloulare  effettivamente 
Itti  qnesti  determinanti,  considerando  che  la  terza  oriziODtale  della  ma- 
lie È  u;>ua1e  alla  gomma  dello  dae  precedenti  e  la  quarta  è  uguale  alla 
imma  della  seconda  e  della  terza. 
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dici  1,  2,  3, 


attribuUcono  alle  variabili 
nposizione  delle  funzioni  in- 
,  U,.  ' 

avrà,  la  sua  nltima  orizzon- 
:  sftrà  quindi  nullo  (art.  416). 
Ile  U  le  loro  espreBsioni  of- 
rk  la  forma 


ja:j  f  .  .  ,  +  aj„a:„ 


ispondenteineme  al  fatto  che 
polinomi  di  n  termini)  nella 


5  =  1,  2,  3  , 


;  è  per  Bè  stesBO  nullo,  poi- 
fattore  comnne  tcj  ,  il  deier- 
uali  seS<h,  e  ,  ee  S  >  h, 
e  h+  l  contennto  nella  ma- 
per  ipotesi  la  caratteristica 
(6)  resta  cosi  dimostrata. 

:e  (6)  secondo  gli   elementi 
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ma  colonna  ei  avr&  (per  i>h): 

a,lli  +  «jU,  +  .  .  .  +  a^Uft  +  «jU(  =  0  (7) 

a,  essendo  gli  aggianti  degli  elementi  dell'ultima  colonna, 
rmali  coi  coefficienti  a^j  e  sono  quindi  quantità  conogciuie. 
poi  ad  stj,  che  6  l'aggiunto  di  U^,  esso  ha  il  valore  : 


iverso  da  zero.  Si  potrà  quindi  dividere  la  (7)  per  «j  e  ei 


U* 


-  riUi  +  %Ut  +  -  .  .  -h  ?*U^ 


(8) 


P  sono  numeri  costanti  conosciuti.  Quindi:  te  la  caratte- 
iella  matrice  dei  coefficienti  di  un  aiatema  di  forme  lineari 
e  ad  h,  tutte  le  dette  forme  lineaH  si  possono  esprimere 
la  combinazione  lineare,  a  coefficienti  costanti,  di  h  fra  esse. 
[alla  identità  (8)  emerge  chiarameuie  che  ogni  sistema  di 
ielle  iCj  ,  Xj ,  .  . .  ,  x„  per  il  quale  si  abbia: 


U,  =  0  ,  u,  ^ 


. ,  Uft  =  0 


rà  anche  Uf.  Cioè:  tutti  i  sistemi  di  valori  delle  incognite 
. . .  ,x„  che  soddisfano  alleprime  h  equazioni  del  sistema, 
iranno  anche  aìle  rimanenti.  0,  in  altri  termini,  le  ultime 
quazioni  del  sistema  proposto  sono  una  conseguenza  ne- 
\  delle  prime  h  equazioni. 

Dopo  ciò  è  chiaro  che,  per  avere  tutte  le  soluzioni  possi- 
BÌstema  proposto,  basta  limitarsi  a  cercare  tntte  le  possi* 
izioni  delle  prime  h  equazioni  : 


a„x,  +  a„Xg  +  . 


iBtema  è  equivalente  al  sistema  (1). 
endo  ora  queste  h  equazioni  come  segne: 


.  +  «Irt  +  ■ 
,  +  "«».  +  • 

1  +  "«A  +  ■ 

•  +  «/.A^^A  =  -  (flA  »  ft+l^ftti  +  • 

•+"a.,A) 

che,  dati  a  piacere  alle  a:^^, ,  X/^^2  ì  •  ■  •  t^n  ^^^  valori  qua- 
iano,  per  determinare  le  h  incognite  rimanenti  x, ,  x, ,...,  x^^ 
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si  avranno  preciBameute  h  equazioni  di  1°  grado  col  determinaate: 


che  bÌ  è  già  detto  essere  diverso  da  zero.  Quindi  le  altre  inco- 
gnite si  potranno  sempre  determinare,  ed  in  nn  nnico  modo  (ar- 
ticolo 427. 

442.  È  importante  far  rilevare  che  il  sistema  (1)'  non  è  più  su- 
scettibile di  ulteriore  ridozìone,  nel  senso  che  nessuna  delle  sue 
equazioni  potrebbe  cancellarsi  come  superflua,  cioè  come  conse- 
guenza delle  rimanenti.  Questo  fatto  si  esprime  ordinariamente 
con  dire  che  le  equazioni  (1)'  sono  fra  loro  indipendenti;  definen- 
dosi in  generale  come  indipendenti  piit  equazioni  tati  che  neetuna 
di  ease  sia  conseguenza  delle  rimanenti. 

Esaminiamo  infatti  se  sia  possibile,  che  una  delle  (l)',  p.  es. 
l'ultima,  sia  conseguenza  delle  rimanenti.  Poiché  il  determinante 
E  è  diverso  da  zero,  almeno  uno  degli  aggiunti  degli  elementi 
dell'ultima  orizzontale  di  B  sarà  diverso  da  zero,  e  ci  sarà  lecito 
ritenere  (disponendo  opportunamente  dell'ordine  di  scrittura  delle 
X,  ,  a:^  ,  . . . ,  x^)  che  esso  sia  proprio  1'  aggiunto  dell'  ultimo  [ele- 
mento a^j.  Le  prime  ft  -  1  equazioni  (1)'  si  potranno  allora  seri- 
vare  come  segae: 

fl„x,io,^j+  ...  +a, ,  A-i^Cfl.i^  -(onoifc+a, ,  ft+,a:ft+i+  ...  +«,„a:„) 
aj,a;,+aj,i^,-|-  ...  -l-a,,  a-,x^_i— (a,^a:^-)-a,,ft+,Xft+,+  ...  +a,„x„) 


dove  II  determinante  del  coefficienti  dei  primi  membri  è  diverso 
du  zero.  Esse  potranno  quindi  sempre  risolversi  scegliendo  a  pia- 
cere i  valori  delle  x,,  ,  x^^^  ,  .  .  .  ,  x„  e  determinando  quindi  op- 
portunamente quelli  delle  rimanenti  A— 1  incognite.  Esiste  dunque 
necessariamente  qualche  sistema  di  valori  delle  incognite  che  sod- 
disfa alle  (1)"  e  non  soddisfa  alle  (1)';  poiché,  fissati  a  piacere  i 
valori  delle  a:^+,  , .  .  .  ,  x„,  il  valore  della  x^  non  poteva,  nella  rl- 
solazione  del  sistema  (1)',  prendersi  a  piacere,  ma  bensì  restava 
determinato  in  modo  unico.  I!  sistema  (1)'  non  può  dunque  essere 
una  conseguenza  del  sistema  (1)",  ossia,  che  è  la  stessa  cosa, 
1'  ultima  delle  (1)'  non  può  essere  una  conseguenza  delle  rima- 
nenti, e.  d.  d. 

443.  Questo  risultato  si  può  riassumere  cosi:  affinchè  le  equa- 
zioni di  un  sistema  lineare  omogeneo  siano  indipendenti,  è  neces- 
sario e  succiente  che  la  caratteristica  della  sua  matrice  sia  eguale 
al  numero  delle  equazioni. 
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444.  Per  quanto  riguarda  la  risoInzioDe  di  tin  sistema  lineare 
omogeneo  qualunque,  giungiamo  dunque  alle  seguenti  conclusioni: 

Dato  UH  sistema  qualunque  di  m  equazioni  lineari  omogenee 
con  n  incognite,  aia  h  la  caratterislica  della  sua  matrice. 

Allora  delle  m  equazioni  date  toltanio  b  saranno  indipendenti; 
le  altre  m  —  h  saranno  una  semplice  conseguenza  delle  prime  e 
potranno  quindi  trascurarsi.  Per  soddisfare  poi  alle  li  equazioni 
indipendenti,  si  potranno  assegnare  ad  arbitrio  i  valori  di  n  —  h 
incognite,  restando  cosi  perfettamente  determinati  i  valori  delle  h 
incognite  rimanenti. 

Le  h  equazioni  indipendenti  non  si  potranno  in  generale  sce- 
gliere a  piacere  fra  le  date;  sarà  bensì  necessario  e  sufficiente  sce- 
glierle in  modo  che  la  matrice  dei  loro  coefficienti  sia  di  caratte- 
ristica h,  cioè  contenga  almeno  un  minore  di  ordine  h  diverso  da 
uro.  Neanche  Za  n  -  li  incognite,  cui  si  vogliono  assegnare  valori 
arbitrari,  si  possono  in  generale  scegliere  a  piacere.  Bisognerà 
tcegtitrle  in  modo  che  la  matrice  dei  coefficienti  relativi  alle  altre 
incognite  sia  di  caratteristica  eguale  ad  li. 

445.  Corollario.— ^/pncAè  «n  sistema  di  equazioni  lineari  omo- 
genee sia  risolubile  con  valori  delle  incognite  che  non  siano  tutti 
nulli,  è  necessario  e  sufficiente  che  la  caratteristica  della  sua  ma- 
trice sia  inferiore  al  numero  delle  incognite. 

446.  Affinchè  una  certa  equazione,  facente  parte  di  un  sistema 
lineare  omogeneo,  sia  conseguenza  delle  rimanenti,  è  necessario  e 
sufficiente  che,  cancellando  dal  sistema  quell'equazione,  la  caratte- 
ristica del  sistema  resti  inalterata, 

Ctie  questa  condizione  sia  snfilcieiito,  risnlta  infatti  evidentemente 
da  quanto  si  è  già  esposto  agli  articoli  4H9  e  110.  Per  diroostraiiie 
la  necessità,  supponinmo  che  la  caratteristica  h  del  sistema  dato 
si  riduca  ad  h  —  1,  quando  si  cancelli  una  certa  equazione  U  =  0. 
Se,  malgrado  ciò,  la  U  =  0  fosse  conseguenza  delle  rimanenti,  do- 
vrebbe anche  essere  conseguenza  (art.  441)  di  sole  A  — 1  fra  le 
rimanenti,  che  si  potrebbero  sempre  scegliere  in  modo  da  dare, 
unitamente  alla  U=0,  una  matrice  dì  caratteristica  h,  quale  per 
ipotesi  deve  esistere  nel  sistema  completo.  E  ciò  sarebbe  in  con- 
traddizione col  teorema  dell'art.  143. 

447.  Affinchè  un'equazione  lineare  omogenea  U  =0  sia  conse- 
guenza di  certe  altre  equazioni  consimili  V,  =  0  ,  Vj  =  0  ,  . .  • ,  è 
necessario  e  sufficiente  che  il  suo  primo  membro  U  sta  identìca- 
mente  uguale  alla  somma  dei  primi  membri  V,  ,  V| ,  .  .  . ,  molti- 
plicali per  dei  coefficienti  costanti. 

La  saEQcienza  di  tale  condizione  b  afTatto  evidente.  Ma  essa  6 
anche  necessaria,  poiché,  se  la  U=0  è  conseguenza  delle  V,  =  0, 
V,  -  0, ...  ,  la  caratteristica  A  dell'intero  sistema  U  =  0,  V,  =  0, 
V,  =  0,...  coinciderii  (art.  146)  con  quella  del  sistema  V,  =  0, 
V,  T.  0 ,  ...  ;  epperò  il  primo  membro  di  U  =  0  si  esprimerà  linear- 
mente (cfr.  art.  440}  coi  primi  membri  di  qnelle  fra  le  V,  ^^0, 
V,  =  0, . . . ,  che  danno  luogo  ad  una  matrice  di  caratteristica  h. 
CtTKLLt.  —  litlluxioni  di  anatiii  algebrica,  S.*  tidiz.  i2ì> 
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446.  Dai  rianltati  ottenuti  emerge  1'  opportunità  di  dare  altresì 
una  definizione  di  forme  lineari  indipendenti,  intendendosi  per 
forma  lineare  a  più  variabili  una  funzione  intera,  lineare  ed  omo- 
genea delle  variabili.  Noi  diremo  die  jiiii  forme  lineari  con  n  va- 
ì-iabili  sono  fra  loro  indipendenti,  quando  nessuna  di  esse  si  può 
esprimere  identicamente  come  somma  delle  ailre  moltiplicate  per 
dei  coefficienti  costanti. 

Confrontando  questa  definizione  con  quella  di  equazioni  lineari 
omogenee  indipendenti  data  all'art.  442  discende  infatti,  come  co- 
rollario, dai  teorema  stabilito  all'art,  precedente  che:  se  le  m  forme 
lineari  U,  ,  U^  ,  .  .  .  ,  U„  sono  fra  loro  indipendenti,  anche  le 
m  equazioni  U,  =  0  ,  Uj  =  O  ,  .  ,  .  ,  U^,  =  0  saranno  fra  loro  in- 
dipendenti, e  reciprocamente. 

449.  Un  sistema  di  equazioni  lineari  omogenee  B  si  dice  con- 
seguema  di  un  altro  sistema  A ,  quando  tutti  i  sistemi  di  valori 
dell'  incognite  soddisfacenti  al  sistema  A  soddisfano  anche  al  si- 
stema B.  In  particolare  poi  i  due  sistemi  si  diranno  equivalenti, 
se  Bta  al  tempo  stesso  il  primo  conseguenza  del  secondo  e  il  se- 
condo conseguenza  del  primo;  o  in  altri  tennÌDÌ  se  essi  ammettotio 
precisamente  gli  stessi  sistemi  di  soluzioni. 

450.  Se  un  sistema  B  è  conseguenza  di  un  sistema  A ,  la  ca- 
ratteristica delta  matrice  di  B  é  <  della  caratteristica  della  ma- 
trice di  A. 

Siano  infatti  a  e  6  risp.  le  caratteristiche  dei  due  sisteini  A  e 
B.  Aggiungendo  successivamente  al  sistema  A  tutte  le  equazioni 
di  B,  che  ne  sono  per  supposto  una  conseguenza,  la  sua  caratte- 
ristica conserverà  (art.  446)  il  valore  a.  Intanto  il  nuovo  sistema 
cosi  formato,  conteneudo  entro  di  s6  la  matrice  B,  avrà  evidente- 
mente una  caratteristica  eguale  o  enperiore  a  b.  Sarà  dunque 
a^b,  e.  d.  d. 

451.  Corollario.  —  Se  due  sistemi  di  equazioni  lineari  omogenee 
sono  equivalenti,  le  caratteristiche  delle  loro  matrici  sono  uguali. 

452.  Se  le  equazioni  lineari  omogenee  indipendenti  'V,=0,  Yf=0,..., 
Vj  =  0  sono  conseguenza  necessaria  del  sistema  U,=0,  Uj|=0,  .  .  .  , 
\Jj  =0,  sarà  i  <j. 

Invero  la  matrice  delle  V  ha  per  supposto  (art.  443)  la  sua  ca- 
ratteristica eguale  ad  i.  Sarà  dunque  i  eguale  o  minore  (art.  450) 
della  caratteristica  delle  U.  Ma  questa  è  in  ogni  caso  <  del  nu- 
mero delle  equazioni  U  =  0,  cioè  di  j;  quindi,  ecc. 

453.  Chiuderemo  con  alcuni  altri  teoremi  assai  utili  nel  calcolo 
delle  caratteristiche.  Essi  discondono  quasi  immediatamente  da 
quelli  già  dimostrati. 

E  primieramente  è  senz'altro  evidente  che:  non  si  altera  la  ca- 
ratteristica di  una  matrice  moltiplicandone  tutti  gli  elementi  di 
una  linea  per  uno  stesso  fattore  diverso  da  zero.  Quest'operazione 
si    chiama   comunemente    moltiplicazione   di   una   linea   per   un 
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Del  resto  qaesto  teorema  fa  rìacontro  (cfr.  art.  451)  all'altro,  del 
pari  evideote,  che  :  nn  Eistema  di  equazioni  lineari  resta  equiva- 
lente a  ee  stesso  ^  se  una  qualunque  delle  sue  equazioni  si  molti- 
plichi per  uu  fattore  costante  diverso  da  zero. 

454.  La  earatteriatica  di  una  matrice  non  si  altera,  le  agli  ele- 
menti di  una  linea  ti  aggiungano  gli  elementi  corrispondenti  di 
una  linea  parallela  moltiplicali  per  un   fattore  comune  costante. 

Si  consideri  inTatti  il  sistema  di  equazioni  lineari  omogenee  tihe 
ha  per  matrice  dei  coefficienti  la  matrice  data,  E  evidente  che  il 
sistema  resta  equivalente  a  sé  stesso,  se  in  luogo  di  una  delle  sue 
equazioni  si  ponga  l'equazione  stessa  sommata  membro  a  membro 
con  un'  altra  qualunque  delle  rimanenti  (anche  moltiplicata,  se  si 
vnole,  per  tin  fattore  costante).  Resterà  dunque  inalterata  (art.  451) 
anche  la  caratteristica  della  matrice,  che  ha  appunto  subito  la 
traarormazionQ  indicata  nell'enunciato. 

455.  Afflnchè  la  caratteristica  di  una  matrice  non  sia  alterata 
dalla  soppressione  di  una  linea,  è  necessario  e  sufficiente  che  quella 
linea  sia  eguale  alla  somma  di  alcune  delle  altre  linee  parallele 
moltiplicate  per  dei  numeri  opportunamente  scelti.  Per  somma 
(o  prodotto)  di  due  linee  s' intende  una  linea  che  abbia  per  ele- 
menti le  somme  (ovvero  i  prodotti)  degli  elementi  corrispondenti 
delle  due  lineo. 

Invero,  affinchè  ciò  accada,  b  necessario  e  sufficiente  (art.  446) 
elle  l'equazione  lineare  omogenea  corrispondente  alla  linea  da 
cancellarsi  sia  conseguenza  delle  rimanenti;  è  quindi  anche  ne- 
cessario e  sufficiente  (art.  447)  che  il  primo  membro  di  queir  e- 
qoazioue  sia  identicamente  uguale  alla  somma  di  altri  primi  membri 
moltiplicati  per  opportune  costanti. 

456.  Se,  aggiungendo  separatamente  ad  una  matrice  certe  nuove 
linee  (tutte  orizzontali  o  tutte  verticali),  non  si  altera  la  sua  ca- 
ratteristica, questa  non  verrà  neanche  alterata  dall'aggiunzione  si- 
multanea di  tutte  queste  linee. 

Infatti,  ciascuna  delle  nuove  equazioni  aventi  per  coefficienti  gli 
elementi  delle  nuove  linee  è,  per  il  supposto  (cfr.  art.  446)  con- 
segnenza  del  sistema  lineare  omogeneo  che  ha  per  matrice  la  ma- 
trice proposta.  Aggiungendo  quindi  simultaneamente  a  quel  si- 
stema tutte  le  nuove  equazioni,  si  otterrà  nn  sistema  equivalente 
al  primitivo.  La  caratteristica  del  nuovo  sistema  sarà  dunque  (arti- 
colo 451)  ugnale  a  quella  dei  primitivo,  o.  d.  d, 

457.  CoHOLi/AKio.  —  Sia  data  una  matrice  di  n  linee  e  di  m  co- 
lonne, con  m  >  n  ;  e  si  supponga  che  le  prime  n  —  1  colonne  con* 
tingano  almeno  un  determinante  di  ordine  n  —  1  diverso  da  zero. 
Per  accertare  che  tutti  i  determinanti  di  ordine  n  contenuti  nella 
•matrice  siano  nulli,  basta  verificare  che  siano  nulli  gliia  -  n  +1 
determinanti  formati  con  quelle  n  — l  colonne  combinate  successi- 
vamente con  una  qualunque  delle  rimanenti. 

Ove  ciò  accada,  la  matrice  delle  prime  n  —  1  colonne  avrà  in- 
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fatti  per  caratteristica  n  —  1,  e  tale  caratteristica  non  earft  alterala 
dall'aggiunzione  di  una  qualunque  delle  altre  colonne. 


Vote  «d  Eaercùi. 

1.  Risolvere  il  aiitema  : 

a  ~  2y  +  i*  +  il  +  5ti  =  0 

X  ■(-  4v  +  71  +  2e  =  0 

2«  -I-  2ir  -]■  Sa  4  iir  -(-  7«  =  0 

lue  HoU  eqnaRÌonì  indipei 

U,3ai-8y  +  5j(  =  0,U,=  2»-4y  +  2ì  =  0  ,  U,  =  5a!- Uj/ +  9»  =  0 

ohe  ba  il  determinante  aguale  a  cero  «  la  caratteristici   k=2;   e   caloO' 
lare  i  coefficienti  costanti  a,  ,  sii  ,  a,  della  rolaiioue  : 

«lU,  +  ttjD,  +  «,0,  =  0 

ohe  ha  Inofco  idttUicamenlt  fra  le  tre  funiioni  U,  ,  D,  ,  U,. 

8,  Si  dimostri,  come  conseguenEa  dell'art.  456,  che;  te  la  caratteriiliea 
di  una  motrice  A  non  Ì  alUrata  dalla  toppreitione  di  una  tua  Unta  L,  non 
vtrrà  alltrata  da  tate  toppreiiiont  neanche  la  carallerÌMl!ea  di  qHaltiaii  ma- 
triet  compolla  dalla  matrice  &.  e  da  ailre  nuove  linee  parallele  ad  L. 

Se  ne  deduca  poi  il  matodo,  praticamente  più  semplice,  da  seguirsi  pet 
il  obIcoIu  della  caratteristica  di  una  matrioo  data. 

4.  Per  una  malrice  di  m  righe  ed  n  colonne,  il  lappìa  elitre  diverio  da 
lero  il  delerminaule  di  ordiae  h  /ormalo  dagli  elementi  nei  quali  le  prime  h 
righe  t'inerociano  eolle  prime  h  colonne.  Allora,  perchi  (iano  nulli  lutti  i  de- 
terminanti di  ordine  h+l  contenuti  nella  malrice,  baiterd  che  «iano  nuli»  gli 
(m  — hXn  — h)  determinanti  formati  dagli  elementi  d'ineroeiemento  delle  righe 
di  pollo  1,  2,  3,  .  .  .  ,  h ,  i  (per  i  >  h)  eolle  eolonne  di  poito  1,  2,  R,  .  .  .  ,  h  ,  j 
(per  j  >  h).  Si  dimostri  ciò  come  consegnensa  degli  articoli  466  e  457. 


-  Sistema  di  m  equazioni  lineari  non  omogenee 
m  n  inoognite.  Oondlitonl  di  compatibilità. 


458.  Teorema.  —  Affinchè  un  lìatema  qualunque  di  m  equazioni 
di  lo  grado  con  n  incognite  : 

a„i,  +  aijX,  +  .  .  .  +  a,„x„  =  a, 
(1)  

««l'È!  +  a»»»»  +  . . .  f  »„„!„=  a» 
(fa  risolubile  con  valori  finiti  delle  incognite,  è  necessario  e  suf- 
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fidente  che  le  due  matrici  : 


1   »«»•••  a»n    ««. 
abbiano  eguale  caratteristtca. 

Qaesto  teorema  non  differisce  aoBtan zia! mente  da  quello,  da  not 
già  dimostrato,  dell'art.  455.  Infatti,  se  il  Bìstema  (1)  è  rleolubile 
con  valori  finiti  delle  x,  ,  x^ , .  . .  ,x^,  l'ultima  colonna  della  ma- 
irìce  (3)  è  ugnale  alla  somma  delle  colonne  precedenti  rispetti- 
Tsmenie  moltipltcate  per  x,  ,  x^ , ,  .  .  ,  x„  e  quindi  In  caratteristica 
di  (3)  resterà  la  stessa  (art.  455)  se  ei  sopprima  l'ultima  sua  co- 
lonna, cioè  coinciderà  colla  caratteristica  di  (2).  Reciprocamente, 
se  le  caratteristiche  di  (2)  e  di  (3)  sono  c;!;uali,  cid  significa  che 
la  caratteristica  di  (3)  non  è  alterata  dalla  soppressione  dcH'ultìma 
colonna,  onde  l'ultima  colonna  sarà  uguale  (art.  455)  alla  somma 
delle  precedenti  moliiplìcate  per  certi  numeri  finiti  x,  ,Xf , , . .  ,x„. 
Il  sistema  (1)  sarft  dunque  soddisfatto  da  tali  valori  dello  x,  , 
a^, , .  ■  '  1  a:„  ;  ossia  esso  sarà  compatibile  con  valori  finiti  delle  suo 
incognite. 

459.  8e  nelle  equazioni  dot  sistema  (1)  si  ponga: 


essendo  y,,^,  on  numero  diverso  da  zero,  del  resto  arbitrariamente 
fissalo,  esse  assumono  la  forma  di  m  equazioni  omogeneo  : 

fntfi  +  «li!/»  f  ■  •  ■  +  a,„y„  +  3iy„+i  =  0 
(5) 

««ifft  +  "«i»s  +  ■  •  ■  +  o„„y„  +  ««i/„M  =  0 

fra  le  n  +  1  variabili  y,  ,  y, ,  .  . . ,  ff„+,. 

Fissato  un  valore  non  nullo  di  }/„,,,  ad  ogni  sistema  di  valori 
delle  X,  ,  X,  , .  .  . ,  a;„  corrisponde.  In  virtù  delle  (4),  on  unico  si- 
stema di  valori  delle  yj  ,  y^  ,  ■  ■  ■ ,  !/„  e  reciprocamente. 

Dunqae,  se  ì  valori  delle  x  costituiscono  una  soluzione  del  si- 
stema (1),  i  valori  corrispondenti  delle  ^i  i  j/j  ,  .  ■  ■  ,  y,.  unitamente 
s  quello  assegnato  ad  y„_^_^  costituiranno  una  soluzione  dei  siste- 
ma (5).  Reciprocamente,  so  un  sistetna  di  valori  delle  j/j ,  y^  ,—iUn> 
Unii,  con  y„^i  diverso  da  zero,  soddisfa  alle  (5),  i  rapporti: 

tfi  gì  g- 

costituiscono  una  soluzione  delle  (1). 

Pertanto  la  ricerca  delle  soluzioni  finite  dì  un  sistema  di  equa- 
zioni lineari  non  omogenee  coincide  con  quella  delle  soluzioni  fi- 
nite di  un  aistema  di  equazioni  lineari  omogenee,  per  lo  quali  una 
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incognita  atiegnata  deve  avere  an  valore  non  oalto.  Dire  che  il 
sistema  (1)  è  incompatibile  per  valori  finiti  delle  incogoite  Xj, 
Xf  f .  .  . ,  x^  equivale  a  dire  che  il  sistema  (5)  ha  per  conseguenza 
DGceesaria  y„„  =  0. 

Vota  «A  Bccreisi. 


1.  Si  é  XumU.  l'eaprMiione  ;  tquationi  compatibili  eoH  vaiorijiniti  della  in- 
cognite,  e  t&  qualifica  di  finiti  potrei  ragionevolmente  essere  aembrata  o 
cioaa,  non  esiandosi  mfti  parlato  di  quantità  dotato  di  valore  infinito. 
Benel  nella  pratica  si  dice  talora  che  x  i  infinilo  (e  ai  scrive  x—to),  ma 
come  semplice  abbreviatione  conveniionale  di  lingnaggio  ;  intendendosi 
con  ciò  dì  dire  che  x  è  una  variabile  avente  per  limile  l'infinito  {ofr.  Gti- 
pitolo  TU). 

Noi  per6  abbiamo  inteso  a  prevenire  lo  atndioBo  contro  qnalche  dnbbio 
che  potrebbe  in  aeguito  affacciarsi  alla  aua  mente,  quando  in  moltieniiae 
questioni  traverà  conaiderate  come  compatibili  delle  eqnasiaiii  che  noti  Io 
sarebbero  affatto  secondo  il  senso  naturale  dell'espreasioue.  Oli  è  che  in 
queste  queationi  ai  ammetta  ohe  alcune  delle  incognite  possano  aaanmere 
anche  valore  infinito,  secondo  un  certo  senao  convenuonale  ohe  oeicbe- 
remo  mettere  in  chiaro  con  quanto  segue. 

Punto  di  partenza  è  V  oaservasione,  affatto  ovvia,  che  il  aistema  non 
omogeneo  (1)  è  equivalente  al  sistema  : 


S=!j..       i.  ?Wj.    i„       ?._ 


'-=0 


w 


X,  Xi,  X14.1  X-      a^      _ 

a»!—  *■■"  *  a»  M-i-^-+««)  (+<»m  w+i-^^+-+o« .«—  -  —  =  0 

'Xt  •    '   33,  «    <       m      +1  jj.^  m    H^^         ^^ 

semprechè  non  si  considerino  valori  nulli  di  «4.  Ora  noi  considereremo 
ansi  dei  valori  sempre  più  grandi  di  iXj,  supponendo  che  la  z;,  unita- 
mente ad  alcune  altre  delle  variabili  (che  potremo  ritenere,  senza  nuoeure 
alla  generalità  della  questione,  essere  le  x,  ,  x,  ,  .  .  .  ,  Xf^,)  tenda  all'  in- 
finito, in  modo  per6  che  i  loro  rapporti  tendano  a  dei  limiti  finiti  e  di- 
versi da  sero.  Scriveremo  pertanto  (cfr.  Gap.  VII): 

limxj  ^  00     ,     limxj  =  30 , . .  ,  ,  limaSf  =  oo 

lima:,  :  ac,  : . .  .  :  x,  =  ).,  :  X,  : .  .  .  >  j 

Hsendo  le  X,  ,  X,  , . . . ,  X,  dei  numeri  ben  determinati,  finiti  t  diverti  da 
isro.  Quanto  alle  rimanenti  variabili,  non  sarà  necessario  eapporre  che 
tendano  a  dei  limiti  finiti  o  infiniti  ;  soltanto  si   supporrà   ohe   sìa  ,    per 

)lm^  =  0,     lim^  =  0,...,  lim^  =  0  C»J. 
a:,  Xi  Xi 

In   tali  condiiioni  è  chiaro  che  afSnchb  le  (1)  tendano   ad   teiera    »oddÌ- 

(*)  Nel  linguaggio  del  calcolo  infinitesimale  le  ipotesi  fatte  ai  eaprime- 
rebbero  più  semplicemente  dicendo  che:  le  variabili  «,  ,  a:,  ,  .  ■  •  ,  ^,-  ten- 
dono a  valori  infiniti  daUù  ttettu  ordiut,  nel  mentre  che  le  Xj^,  ,  x^ .  j,...,  x^ 
tendono  a  divenire  grandeue  di  ordin*  in/triora  a  qvello  delle  prime. 
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1  creBoere  indefloi temente  delle  »^  ,  x^ , .  .  . 
ni  membci  abbiano  per  limite  lo  lero,  Sftrà 
.0  soddisfatte  le  relaiioni  : 


flnX,  +  ai,Xi  +  .  .  .  +  a,(Xi  =  0 


"■l^'i  +  ^mì\  +  ■  ■  •  +  ti^ih  =  0. 

ocade,  noi  potremo  diro  con  una  loeuxione  eonvtntiiniate,  il  cnì  senso 
è  quello  testé  spiegato,  che  le  equazioni  (1)',  e  anche  le  stesse  (l), 
Idisfatte  dal  sistema  ; 


,:...:x,=  ì.,:l,:...:i,   '  "  " 

.  simboli  -  intenderemo  delle  quantità  indttemiinatt  il  oni  ordine 

ezca  b  inferiore  a  quello  delle  x,  ,  x,  ,  .  .  .  ,  Vj  j  cioè  delle  qaan- 
e  che  poCranno  fittarti  ad  arbitrio,  o,  più  generalmente,  delle  quan- 

poitaao  anche  variart,  e  eretcere  a  piacere,  tiwicni«  colie  x,,  x, X(, 

:  abbia  però:  lim  xu/^  r  i;  =  0  (h  =  1,  2,  .  .  .)■ 

isnifesto  che,  alla  soluzione  del  sistema  <1)  data  dalle  (4)  corri- 

pel  sistema  (5),  la  iolmione: 

,y,  =  \t  i-j  yi  =  ^i,  y(+i  =  0  .  Su»  =  0  )-.  Pn=0,  y„+,  =  0. 

'ucamente,  ad  ogni  cosiffatta  soluxione  delle  (5)  corrisponderà  per 
a  Bolnzione  cbe  potrà  essere  rappresentata  dalle  (a),  o  anche  po- 
e  opportunamente  simboleggiata  dalle  stesse  (4) ,  che  prendereb- 


etliialo  mlamenle  il  caio  in  cui  il   titlema   omogeneo  (8)  atnmetta   la 

tioBB  y[  =y,  =  .  .  .  =  ya  =  y„t,  =0.  h  quitto  tato  U  liiUnia  (1) 
•mpalibile,  non  tolo  con  valori  finiti,  ma  anche  con  valori  infiniti  ddle 

to  (,cfr.  art.  445),  si  conclude  che;  affinehi  ttn  tiittma  di  più  equa' 
ari  Ita  riiolubile  con  valori  finiti  o  infiniti  dtU»  ineogaìle,'  Ì  neciiiaHo 
\te  che  la  caratteriitica  della  matrice  formala  dai  eoe^ienti  delle  tn- 
dai  termini  noli  non  niperi   il   numero  delle  incognite. 

.AHio.  —  Un  tittema  di  equazioni  lineari  è  tempre  rieolubile  con  valori 
ifiniti  delle  incognite,  le  il  numero  delle  n^iMiziani  non  lupera  quello 
ignite. 

lismo  utile  aggiungere  qui  un  breve  cenno  della  interpetrasiona 
i  usualmente  in  geometria  analitica  di  quei  sistemi  di  soluiiuni 
calche  incognita  assume  valore  infinito  o  indeterminato.  Ci  limi- 
1  caso  di  due  «ole  incognite  x  ed  y,  cbe  ioterpet reremo  come  le 
I  coordinate  cartesiane  di  un  ponto  del  piano.  K  precisamente  la 
e,  y)  rappresenterà: 

IO  punto  a  distanza  finita,  se  «  ed  y  hanno  valori  finiti; 
ponto  all'infinito  della  retta  x  :  y=a.,  ;  a, ,  se  x=<o ,  y=i>3  ;  x  :  jr=Ki  ;  «t 
,  finiti  e  diversi  da  0. 
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1}°)  il  punto  all'infinito  sull'use  delle  y 


"  0  ■ 


4»)  il  punto  air  infinito  aull'  saae  delle  y,  ae  x  ~  -  ,  y  —  a>. 

i.  Ci6  premesso,  aia,  data  d&pprtnia  una  sola  eqaaaione:  ox  +  ty  ■(.  e  =  < 

la  corrispondente  equaiione  omogenea  oy,  +  6y,  +  cy,  =  0,  ci  da,  per  y,  =  > 

un  unico  valore  pel  rapporto  y,  :  y,  ,  a»  a  9  b   non   sono   entrambi   nuli 

So   poi  a  =  b  =  0  ,   à  soddisfatta   da   valori   qualÌBÌvof;liaDO    di  y,   ed    $ 

1°)  se  a  a  b  non  Bono  entrambi  nulli,  l*eqaiizÌone  ax  +  bg  +  e  =  0  ai 
mette  una  sola  Boluiioao  composta  con  valori  infiniti  di  x  od  y.  Quesi 
soluiione  è  indipondente  da!  vaiore  di  e.  Geometri  eia  mente;  ogni  retla  d 
piana  fililo  ha  uh  lolo  piinlo  all'  injiailo,  che  ti  ritiene  eutnuat  a  lutle  It  rei 
ad  cita  parallele. 

i')  se  a  =  h  =  Q  ,  l'equaiione  prende  la  forma:  cast.  =  0.  Essa  ai  d 
vrà  considerare  come  risoluta  da  o|;ni  coppia  di  valori  z,  y  dì  cui  almei 


Infinito,  nà  avrà  s 


{'  infinito  di  tulle  le  relte  del  piano    debbono   eontiderarii   eom»    lituati    lu  i 
tinicn  retta,  la  retta  all'  infinito,   avente  per  equazione:  coat.  =  0. 
5.  Si  abbia  ora  il  siatuma  di  due  equationi; 

ax+  by+  c  =  0        ,        oa:  -i-  f  y  +  y  =  0, 

Esisterà  (aecondo  it  corollario  della  nota  2*;  almono  una  coppia  di  vaio 
finiti  o  infiniti  di  z  ed  ^  che  la  aoddiafano.  Geometricamente;  due  rette  e 
piano  hanno  tempre  un  punto  tu  comune  (a  distania  finita,  ovvero  all' ili 
nito,  le  le  rette  aono  parallele). 

<(.  Sia  dato  finalmente  il  sistema  di  tre  equaiioni: 

«iX  4  friV  +  c,  -  0  ,  ajX  ■{-  i,y  +  e,  -  0  ,  a^x  f  6,y  +  Cg  =  0. 

Dal  corri  a  pon  dente  aistoma  omogeneo  risulterà  che,  affinchè  eaao  sia  so 
disfatto  da  un  siatoma  di  valori  finiti,  o  infiniti,  della  x  ed  y,  ò  necees 
rio  e  snfflcientc  eha  sia 

2;  d:  aJ>jCg  =  0. 

Lasciamo  al  lettore  di  trovare,  par  questo  caso  come  per  quella  della  no 
precedente,  lo  condÌEioai  additive  da  soddisfarai  affinohi  le  incognite  a 
biano  valore   finito,   ovvero  eeiata  un   numero   infinito   di   siatemi    di   s 


§  7.°  —  Sviluppo  di  un  determinante  per  meuo  di  prodot 
di  minori  coinplemeotarl.  —Regola  per  11  prodotto  di  do 
determinanti. 


460.  Sin  dato  un  detcrmiunntc  qualnnqnc  D  =  ì)  ±  n,,ajj  ■  • .  a^ 
In  ciò  che  segue  indicliercrao  per  brevità  con  [t\  ,  t, ,  . .  .  ,  t, 
Ji  tJi  >•■•  ijr)  nwc'io  tiei  determinanti  minori  di  D  i  cui  clementi 
trovano  nc<;li  iiicrociamenti  delle  orizzontati  di  indice  »\  ,  t , , . . , , 
colle  verticali  di  indice  ;.  .j^ ,  .  . .  ,j^.  Indiclieremo  poi  con  [i 
io  , . .  .  ,  iV  ì  j'i  lÀ  .  ■  •  ■  ij'rl'  "  S'IO  minore  complementare,  cioè  qu 
minore  di  D,  dì  ordine  n  —  r,  clic  ha  per  matrice  gli  elementi  ' 
incrociamento  delle  rimanenti  orizzontali  colle  rimanenti  vertica 
La  saa  matrice  è,  evidentemente,  ciò  che  resta   della  matrice    < 
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D,  quando  se  ne  cancellino  le  linee  e  colonne  che  hanno  servito 
a  individuare  li  primo  minore. 

461.  Fra  1  mìnorì  di  ordine  r  si  chiamerà  prtnci^ale  qnello  rap- 
presentato dagli  incrociamenti  delle  prime  r  orizzontali  colle  prime 
r  verticali,  cioè  [1  ,  3  , .  ,  ,  ,  r  ;  1  ,  2  , . , . ,  r].  Per  qnesto  si  ha 
evidentemente: 

[l,2,...,r;l,2,...,f-]'=[r  +  l,r  +  2,...,M;r+l,r  +  2,...,n] 

È  facile  vedere  che  11  prodotto  di  nn  minore  principale  per  11 
EDO  minore  complementare  rappresenterà,  quando  lo  si  sviluppi, 
QDa  parte  dello  sviluppo  dell'  Intero  determinante  D.  Infatti  gli 
\t  ]n~r  termini  coal  ottenuti  coincidono  manifeataincnte ,  fatta 
nslrazione  dal  segno,  con  altrettanti  termini,  tutti  discinti  fra  loro, 
del  determinante  D.  Per  convincersi  poi  che  vi  ò  anche  la  coin- 
cidenza dei  segni ,  basta  riSetterc  che  ,  se  P  e  P'  sono  due  pro- 
dotti di  elementi  appartenenti  rispettivamente  alle  due  matrici  par- 
ziali, i  segni  con  cui  eeei  si  preeenlano  come  termini  dei  corrispon- 
denti determinanti  sono  dati  da  (-  L)P  e  (—  1)^',  essendo  p  II  nu- 
mero totale  di  inversioni  negli  indici  di  P',  e  che  il  numero  to- 
tale di  inversioni  in  PP'  sarà  appunto  p  +  p',  giacché  gli  indici  in 
P,  essendo  tutti  inferiori  agli  indici  in  P',  non  fanno  con  essi  al- 
cuna inversione.  Al  prodotto  PP',  considerato  come  termine  di  D, 
d.ivrà  dnnqne  premetterei  il  segno  (—  I)^'*''',  che  è  appunto  il  pro- 
dotto dei  due  segni  (-  1)P  e  (-1)'*'. 

462.91  consideri  ora  un  minore  qualunque  (*}  Ui  >ù  t  '■  •  t  *r< 
h>Jti---tJr]-  ^  chiaro  che,  se  nel  determinante  D  si  scambi  la 
orizzontale  i,  successivamente  con  ciascuna  delle  i,  —  1  precedenti 
fino  ad  occupare  il  posto  della  prima,  poi  la  orizzontate  i,  simil- 
mente con  ciascuna  del  i,  -  2  precedenti  Ano  ad  occupare  il  se- 
condo posto  e  cosi  di  seguito,  finché  anche  la  orizzontale  t,.  venga 
al  posto  r^o;  e  se  si  faccia,  dopo  di  ciò ,  nn  analogo  sistema  di 
scambi  fra  le  colonne,  cosicché  quelle  di  posto  j^ ,  jj , .  -  -  ,jr  pren- 
dano rispettivamente  i  posti  della  !■,  della  2%  ecc.,  la  matrice  del 
minore  considerato  verrà  precisamente  ad  occupare  il  posto  della 
matrice  del  minore  principale  di  ordine  r,  nel  mentre  che  il  mi- 
nore complementare  del  primo  occuperà  il  posto  del  complemen- 
tare del  secondo.  D'  altra  parte  il  numero  degli  ecambi  eseguiti 
essendo  dato  da 

=  Si-H:;-2(l+2  +  ...r), 

il  determinante  D  avrà  conaervato  il  suo  valore  o  avrà  cambiato 
soltanto  il  segno,  secondochè  sia  pari  o  dispari  la  eomma  li-(-I}. 


(*]  Ci  è  loRÌto  evidentemente  di  ritenere  cba  sia  i,<i,<t,<,. 
Cipn.t.1.  —  /t(ÌCtu»»nì  di  tmaliti  algebrica,  8.*   edÌE. 
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Per  l'articolo  precedente,  il  prodotto: 

(-!)'"+%, *,-.-i,;j,,y,--il-K.' *,;à  ./.-■■«■ 

rappreBenter&  dunque  una  parte  del  delerininaDte  D. 

Il  minore  complementare  di  [i,,..,iV;  .j, ,..  ,jV]  preso  col  segno 
+  0—,  secondochè  eia  pari  o  dispari  la  somma  i,  +  ...+  iV+Ji  h...+j„ 
si  chiama  il  suo  complemento  algebrico  o,  più  semplicemente ,  il 
suo  aggiunto;  cosicché  il  risaltato  ottenuto  si  può  esprimere  bre- 
vemente con  dire  che  il  prodotto  di  un  minore  qualunque  pel  tuo 
aggiunto  è  uguale  ad  una  parte  dello  sviluppo  dell'  intero  deter- 
minante. 

Per  i  minori  di  prim'  ordine  (r=  1),  cioè  peri  semplici  elementi 
del  determinane  D,  la  definizione  ora  data  di  aggiunto  ricade  evi- 
dentemente in  quella  del  §  3. 

463.  La  somma  di  tutti  i  minori  di  ordine  k,  contenuti  nella 
matrice  parziale  formata  da  certe  k  linee  di  un  determinante  D, 
moltiplicati  per  i  rispettivi  aggiunti  è  uguale  a  D. 

Supposto  infatti,  per  fissare  te  idee  ,  che  la  matrice  parziale 
sia  quella  formata  dalle  prime  k  orizzontali,  siano  A  ,  B  ,  C, .  .  . 
i  diversi  minori  di  ordine  k  in  essa  contenuti,  ed  A',B',C',... 
i  rispettivi  aggiunti.  Un  termine  qualunque  dì  D,  essendo  della 
forma  a,  ,/  Oj  >  j  —«*,>.  ,  «a+i  j  a  ■  •  ■  j  ""i  potrà  evidente- 
mente presentarsi  che  in  ano  soltanto  dei  prodotti; 

AA'  ,  BB'  ,  ce  , .  . 

cioè  in  quello  che  ha  per  primo  fattore  il  minore  individuato  dalle 
colonne  di  indici  j,  ,  A  j  ■  ■  -  jJa  t  6d  in  esso  ai  presenterà  (art.  462) 
una  sola  volta  e  col  segno  corrispondenlc  alla  sua  classe.  Sarà 
dunque  appunto 

D  =  AA'  +  BB'  +  ce  +- . . . 

464.  È  invece  uguale  a  sera  la  somma  dei  viinori  dì  ordine  k, 
contenuti  in  una  stessa  matrice  parziale  formata  con  k  linee,  mot- 
tiplicati  per  gli  aggiunti  dei  corrispondenti  minori  dì  un'  altra 
matrice  parziale  formata  con  k  linee  parallele  alle  prime ,  che 
non  coincidano  completamente  con  esse. 

Infatti,  per  l'articolo  precedente,  la  somma  di  cui  si  tratta,  al- 
tro non  6  che  lo  sviluppo  del  determinante  che  si  otterrebbe  dai 
primitivo  sostituendo  alle  k  lineo  della  seconda  matrice  parziale 
le  k  linee  della  prima.  Ora  questo  secondo  determinante  avrà 
evidentemente  almeno  due  linee  uguali,  e  sarà  quindi  eguale  a 
zero. 

465.  Dati  due  determinanti  di  ordine  n: 
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prodotto  ei  può  porre  sotto  la  forma: 


i„„     0     0 
0  6,,  b,, 


0 


-l*i»6.„ 


legae  immediatamente  dal  teorema  dell'  art.  463,  qoando  si 
li  il  secondo  membro  secoodo  i  minori  di  ordine  »  conte- 
die  prime  n  orizzontali  ;  i  quali  sono  evidentemente  tutti 
ir  infuori  Ai'.ì  principale,  che  è  lo  stesso  I>. 
senza  alterate,  come  è  noto  (art.  419),  il  valore  del  secondo 
o,  possiamo  aggiungere  alla  (n  +-  Ijn"  colonna  le  prime  n 
ì  rispettivamente  moltiplicate  per  ^h  '  ^i»»- •  ■  i  ^in>  qnindl 
lonna  (»  +  2)™»  le  prime  n  colonne  riap.  moltiplicate  per 
.,■■■,  Ì>i„,  e  cosi  via,  fino  ad  aggiungere  all'  ultima  colonna 
iQ  n  risp,  moltiplicate  per  b„^  ,  b„^ b„„.  Con  ciò  il  do- 
lute si  trasforma  manifestamente  in  qaeat'  altro: 


-1       0 
0    -I 


0       0 
0       0 


-1        0 

i  è  posto  generalmente: 

c„  =  a„6„  +  a^b^  +  .  .  .  +  a„ft,„. 

i  dunque,  sviluppando  nuovamente  secondo  i  minori  conte- 
ille  prime  n  orizzontali  : 


.(-1)" 


e,,  c,j  ...  c,„       —  1     0 ...    0  I        e,,  c,j ...  c,„ 
e,,  c„  ...  Ci„  0  -  1  ...    0  I  _     Cj,  c„  ...  Cg„ 

c_.  c_. ...  c__  0     0 ...  —1  I        e,  e—  ...  e... 
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poiché:  {—  !)"■(-  1)"  =  (-  !)*''"■'"  -  1,  essendo  n(«  +  1)  un  numero 
pari. 

Siamo  ginnti  cosi  alia  segaente  Importante  regola,  coDOSCiata 
sotto  il  nome  di  regola  di  moltiplicazione  dei  determinanti: 

Il  prodotto  di  due  determinanti  dello  stesso  ordine  n  si  può 
esprimere  con  un  unico  deterjninante,  pure  di  ordine  a,  di  cui  l'e- 
lemento generico  c„  ,  che  occupa  cioè  il  posto  (r,  s),  è  uguale  alla 
somma  degli  elementi  della  r""  linea  orizzontale  dei  primo  deter- 
minante moltiplicati  risp.  per  gli  elementi  corrispondenti  della  s"* 
orizzontale  del  secondo. 

466.  La  regola  di  moltiplicazione  data  nell'art,  precedente  può 
dirsi  regola  di  moltiplicazione  per  orizzontali;  ma  si  pu6  anclie 
procedere  in  modo  analogo  osegnendo  le  moltiplicazioni  per  ver- 
ticali, ed  anche  per  orizzontali  e  verticali.  Infatti,  se  nell'uno  o 
nell'altro  dei  determinanti  D  ,  D',  od  in  entrambi,  si  scambino  le 
orizzontali  colle  verticali,  il  che  non  ne  altera  il  valore  (art.  415), 
e  quindi  si  eseguisca  il  prodotto  nel  modo  gi&  indicato,  si  otten- 
gono per  l'elemento  c„  altre  definizioni,  cioè  rispettivamente  : 

c„  =  a,^bi,  +  aj^ftj,  +  . .  .  +  a„,.6„, 
ovvero  : 

"r.  =  "rthl  +  <'rS^I»  +  •  ■  ■   +  «r«*n< 

ovvero  : 

'^rà  =  «lr*«l  +  'hrf'ti  +  •  •  •  +  <'nr^in- 

Qnindi  gli  elementi  del  determinante  prodotto  poBSono  assumere, 
a  seconda  della  regola  che  si  applica,  forme  e  valori  diversi  ri- 
risultato.  Per  esempio  : 

«xy  +  68  j      I  oa  f  &■)■     og  +  65  1 

cY  +  d5  I      I  ca  +  dy     c^  +  dS  ] 

Il      I  aa  -i-  CY    a}  +  cS\ 

il      Uà  +  dY    &?  +  tW  i' 

fattori  sono  di  ordini  diversi,  si  po- 
rdinc,  e  poscia  applicare  la  regola 


«1   6,   e, 

«*   6,    C( 

anij   +bn, 

«im,  +  ft,n, 

a^m,  +  6jn, 


m  n  0 
m,  n,  0 
0     0   1 
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letto  Afu  r  agginnto  dì  a/i,  nel  determinaote  : 


a„    Of,  . 


remo  la  regola  del  prodotto  a  calcolare  il  valore  del  de- 
ite  : 

I  A„     A„  .  .  .  A,„ 


i  moltiplicliiamo  per  orizzontali  i  dae  determinaDti  D  e  A 
gli  elementi  del  determinante  prodotto  verranno  dati 
rmola  : 

c„  =  a,iA„  +  OrtA,,  +  .  .  .  +  Or,A,„ 

anno  doIIì  (art.  424)  per  tss,  e,  per  r  =  B,  ngaali  a  D 
I).  Si  ha  dunque  : 

D     0    0  ...  0 

0    D     0  ...  0 


=  0""';  cioè:  il  determinante  aggiunto  (cfr.  §  3.",  nota  6») 
■■terminante  di  ordine  n  è  uguale  alla  sua  potenza  {t\—iy"*. 


Vote  «d  Evvroisi. 


IO  aoi  ed  im  dae  elementi  che  non  appArtengftno  ad  aaa  tteesa 
ilonna  del  determinante  D  =  £±a,,a„.  .  ,  a„„  ,  e  si  indichi  con 
lei  minore,  di  ordine  n  — 2,  che  ha  por  matrice  ciò  che  resta  della 
li  D,  qnando  se  ne  cancellino  le  due  linea  che  s'incrociano  in  a,-jt 
che  s'incrociano  in  akj-  Quella  parte  dello  sviluppo  di  D  che  con- 
irodotto  a„  a,j  stir&  data,  per  quanto  si  è  vieto,  da 


"«■ 


'(-l)'*''*"*'»«''vA„,„ 


i  prendere  il  segno  4-  ovvero  il  segno  —,  secondochè  il  prodotta 
□Qsiderato  come  termine  del  minore  (i,  k\  h,j]  è  di  classe  pari  o 
'io6,  si  prendere  il  segno  -y  o  —,  secondochè  il  nomerò  (i— jt)<,A  -j) 
.70  o  negativo. 

«se  a  oiò  si  potrà  fare  lo  svilnppo  del  determinante  D  ticondo 
iti  di  una  certa  orizxontalt ,  p.  es.  la  i'°*,  4  di  uno  ceria  verticali  , 
j»>-  poiché  ogni  termine  dal  determinanta  D  (fatta  astraeione 
«rmini  che  contengono  aij ,  il   cui   insieme    è   rappresentato   da 
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a     A  .)  dovrà  contenere  an  certo  elemento,  p.  ea.  a    ,  della  verticale  j 
cioè  appunto  uti  prodotto  "^a^-- 

Snppoeto  per  aemplicìtà  i— j=I,  si  potT&  dunque  fare  lo  sviluppo  del  di 
termiDante  seoondo  gli  elementi  della  prima  verticale  e  della  prima  ori: 
contale  mcdiautu  la  forinola  : 


-II(-i)" 


iviloppino,  mediante  questa  regola,  i  determinanti: 

r 

=  abcd  —  xx'cd 
y'bd—  zz'bc  ' 
0    Q    d 


ordinando  il  secondo  sviluppo  secondo  i  quadrati  e  i  prodotti    delle 

4.  BicoDOscere  e  he  i7  quadralo  di 
gola  di  moltiplicazione,  i  titnmetricoi 
B,  dne  f;li  elementi  conjngati 


dtlertaìttantt,  tteguito  mediani*  la  i 
ib  che  risultano  in  esso  ej^nali  d 


5.  Indie 


ndo  e 


il  I 


principale  di  ordine  k  nel   determinan 
1  A'j,  il  minore  complementare  del  minore  prì 
Diproco  &  =  £±  A,iAj, .  .  .  A,a, 


«.1  o„  -  ",» 

1          0  ...    0          0  ...     0 
0          1  ...    0          0  ...     0 

0          0  .  .  .     0 

0          0  ...     1          0  ...     0 

O»."»!-».. 

A„i        A„,  .  .  .  A„»     A„,),^,     A„„ 

ed  eseguendo  la  molti pli 
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—  sor- 
si hft  tlanqne  la  reUtione:  i'^sD^.D""*-',  U  quale  segniterfc  ftd  eiaare 
Ttlidti,  ae  con  D|,  s'intenda  un  minore  qualunque  di  ordine  Ifc  del  determi- 
niate D  e  con  \\  l'at^giunto  del  minore  omologo  nel  determinante  A.  La 
dimostrazione  si  riconduce  immediatamente  a  quella  del  caso  precedente 
setmbisndo,  in  modo  identico  a  quello  dell'art.  d6'2,  le  ridile  a  le  colonne 
di  D  in  guisa  che  il  minore  Di,  venga  a  prendere  il  posto  del  minore  prin- 
cipals  dello  stesso  ordine,  ed  eseguendo  gli  stessi  scambi  knche  nel  deter- 
minante  reoiproco. 

Ponendo  n^lc=h,  si  vede  poi  ohe  al  risultato  ottenuto  si   può   anche 
dire  il  segnente  enunciato  ; 

U»  niaort  di  grado  h  del  reciproco  i  vgiuUt  all'aggiunto  del  Minor*  omo- 
fijjo  del  printUivo,  nolliptiealo  per  la  potenut  (h  — !)■■"  di  elio  priiuilivo. 

g  Sfi  —  HoltlpllOAilone  delle  matrici. 

46^.  Date  dne  matrici  simili  (composte  ciaBciua  di  n  orizzontali 
e  di  tn  verticali)  : 


(1)  j*'     "'  •  •  •  ff",        (2)  j 


il  fonai  il  determinante  di  ordine  n  : 


«1    «I 
6.      6, 


di  coi  l'elemento  generico,  di  posto  {t  ,  s) ,  b  II  prodotto  della 
r"""  orizzontale  della  prima  matrice  per  la  g"'""  della  seconda, 
cioè: 

a^=o,art+o,a^+...+a„K„  ,  n^-aiyf+a^!/ti-...+a„y„,  ecc.      (3) 

Il  determinante  P  così  costruito  tui  valore  nullo,  se  m  <  a.  Se 
poi  m  >  n,  eseo  è  uguale  alla  tomma  dei  minori  di  ordine  n  con- 
tenuti nella  prema  matrice  rispettivamente  moltiplicati  per  i  cor- 
riipondenti  minori  di  ordine  n  contenuti  nella  seconda. 

Invero,  se  m  <  n,  si  immagini  di  rendere  quadrale  le  dae  ma- 
trici, coli'aggiungere,  alla  destra  di  ciascuna  di  esee,  altre  n—m 
colonne  con  elementi  tutti  nulli.  Il  prodotto  dei  dne  determinanti, 
aventi  per  matrice  le  due  matrici  così  completato,  sarà  nullo,  ed 
eseguito  mediante  la  regola  di  moltiplicazione  dell'art.  465  rin- 
scirà  manifestamente  identico  al  determinante  P.  Resta  cosi  di- 
mostrata la  prima  parte  dell'asserto. 

Sia  ora  mpn.  Dobbiamo  dimostrare  clie  : 
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designando  Xr,,n  ...,r„  il  mioore  formulo  dalle  colonne  r,  ,r„..,r„ 
della  matrice  (1)  ed  Ar,,T^,...,r„il  minore  analogo  nella  matrice  (2). 
In  effetto,  si  vede  dalle  (3)  che  una  colonna  qualunque  del  deter- 
minante P  è  la  somma  delle  m  colonne  della  matrice  (1)  rispet- 
tivamente moltiplicate  per  un  certo  elemento  della  (2).  11  determi- 
nante P  si  può  dunque  decomporre  (art.  418}  In  una  somma  di 
determinanti  più  semplici  ;  sicché,  raccogliendo  poi  in  ognuno  di 
questi  i  fattori  comuni  alle  diverse  colonne,  si  potrà  scrivere  : 

P=2      rn,r.,....r„S...r. .,  (4) 

r,<r,<.,.<r, 

essendo  le  f  delle  fnnEÌoni  intere  dei  soli  elementi  della  matrice  (2). 
Per  determinare  la  fr,,r, r„  basta  porre  uguali  a  zero,  nell'iden- 
tità (4),  tutti  quegli  elementi  della  matrice  (1)  che  hanno  indici 
diversi  da  «"i  ,  *•» ,  ■  .  ■  ,  »■„.  Allora  il  determinante  P  si  riduce,  per 
la  regola  di  moltiplicazioue  dei  determinanti,  al  prodotto  dei  due 
minori  Xr,,f,,...,r„  ed  Ar,,r, ,..,,,„,  nel  mentre  che  il  secondo  mem- 
bro di  (4)  si  riduce  ad  fn,r,,...,r„  X,, ,„,..., ,„.  Dev'essere  dunque: 

^  *      ,r,,.,.,r„  =  fr,,T,,...,r„  Xr,,r,,..,r„ 

mio;  fr,,r, r„  =  A,,,r, p„  ,  c.  d.  d. 

rato,  conosciuto  sotto  il  nome  di  regola  di 
rici,  non  è  che  un'estensione  della  regola 
terminanti,  colla  quale  viene  a  coincidere 


llaeaii— Rldnilone  d«lle  matrici. 

>  capitolo  el  6  discorso  delle  sostituzioni 
li  oggetti,  Nalla  però  impedisce  di  parlare 
i  un  numero  infiniio  di  oggetti.  Per  ca- 
di oggetti,  basterà  p.  es.  considerare  ogni 
Tl\)  come  un  oggetto  e  riguardare  come 
rappresentati  da  numeri  diversi.  Si  ha  cosi 
•nfinità  di  oggetti.  Si  avrà  invece  una  dop- 
nratterizzando  ogni  oggetto  per  mezzo  di 
"},  ognuno  dei  quali  possa  assumere  intìniii 
Tariabiliià  ad  esso  assegnato.  Se,  per  un 
:,  Il  valore  del  suo  primo  parametro,  x, 
rametro,  l'oggetto  Stesso  si  potrà  rappre- 
6  oggetti  Pi,,!,,  Pn.vi  allora  soltanto  ei 
quando  sìa  x,  =  j/,  ed  x,  =  y^.  Affatto  ana- 
iante  n  parametri  variabili,  definire  un  ai- 
oggetti. 

Istemait  volte  Infinito  di  oggetti  PB,.B,,...,sni 
kssamere  tntti  i  valori  possibili.  Per  definire 
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noa  soiUtujsione  fta  qaeati  oggetti  converrà  trovare  ana  certa  legge 
mediante  la  qnale  dati  i  parametri  dell'oggetto  Pi,,i,„..,in„  ,  si  pos- 
sano individuare  i  parametri  yi  ,!/»,■■■»  !/«  dell'oggetto  P[,,irt,...,yn 
che  lo  deve  sostituire.  Questa  legge  però  dovrà  essere  di  tal  na- 
inra  ebe  a  due  oggetti  distinti  non  venga  sostiinito  lo  stesso  og- 
getto. Tutto  ciò  si  suol  esprìmere  brevemente  dicendo  che  fra  i 
dite  tUtemi  di  variabili  x,  ,  x,  ,  ...  ,  x^  ed  y,  i  y»  i  —  ,  y„  si  atabi- 
lisce  una  corrispondenza  uniooca;  tale  cioè  che  ad  ogni  sistema 
speciale  di  valori  delle  x,  ,  ar,  ,  ,., ,  x„  corrisponda  un  unico  sistema 
di  valori  delle  y,  ,  j/j , ... ,  y„ ,  e  reciprocamente. 

472.  Fra  le  infinite  leggi  atte  a  definire  una  corrispondenza  uni- 
voca fra  !  sistemi  x,  ,Xf,  ...  ,  x„  e  i  sistemi  i/i  ,t/t  >  —  >  Vn  b&  spe- 
cialissima importanza  quella  fornita  dalle  formole  : 

a,  =  o„y,  -^  aitVt  +  ■  .  .  +  a^Vn 

xj  =  flj^,  +  a^iVi  +  . . .  -^  o,„y„  (1) 


^n  =  «All'i  +  a»»!'.  +  ■  .  .  +  a^nVn 


che  costltaiacono  una  cosi  detta  sostituzione  lineare.  In  queste  for- 
mole ì  coefficienti  o^  (coefficienti  della  sostituzione)  sono  dei  nu- 
meri costanti  fissati  a  piacere,  colla  sola  i  estrizione  che  il  deter- 
minante : 

che  s!  chiama  il  modulo  della  sostituzione,  abbia  valore  diverso 
da  zero.  È  evidente  che  le  (1)  danno  per  ogni  sistema  di  valori 
speciali  delle  j/  un  unico  sistema  di  valori  per  le  x.  Reciproca- 
mente, dati  a  piacere  i  valori  delle  x,  dalle  stesse  formole  (1) 
risolute  rispetto  alle  y,  si  ricaverà  sempre,  (art.  427)  per  la  sup- 
posizione fatta  circa  il  modulo,  un  unico  sistema  di  valori,  pari- 
menti finiti,  delle  y, 

473.  Ciò  premesso,  se,  dopo  aver  trasformato  le  a:,  ,Xf,...,x^ 
nelle  y,  ,y,  ,...,!/„  mediante  la  sostituzione  (1),  si  trasformino 
ulteriormente  le  y, ,  y, , ...  ,  y„  ìn  altre  nuove  variabili  mediarne 
la  Eostituzione  lineare  : 

Vi  =  ^11^1  +  *i»^»  +  .  .  .  +  f>i„z„ 

y%  =  ''««1  +  ''«^  ■•■■..  +  6,„z„  (2) 


che  ha  per  modulo  : 

D'  =  5±6„6jj.  .  .b„„, 

il  risultato  Ear&  evidentemente  una  sostituzione  lineare  delle  x,  ; 
Catku-i.  —  IilUiaioni  di  analisi  algebriea,  6.>  edìa.  97 
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elle  z, ,  z, , . . . ,  £„.  E  precisamente,  bÌ  avrà: 

^1  =  •'ll^I  +  Ci»^,  +  . .  .  +  Ci„Z„ 

X,  i=  CjjZ,  +  Cg^,  +  . . .  +  <ì,„z,  (3) 

'^n  =  C„iZ,  +  C„^,  +  .  ,  .  +  C„„t„ 

''ih  =  "iAh  +  «fi^»  +  .  ■ .  +  ai„6«* ,  (i) 

come  facilmente  bÌ  riconosce  sostituendo  nelle  (1)  i  ralorì  delle  y 
dati  dalle  (JJ). 

Le  relazioni  (4)  ci  dicono  (art.  466)  clie  il  detenninante  : 

4=2±c„c„...c„ 

della  BOBtitnzione  (3)  altro  non  è  che  il  prodotto  dei  determinanti 
D  e  D'  delle  (1)  e  (2).  Cioè  cbe:  il  modulo  della  sostituzione  li- 
neare otteiitita  come  risultante  di  piU  sostituzioni  lineari  eseguiie 
successivamente  è  uguale  al  prodotto  dei  moduli  delle  singole  io- 
stiluzioni  componenti. 

La  risultante  di  piil  sostitnzioni  lineari  S  ,  T  ,  U  ,  .  .  .  eseguite 
BUcccHsivaraente  si  indicberft  con  STU  ...  e  si  chiamerà  il  pro- 
dotto delle  sostituzioni  8  ,  T  ,  U  ,  . .  .  .  È  importante  notare  che 
tale  prodotto  non  è,  in  generale,  indipendente  dall'ordine  dei 
fattori. 

In  base  a  questa  definizione,  se  si  rappresenti  brevemente  la 
sostituzione  (1)  col  simbolo  [a„  ,  a^, ,  . . . ,  a„„],  la  relazione  fra 
le  sostitnzioni  (1),  (2)  e  (3)  verrà  espressa  dalla  acritttira: 

[<■„  ,<• »..][»,,  ,»«,.•■,  S.J  =  [c„  ,<■■ O 

moduli  dalla  formula  : 

„„].mod[&„,  &„,...,&„„]. 

a  matrice  di  (1)  sono  tatti  nulli  por 
Qj,  , . .  .  tutti  eguali  ad  1,  ad  ecce- 
Ignare  un  valore  qualunque  e,  pur- 
zione  (1)  prende  la   forma  scmpli- 

=  eSft  ,  x^^.1  =  ffft+, ,  ... ,  a3„  =  y„. 

ìsigneremo  per  brevità  col  simbolo 
ulo  lo  stesso  numero  e. 

=  1,  la  E^  si  riduce  alla  cosi  detta 
»  inalterati  i  valori  di  tutte  le  va- 
L  si  chiama  anctie  sostituzione  unità 
:  con  1.  Cosi,  ad   esempio,   1'  egua- 

che  la  risultante  di  e^  e  di  (€~\ 
[e  le  variabili. 
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nifeBto  ohe:  la  matrice  di  un,  prodotto  S-f^  non  differisce 
tatrice  della  sostituzione  S  se  non  in  questo  che  tutti  gli 
l  della  h""  colonna  della  matrice  di  S  sono  stati  moltipli- 


Vsl  poi  rilevata  In  soatitazione  speciale,  che  deaigaereino 
bolo  S^  n  ,  rappresentata  dalle  formolb  : 

-.3;*.,  =  yft_i,a;^  =  yA  +  yii.a:fc+i  =  J'^+i  ,  •  .  -,  (ftSA). 

)  modulo  ha  evidentemente  il  valore  l.^È  poi  facile  rìco- 
che  la  matrice  di  un  prodotto  S  ■  S^  ,  t  non  è  altro  che  la 

tatrìce  di  S  in  cui  agli  elementi  della  colonna  k""*  si  siano 
i  i  coiTispondenti  elementi  della  colonna  h""". 
.  giovare  di  distinguere  lo  sostituzioni  S/, ,»  in  destrorse  e 
rse  secondochè  aia  h  <k  ovvero  h  >  h. 

Le  sostituzioni  dei  tipi  e^  ed  8^,^  ai  chiamano  elementari, 
come  ora  verrà  dimostrato,  ogni  sostituzione  lineare  è  il 
I  di  successive  sostituzioni  lineari  dei  due  tipi  e^  ed  S^  ,  ],. 

Per  dimostrare  qnesto  teorema  basterft  dimostrare  qnest'al- 
i  si  può  conaiderare  come  suo  equivalente  : 
I  determinante  £  ±  a,,a,3  . .  .  a,,^  non  è  nullo,  la  sua  ma- 
pud  sempre  dedurre  dalla  matrice  (matrice  fondamentale 
le  n)  che  ha  gli  elementi  della  diagonale  principale  uguali 
tutti  gli  altri  eguali  a  zero,  mediante  le  seguenti  opera- 
moltiplicazione  di  una  colonna  per  un   numero   e   diverso 

aggiunzione  agli  elementi  di  una  colonna  degli  elementi 
■indenti  di  altra  colonna. 

o,  ove  si  fosse  dimostrato  ciò,  le  successive  matrici  dedotte 
icrazioni  a)  e  6)  dalla  matrice  fondamentale  (che  rappre- 
.  sostituzione  identica;  si  presenterebbero  (art.  474  e  475) 
latrici  di  successive  risultanti  di  sostituzioni  dei  tipi  e^  ed 
i  risultante   finale   sarebbe   appunto   la  sostituzione   [a,, , 


Svenendo  ora  alla  dimostrazione  deirultimo  teorema,  comln- 
lal  notare  che  gli  elementi  della  prima  orizzontale  del  de- 
nte dato  1  ±aj,ag,  .  . .  a„„  non  possono  essere  tutti  nulli, 
'imenti  lo  stesso  determinante  dato  sarebbe  nullo  contro  il 
0.  Per  conseguenza,  se  il  primo  elemento  a^  fosse  nullo, 
.  surrogarlo  con  un  numero  diverso  da  zero  aggiungendo 
ma  colonna  un'altra  colonna  il  cui  primo  elemento  non  sia 
i  potrà  poi  ottenere  che  gli  altri  elementi  della  prima  oriz- 
diventino  tatti  nulli,  ove  già  non  lo  fossero,  aggiungendo 
onna  h"^",  se  p.  es.  a^^  non  fosse  nullo,  la  prima  colonna 
cata  per  il  rapporto  IVa  —  a,^  ed  il  primo  elemento,  che 
30  da  zero.  Dopo  ciò  il  determinante  dato  avrà  assunto  la 
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ed  il  suo  valore  sari  ancora  diverso  da  zero^  cosicciiè  gli  n  -  ] 
elementi  Cj:  ,  oigg  ,  •  ■  - ,  Oj,  non  potranno  essere  tatti  nulli. 

Se  «„  fosse  nullo,  lo  si  potr&  dunque  surrogare  con  un  namcr( 
diffcrenie  da  zero  aj;ginngendo  alla  2^  colonna  una  delle  conse 
cucive  il  cui  secando  elemento  non  sia  nullo  ;  dopodiché  aggiun 
gendo  alle  n  —  2  colonne  consecutive  la  stessa  seconda  colonna 
moltiplicata  ogni  volta  per  un  opportuno  fattore,  si  potrà  ottenen 
die  gli  elementi  o^^  ,  a^^ ,  . ,  . ,  aj„  si  riducano  ad  essere  tutt 
nulli.  Si  troverà  con  ciò  it  determinante  dato  ridotto  alla  forma 


0 


0 


.  0 


con  valore  ancora  diverso  da  zero,  talché  almeno  uno  degli  eie 
menti  «ss  i  *m  >  ■  •  ■  i  ^sn  ^^^^  differente  da  zero. 

Procedendo  allo  stesso   modo    si    perverrà   evidentemente    ali 


con  le  «Il  ,  Oj, , .  . . ,  i„„  tutte  differenti  da  zero, 

Ci  resta  a  vedere  come  si  passi  dalla  matrice  fondamentale: 

1     0    0  ...  0 

0     1     0  ...  0 


0     0    0  .  .  . 


alla  matrice  {fi).  Per  ottenere  ciò,  si  comincierà  dal  moltiplicar 
la  prima  colonna  di  (6)  per  a,,.  Si  aggiungerà  poi  alla  prima  et 
lonna  di  (6)  la  seconda  moltiplicata  per  a„  e  si  moltiplicher 
quindi  la  seconda  colonna  per  a^,.  In  terzo  luogo  si  aggiunger 
alla  prima  colonna  la  terza  moltiplicata  per  a^j  ,  alla  seconda  1 
terza  moltiplicata  per  7,^  e  si  moltiplicherà  quindi  la  terza  colonn 
per  9g,.  Dopo  ciò  le  prime  tre  orizzontali  di  (6)  si  sarnnno  car 
giate  nelle  prime  tre  di  (5) ,  restando  le  altre  affatto  inalteratt 
Operando  poi  allo  stesso  modo  sulla  quarta  orizzontale  di  (6),   1 
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ierà  nella  qasrla  di  (5),  e  cosi  di  segaito  finché   l' intera 
(6)  3i  trovi  cangiata  nella  (5). 

Non  è  senza  importanza  di  notare  che  la  seconda  parte 
dazione,  cioè  la  riduzione  della  forma  (6)  alla  forma  (5) 
fatta,  per  quanto  riguarda  1'  operazione  (li)  deli'  art.  477, 
0  cbe  a  qualsiasi  colonna  si  sono  soltanto  aggiunte  le  co- 
i  indice  più  elevato.  Questa  osservazione  si  traduce  infatti, 
Luto  si  è  detto  all'art.  477,  nel  seguente  teorema: 
Bostitusione  lineare  del  tipo: 

Xi  =  «1,71 


nUtante  di  sostituzioni  lineari  del  tipo  e^  e  di  sostituzioni 
d  tipo  sinistrorso  (in  cai  cioè  b  >  k). 

Sote  ed  Eiercisi. 

le  equaiioni  (1)  dell'art.  473  ai  risolvono  rispetto  alle  y  e  dopo 
meìdorino  le  y  come  le  variabili  da  Irat/onaarii  e  le  «  come  le 
ale,  le  formole  cosi  ottenute  rappresenteranno  una  eoslitutione  li- 
te sì  chiama  la  rteiproca  della  (1). 

:ìprocB  di  una  sostitusione  8  si  suole  deeigDare  con  S'  >.  Bioouo> 
e  S-'.8  =  l,  e  che: 

8-\.A={-l)»8«.(-l)»  =  {-l),S,»(-lV 
lostrare  che  : 

°h  I  A+g  =  °h  I  A+t  ■  9ft+i  J  A+s '°     hth*l'°     ft+I  )  h^È 
le  che  of  ni  ioilitu*ione  deilrorta  S/,  ,^  è  la  rùuUaTiU  di  loitituxloni 
Si , ,+,  «  del  tipo  (-  I)a. 
bilire,  per  ih<it— 2,  la  formola  generale: 


mportante  di  notare  ohe  lo  (contato  di  due  colonne  tn  una  malrice 
•axion'  che  H  pai»  tempra  coniiderare  come  rieultante  di^e  due  ipeàe 
tJoni  già  considerate  alFaTt,  477.  Invero,  si  riconoscerà  facilmente 
eambio  fra  la  colonna  di  posto  h  e  quella  di  posto  k  è  aguale  al 
operativo  : 

significa  aggiungere  la  colonna  di  posto  t  a  quella  di  posto  j, 
loltiplicare  per  e  la  colonna  di  posto  i. 

leduca  di  qui  che:  se  8  e  T  sono  dne  sostituzioni  lineari,  le  cui 
liSeriscono  eoltanto  per  lo  scambio  fra  la  h'"'  e  t""  colonna,  si  ha: 

8-'T  =  S^  ,  j . 8-'* ,  *■  Sa  ,  »■(-  1)a  =  T-'S. 
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6.  Dimostrare  che;  affinchè  nn»  sostitniione  lineue  [a,,  ,  a„ , .  .  .  ,  a.,] 
sia  permutabile  con  8;^,;^,  6  necessario  e  aufSciente  che  sia  oj,)^  =  aju,  e 
che  aiatio  nulli  tntti  quegli  altri  coefficienti  ohe  hanno  per  primo  indice  k 
o  per  secondo  indica  h. 

7.  Supposto,  per  £ssare  le  idee,  n  =  8,  si  interpretino  le  variabili  x^  , 
X,  ,  Xj  come  le  ordinaria  coordinate  cartesiane  ortogonali  di  un  punto  qua- 
lunque P  appartenente  ad  nua  certa  figura  A  dello  spailo  a  tri)  dimen- 
sioni ;  le  ^,  ,  y,  ,  y,  come  le  coordinate  di  un  altro  pnnto  P*  apparteneute 
ad  un'altra  figura  A'.  É  chiaro  che  la  BOStituiìone  lineare  [a^^  ,  a„  ,  a„] 
rappresenterà  una  corrispondenia  fra  le  due  figure  A  ed  A'  tale  clke  ad 
ogni  pnnto  F  di  A  corrisponda  un  unico  punto  i**  di  A'  e  reciprocamente. 
La  BtesHa  sostitnxione  si  potrà  quindi  interpretare  geometricamente  come 
una  trasformazione  o  deformazione  della  figura  A,  cica  come  il  passaggio 
della  figura  primitivo  A  alla  figura  de/ormata  A'. 

Secondo  questa  interpretazione,  la  sostituiione  eleniontare  (Of  ci  rappro- 
senta  una  cosi  detta  dilatazione  teconda  l'atta  delle  x,.  Ogni  retta  parallela 
all'asse  delle  Xj  viene  trasformata  in  se  stessa;  perù  ogni  segmento  della 
retta  viene  dilatato  di  una  quantità  proporzionale  al  segmento  stesso,  cio6, 
precisamente  di  una  quantità  eguale  al  segmento  stesso  moltiplicato  pel 
numero  costante  e  — 1,  il  cosi  detto  coefficiente  di  dilataiione. 

Le  BOStitaiioni  elementari  Sj^  ,  j,  rappresentano  invece  i  cosi  detti  (C0r- 
rimenfi.  Considerando  la  figura  A  coma  l'insìame  di  tanti  fogli  piani  lutti 
fra  loro  paralleli,  si  chiama  ecorrimanto  quella  deformaiione  die  consisto 
nel  far  scorrere  ogni  foglio  piano  sopra  se  stesso  in  modo  che  tntti  i  suoi 
punti  si  muovano  secondo  una  unica  direzione  Abs^  (direxion»  detto  leorri- 
mento],  cosicché  una  retta  qualunque  normale  ai  piani  di  scorrimento 
venga  deviata  dalla  primitiva  diresione  di  un  certo  angolo  costante  o  (an- 
golo di  tcorrimeato),  E  facile  riconoscere  che  una  siffatta  deformazione  cam- 
bia bensì  la  forma,  ma  latria  inatltrato  il  eolunts  di  ogni  poriion<  della  fi' 
gara  A.  Si  riconoscerà  agevolmente  che  Sj^ ,  j^  rappresenta  appunto  uno 
scorrimento  ohe  ha  per  direzione  la  direzione  negativa  dell'asse  della  x/, , 
coi  piani  di  scorrimento  perpendicolari  all'osse  della  xj^  ,  e  con  un  anf(Dlo 
di  scorrimento  dì  45". 

Il  teorema  dell'  art.  476  si  traduce  dunque  in  qnast'  altro,  assai  impor- 
tante in  meccanica  ed  in  fisica  matematica:  ogni  de/omaxiona  Untare  ti  pud 
tempre  ottenere  come  la  riiultanle  di  tueceitive  dilalatìoni  «  veorrtmtnifi  aventi, 
coti  quelle  come  qaetti,  te  toro  direzioni  parallelt  a  qnd^to  di  tre  atti  ortogonali 
fitti  ed  ttitndo  t  piani  di  •eorrimento  perpendicolari  aU'uno  od  all'altro  di  qua- 
tti atetti  atti. 

e.  Si  dimostri  che,  per  ottenere  uno  scorrimento  che  abbia  la  stessa  di- 
— -' — ,  e  gli  stessi  piani  di  scorrimento  di  S»  ,  n  ma  un  angolo  di  soor- 
}  qualsivoglia  f ,  basta  considerare,  in  luogo  di  Su  ,  j| ,  la  sostitn- 

determinando  conveniputemente  il  valore  di  e. 

9-  Dna  sostitmione  iìncara  [a,,  ,  a,,  ,  ■  ■  ■  ,  a„„]  si  dirà  limmttriea,  se  si 
abbia  Q,j  =.  q;,-  par  tutti  i  valori  degli  indici  i  ed  j. 

La  de/amiaìione  rappretenlala  da  una  lotliluziont  lineare  timmeirica  «qui- 
role  a  Ire  ditalationi  tecondo  certi  tre  atti  fra  toro  ortogonali,  e  reciprocamente. 

Lo  studioso,  che  abbia  già  qualche  familiarità  colla  geometria  analitica 
dello  spazio,  riconoscerà  facilmente  che  i  tre  assi  di  dilatazione  corrispon- 
denti alla  sostituzione  simmetrica  [a,,  ,  a„  ,  a,,]  altro  non  sono  che  i  tre 
ossi  della  superficie  di  2°  ordine  che  ha  per  equazione  : 

''ii'*^i*+''M^»*+'^sa*a*+2a,,3-,a;,-}-2«,3a;,a:j+2o„a!,;Cs=COSt.''. 
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stillo  però  invariate  le  dietauce  degli  udì  rì- 
aso  non  vi  è  cambiamento  di  forma,  ma  aol- 
.,  1  uno  tpoitamtnto  rigido  di  tutta  la  figura.  É 
ohe  qualtìan  ipoilamtnto  rigido,  nel  quale  peri  retti  fermo 
io  che  li  trova  nell'origine  deUe  coordinate,  è  tempre  rapprettnlalo  da 
tunone  lineare. 

ndo  in  (genere  con  un'unica  tetterà  ^  quel  pnnto  che  ha  le  coor- 
I  >  ^1  I  ^  >  siano  infatti  a,  x  due  punti  qualunque  della  figura  A  ed 
)rriapondsnti  punti  di  A'.  Dovendo  restare  inalterata  la  distanza 
a,  come  pure  la  dietansa  di  ciaacuDO  di  tali  punti  dall'  origine, 
a  figga,  ai  avrà  ; 

'^i-ai)'+Ca^i-«»)*-K'«s-«,)'=(yi-?,)*+C!/,-?,)*+Cft-W* 

»=?  +  a'i*  +  <^*=  Vi'  +  Vi*  +  ?>■ 

«,»  +  a,*  +  a,"  =  p,*  +  pg»  +  %* 

indo  dalla  prima  egnaglianta  le  altre  due  membro  a  membro  : 

a,a:,  +  a^x^  +  a^x^  =  p,y,  +  g^y,  +  pj^^. 
i  relaiioue  se  ne  potranno  aggiungere  altre  dae  consimili: 

a\x^  +  a'^  +  a\xt  =  f ',y,  +  ^'^y,  +  f '»y, 

a",a:,  +  a'^x^  +  a^x^  =  ■{■'\yt  +  ^"jy,  +  ^"ap^ 

indo  altre  due  coppie  di  punti  corrispondenti  a,  ^'  ed  a",  ^".  Si 
)qne  che  le  x,  ,  x,  ,  x,  sono  legate  allo  Si  ,  Vt  ,  y,  da  tre  relazioni 
e  quali,  risolute  rispetto  alte  x,  daranno  appunto  una  aostitUEione 
el  tipo  da  noi  considerato,  e.  d.  d. 

titutioni  lineari  rappresentanti  uno  spostamento  rigido  si  chia- 
togonali.  Di  queste  sostituzioni  tratteremo  in  seguito  più  diS'usa-^ 
'er  ora  ci  limiciamo  ad  osservare  ohe  exse  costituiscono  uu  altro 
ippo  (gruppo  ortogonale).  È  infatti  evidente  ohe  il  risultato  di  due 
'i  spostamenti  rigidi  è  ancora  uno  sposCamBnto  ngidn. 

i  coefficienti  a^  della  sostituzione  (1)  sono  tutti  numeri  interi,  k 
;onoBcere  che  la  riduzione,  fatla  all'  art.  478,  della  sua  matrice 
sa  (6)  si  potrà  effettuare  per  mezio  di  semplici  addizioni  e  sol- 
di colonne,  giacche  con  questo  operazioni  si  potranno  rendere 
.ti  gli  elementi  della  prima  orizzontale  a  cominciare  dal  secondo, 
ailmente  tutti  quelli  della  seconda  a  cominciare  dal  terzo  e  cosi 
iqne  te  ttna  lottitwxiont  lineare  ha  lutti  i  coeffideMi  inferi,  etto  i  la  ri- 
li  una  tottitutione  a  coefficienti  pure  interi,  del  tipo  (5>  deiVart.  476  <  di 
etrive  tottiluiioni  del  tipo  S^j.  od  S~hic 

i  coefficienti  afj  sodo  numeri  interi,  la  riduzione  fatta  poi   nella 

pai'te   dell'  art.  478  si  traduce  nella  formola  : 

0       0  ...  0       -l=(a„),-S„''*i(a„)jX 

0„     0   ...   0  lx(Sj,)»SlfSBjl"M(0g3}j,X 


o«.  «n>"  a»-.-'X(S„,)=''iCS„,)»»*...{S„,„..)«"'«-i(«„J„. 

11' insieme  delle  due  note  che  precedono  risulta  il  seguente  teo- 
■/ni  lottituiione  Untare  a  eoffficienli  interi  i  la  ritiillaiUe  di  tottitu- 
tipo  Sfalli  ed  S"'j,jj,  e  di  tale  n  tattilazioni  del   tipo   e^i  P""   '* 
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CAPITOLO  VI. 


ELEMENTI    DEL   CALCOLO   DELLE  FUNZIONI   RAZIONALI 
INTERE. 


§  1."  —  Il  determinante  delle  dlfferense  e  11  prlnoipto 
di  Identlth  per  le  fnnalonl  Intere  di  una  o  piò.  variabili. 

480.  Sia  a^x"  +  OiX"'^  +  .  .  .  +  a„.,x  +  a„  ana  funzione  intera  i 
grado  n  della  variabile  x,  che  designeremo  brevemente  con  f{x 
Snpponìamo,  se  è  possibile,  che  l'equazione  ; 

f(x)=o  (: 

ammetta  un  numero  di  soltizioui  distinte  superiore  al  suo  grad 
Esisteranno  allora  n+l  numeri  distinti  x^  ,  x^  ,  .  . .  ,  a:„^.,  tali  e 
aversi  simultaneamente  : 


e,"  +  a^Xj" 


<*o'"^»+l"  +  *'l"'n*l"~'  +  ■  ■  .  +  «B-i*»*!  +  a„  =  0. 

Ora  queste  equazioni,  se  si  considerino  come  conosciute  le  x 
Xf  ,  .  . .  ,  x„^,  e  come  incognite  le  Og  ,  a,  , . . .  >  a„  ,  altro  non  sor 
elio  un  sistema  di  n  +  l  equazioni  lineari  ed  omogenee  fta  le  n-i 
incognite  ag ,  a,  ,  . .  .  ,  a„ ,  e  il  determinante  del  sistema  6  : 


I 


Noi  dimostreremo  fra  poco  che  questo  determinante  è  semp 
diverso  da  zero,  qualora,  come  si  è  supposto,  i  valori  x, ,  Xt,...,ic„ 
siano  tutti  distinti  fra  loro.  Possiamo  dunque  concludere  (art.  43 
che  le  equazioni  (2)  non  possono  essere  soddisfatte  che  per  vale 
naili  delle  incognite.  SI  avrli  cioè  : 

a^  =  0  ,  a,  =  0  ,  aj  =  0  , . .  . ,  o„  =  0. 

È  dunque  assurdo  il  supporre  che  l'equazione  (1)  ammetta  p 
di  n  soluzioni,  a  meno  che  i  coefficienti  tutti  della  11  )  siano  eg'ui 
a  zero,  nel  qual  cnso  l'equazione  fi)  sarebbe  evidenlement©  ao 
disfatta  da  qualsiasi  valore  di  x  Dunque:  un'equazione  algebri 
di  grado  U  ad  un'incognita,  i  cui  coefficienti  non  siano  tutti  nu2 
non  può  ammettere  piii  soluzioni  distinte  di  quanto  è  il  tuo  grac 
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\  determinante  nel  quale  el  siamo  incontrati  ail'art.  prcc. 
forma  : 


■  S 


ooi  poeaiamo  (art.  419),  senza  alterarne  il  valore,  sottrarre 
la  altìma  orizzontale  ]a  penultima  moltiplicata  per  a,  fatto 
a  penultima  sottrarre  la  terzultima  moltiplicata  per  a,  a 
seguito,  finché  per  ultimo  dalla  seconda  orizzontale  aoi- 
o  la  prima  orizzontale  moltiplicata  per  a.  Ci  è  dunque  le- 
se ri  ver  e  : 


L     1 


,  1 


0    f>*—ab  c»-oc  ... 
0    &»-afc*c»-ac»... 


b—a      e— a     ...  e— a 
b'—tA  c'-ae  ...  e*— ae 


chiaro,  se  si  sviluppa  poi  secondo  gli  elementi  della  prima 
:ale  ;  e  dividendo  tutti  %\\  elementi  della  prima  colonna  pel 
comune  b-a,  quelli  della  seconda  pel  fattore  comune  e— a, 
ria,  (cfr.  art.  417)  : 


=  (h-aXc-  oXrf-a)---(«-a) 


(4) 


terminante  nel  secondo  membro  è  ancora  dì  forma  affatto 
1  qnella  del  determinante  (3)  ;  soltanto  è  di  un  ordine  in- 
di un'unità.  Si  dimostrerà  quindi  in  modo  affatto  identico 


1     1     . 

e     d    . 
e*   d*   . 


=  (c~b)(d-b)...(e-b) 


ostituendo  ciò  in  (4),  si  avr&: 


=  ((.-aXe-oX<i-<.)  . 


-  IililKiioni  di  aneliti 


■  («-») 


1  1 

e    d 
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Cosi  procedendo  si  otterrà  evidentemente  per  il   primitivo    di 
terminante  (3)  l'espressione  : 

D  =  (6-<.)(c--<.)(d-o)  .  .  .  b-oKe-o) 

(c-h){d-b)  .  .  .  (j-JX.-i) 

(d-c)  .  .  .  (j-e)(e-c) 


('-Sì 
cioè:  il  valore  del  determinante  (3)  è  ugvale  al  prodotto  delle  di 
fereme  che  si  ottengono  sottraendo  da  uno  qualunque  dei  nume 
a,  b,  e,  .  .  .  ,  e  uno  qualunque  di  quelli  che  lo  precedono. 

Per  questa  ragione  il  determinante  (:i)  è  coiioseiuto  sotto  II  non 
di  determinante  delle  differenze.  E  spesso  anche  chiamalo  dete 
minante  di    Vandermonde. 

482.  Corollario.  —  //  determinant»  (3)  non  può  avere  il  vaio 
zero,  ad  eccezione  del  caso  in  cui  almeno  due  delle  a,  b,  e  ,  ... , 
abbiano  valore  uguale.  In  quettto  caso  infatti,  e  soltanto  in  quest 
si  annnlla  almeno  nna  delle  ditfercnze  di  cui  Dèi!  prodotto. 

Kesta  cosi  dimostrata  l'asserzione  fatta  pocanzi  (art.  480). 

483.  Due  funzioni  intere  f(x)  e  <f(x)  di  nna  variabile  x  si  dicoi 
identicamente  uguali  quando  esse  prendono  lo  Stesso  valore  p 
ogni  valore  speciale  dato  alla  variabile. 

Ciò  premesso,  è  facile  dimostrare,  dopo  quanto  precede,  clu 
affinchè  due  funzioni  intere  di  una  variabile  sieno  identicamen 
uguali,  è  necessario  e  sufficiente  che  sinno  fra  loro  eguali  i  eoe} 
cienti  delle  potenze  omologhe  di  x  nelle  dite  funzioni. 

Siano  infatti  : 

f(x)  =  a^"  +  fl,a:"'"'  H  «gar'""*  +  . .  .  +  a„,,a;  +  a„ 
e 

(p(a:)  =  b^x""  +  b^x'"~'  ■\  b^x"*-^  +  .  .  .  -|-  b„_tX  +  b^ 

le  due  funzioni  intere  supposte  identicamente  ugnali,  che  noi  p 
tremo  sempre  rappresentare  sotto  la  forma  ora  scritta,  poicliè 
esse  fossero  di  gradì  differenti  (m  ed  n  <  m),  si  potrebbero  sei 
prò  ritenere  di  egual  grado  m  sostituendo  con  lo  zero  i  coei 
cienti  delle  più  alte  potenze  di  x  mancanti  in  una  delle  due  fu 
zioni. 
Poiché  per  supposto  si  lia  per  ogni  valore  di  a;, 

si  avrà  anche  : 

A»)  -  9W  =  0 , 
cioè  si  avrà  per  ogni  valore  il  x: 

(o,-6,)a:-+{a,-6,)i"-'+  . . .  +(»,_,-!•.. ,)j;4-(<i,-S„)=0. 
Quest'ultima  equazione,  ctie  è  di  grado  m,  avrebbe  dunqne  infiai 
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li.  Ora  ciò  non  è  possibile,  se  non  quando  i  coefficienti 
ngole  potenze  di  x  siano  tntil  eguali  a  zero;  poiché  noi 
IO  lart.  480)  che  un'equazione  di  grado  m  con  coeflScienti 
ti  nulli  non  può  ammettere  piii  di  m  soluzioni  differenti. 
;ssere  dunque  : 

«j,  -  fc„  =  0  ,  a,  -  fc,  =  0  ,  .  .  . ,  a„  -  &„  =  0, 


ppuQto  dovevasi  dimostrare. 

^lù  generalmente  si  dice  che  due  funzioni  intere  f(x,  y,  z, ...) 
t,  z, ,..)  di  più  variabili  sono  identicamente  uguali,  quando 
mmono  egual  valore  per  ogni  speciale  sistema  di  valori 
ìm  alle  variabili. 

!  facile  dedurre  dalla  dimostrazione  precedente ,  relativa 
di  una  sola  variabile,  che  affinchè  due  funzioni   intere: 

=2(x)f  A„g^...x»y^V  . .  . ,  <p(x)  =2B.p,...x'>y?z-r .  .  . 

variabili  siano  identicamente  uguali,  è  necessario  e  suffl- 
he  siano  eguali  i  coefficienti  dei  termini   omologhi   (conte- 

loè  le  stesse  potenze  di  x,  y,  z, ...). 
dev'  essere  : 

:1  i  sistemi  d!  Indici  a,  ^,  y.... 

deriamo  p.  ea.  due  funzioni  intere  f[x  ,  j/)  e  if{x  ,  j)  di  due 

i,  cbe  supporremo  avere  valore  uguale   per  ogni   sistema 

ri  di  X  ed  y. 

landò  tali  funzioni  secondo  le  potenze  decrescenti  di  x  el 

crivere  come  nel  caso  precedente  : 

A^ .  y)  =  Po^"  +  Pi^"~*  +  ■ .  ■  +  i»» 

?Ca: ,  y)  =  q^x""  +  q^x"'  '+...+  ?„ 

[fferenza  che  \b  p  e  q  ,  anziché  essere  delle  costanti ,  sa- 
ira  delle  funzioni  intere  deliri  sola  y.  Tenendo  fissa  la  j/  e 
I  variare  la  sola  x  si  potranno  però  momentaneamente  ri- 
re  come  costanti  anche  le  j>  e  q;  onde  si  avrà,  pel  teo- 
ell'ari.  prec,  dovendo  le  due  funzioni  di  x  riuscire  iden- 
itc  uguali  : 


lè  ora  quest'uguaglianza  deve  aver  luogo  comunque  sia 
isato  il  valore  di  y,  ciò  significa  che  le  due  funzioni  intere 
ppresentate  con  />,■  e  jj  devono  essere  identicamente  uguali; 
empre  per  I'  art.  prec,  dovranno  coincidere  i  coetticienti 
atenze  omonime  di  y  in  questo  due  funzioni.  Concludiamo 
evidentemente  che  i  due  termini  omologhi  di  f{x  ,  y)  e 
contenenti  una  stessa  potenza  di  x  ed  una  stessa  potenza 
Tanno  necessariamente  lo  stesso  coefficiente  numerico. 
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In  modo  affatto  simile  può  ora  condursi  la   dimosU'azione   p 
il  caso  di  fanzioni  dì  tre  variabili;  e  co»!  via. 


Vote  ed  Esercimi 


I.  Dimostrare  e 


I       1 

1 

.  .  1 

1         2 

3 

.  .  n 

1"       2' 

3' 

■■"' 

,n-,    2— 

3"-"  . 

.     ,     »""* 

'i.  DimoBtr&re  che  : 
111 
p      T      5 
a»     p»     ^»     S' 


•-[2[3\i-..\n-l. 


-  (a  -  f )(a  -  -rìCa  -  «jC?  -  TX?  -  5)(y  - 

X  (a  +  p  +  -y  +  S). 


B.  Veiifioftre  le  identità  ; 

aT-  l  =  (a:-l}(!e"->  +  a^»+  .  .  .  +  a;  +  1) 

a^  +  y'  +  z'  —  3xpz  =  («  +  !/+  s)(x*  +  y*  +  z*-  xy^ya  -  bx) 

4.  Vari&cara  l' identità  ; 

(a:  -  ì/K^  -  ()  +  (j/ -  z)(!C -^  0  +  (2  -  «Xff  -  t)  =  0 

e  dedurne  poi  l'altra; 

2(3:-^)(ar-f)(ff-z)Cj/-0=(a:-z)«{ì/-()»+(a:-()Vj/-2)»-(a;-y)»(e-()» 

G.  Dimostrare  e  ffaueraliuare  l' identità  : 

{aòc)d^  =  {dbù)a^  +  {fldc)b„  +  (a&d)c^ 

in  cni  la  parentesi  {abe)  sta  in  laogo  del  determinante  £  ±  ii,i,e,    ed 
rappresenta  la  forma  lineare  a,x,  +  a,»^  +  a,i,. 
i>.  Verificare  l' identità  ; 

(a=+fe*+c*+d»)(;>»+2«+r=f»»)=(ap-63+cr-d«)»-t-(a9'+6p-c«-dr)* 

7.  Verificare  l'identità: 
(at»+...+a„»)Ci»,*+.v+0-(aA+-+oA)'=Cai-6i)*+-+K-0' 

8.  Verificare  ohe  ^,-  =^ 

[-2aBC-eCA-riBA-eA*]*-4>B' + 6A*-cAB][aC'-dCA+gA'] 
[26AC-cCA-eBA+rfB»]'-4[6A»+£(B'-cAB][dC»-eCB+^B*]' 


D.gitizecbyG00glc 


—  221   — 

rodottc  di  n  fattori  - 

x{x  -  h)(x  -  2A) .  .  .  (x  -  (n  -  1)A) 

ognuno  difiiarÌBce  dftl  precedente  di  una  costante  A  (detta  difft- 
chiama  pottuia  fattoriale  n""  del  numero  x.  Fissata,  una  volta 
re,  la  costante  h,  questo  prodotto  si  potrà  designare  brevemente 
lei  resto,  oltre  al  caso  di  A=0,  nel  quale  ei  ricade  nell'ordinaria 
i"a  di  X,  il  solo  caso  importante  si  pu6  ridorre  a  quello  di  A=— 1; 
I  si  definirà  : 

se"  =  !r(a:  +  l)(x  +  2)  . . .  (x  +  n  - 1). 
U'erk  facilmente  che,  data  una  funiione  intera  del  grado  r  in    » 
fix)  =  OflO^  +  a^x"'^  +-...  +  a„.,a!  +  a,,, 

1+1  coefScieuti 

r(x)  =  Aox"  +  k^x^^  +  . . .  +  A„_,x  +  A„, 

il  principio  di  identità  ttgvUo  a  nutiitere  con  mutieiato  affatto  dna- 
fUo  già  dato,  quando  te  /unzioni  intere  di  x  ei  ordinano  fecondo  le 
\ltoriali,  anziehi  teeondo  le  potente  ordinari»  deUa  variabile  x. 

§  2.0  —  11  principio  delle  dlsegaagllatue. 

Qtrodacendo  per  maggiore  comodità  la  notazione  A  -1=  B 
imere  che  A  non  è  uguale  a  B,  un  sistema  qualunque  di 
;]iauze  fra  funzioni  Intere  di  x  ,  ^  ,  2  ,  .  . . ,  u  ai  può  evi- 
nte ridurre  alla  forma: 

r,(x,y,z,...,t)=\=0 


fJx,y,z,...,t)=\=Q, 

^^  fxtUì-  •  •  ifm  sìmboli  di  funzioni  intere  delle  k  va- 
,y  ,x, . . .  ,t. 

poniamo  di  dimostrare  ctie  qualunque  sia   il  numero   m 
uguaglianze  (1)  ed  il  numero  k  delle  variabili  :s.,  y ,  z,...,u 
•.ontenute,  esistono  sempre  dei  valori  {interi  e  positivi)  delle 
,  .  .  .  ,  t  per  le  quali  il  sistema  (l)  è  soddisfatto. 
iieeo  s'intende  escluso  il  caso  in  cui  qualcuna   delle  fun- 

I  /V fn  fosse  nulla  identicamente  (art.  483);  giacché 

ISO  il  sistema  (I)  non  potrebbe  evidentemente,  essere  sod- 
per  alcun  sistema  di  valori  delle  x  ,  y  ,  z  ,  .  .  . ,  u. 

ominciamo  dai  caso  più  semplice  in  cui  k  =  l.  Detti  i.^, 
,  iJ„  i  gradi  delle  funzioni  intere  fi(x)  ,fj{x} ,  .  .  .  ,  f„{x) 
imente,  è  chiaro  che,  per  soddisfare  il  siistema  di  disegua- 

fiW  =1-  0 ,  r,{x)  -1=0,...,  ux)  =]-  0 , 
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bastGi'&  prendere  per  x  un  numero  naturale  che  non  sia  radice  < 
alcuna  delle  equazioni  : 

Ora  ciò  è  possibile,  ed  anzi  in  infiniti  modi,  giacché  i  nume 
naturali  sono  in  numero  ìnRnito  nel  mentre  che  i  valori  di  x  soi 
disfacenti  l'uno  o  l'altro  delle  (2)  non  può  in  ogni  caso  (art.  48C 
superare  la  somma  l'i  +  [J^  +  •  ■  ■  +  [i^w  dei  gradi  delle  sìngole  equj 
zioni  {2). 

487.  Stabiliremo  orali  teorema  generale  enuueiato  all'art.  4Bb  ci 
metodo  dell'  induzione  matematica,  suppouendolo  cioè  già  dim^ 
strato  per  i  sistemi  di  diseguaglianze  che  contengono  k—1  vari; 
bili  y  ,  z , .  .  .  ,u  e  facendo  vedere  che,  in  tale  supposto,  esso 
valido  anche  pel  sistema  (1)  che  contiene  le  fc  variabili  a:,  y,  z,..., 

Invero,  poiché,  per  supposto,  nessuna  delle  m  funzioni  ^,(a: ,  t 
s  ,  . .  . ,  m)  è  nulla  identicamente,  si  potrà  scrivere: 

/',(x  ,  y  ,2  ,  .  .  .  ,  u)  =?,-a:'''  +  ii-a;^'       +... 

h{x,y,z,...,u)  =  9,./'  +  i(t-^^~    +  -  ■  ■ 


/«.(a; ,  y  ,  z  , .  .  . ,  it)  =  !p„.a:''"+  'l'm-^*'"'       +  •  •  • 

essendo  ¥,  ,  Sg ,  ■  -  • ,  ?«  ftinzioni  delle  sole  y  ,  z  ,  .  .  . ,  u,  nessai 
dello  quali  è  identicamente   nulla. 

Per  l'ipotesi  fatta,  esisteranno  dei  valori   interi  e  positivi  del 
y  ,  z  , .  . . ,  u  pei  quali  sia  : 

e,  determinate  In  questo  modo  le  y  ,  z  ,  ■  •  •  ,u,  si  potrà  poi  sen 
pre  risolvere  il  sistema  di  disuguaglianze  : 

?..'"  +  *..'''-'  +  .... 1.0 


coll'unica  incognita  a;,  precisamente  come  all'art.  486,  giacché  ne 
suno  dei  primi  niiìmbri  è  nullo  identicamente  rispetto  ad  x,  e 
sendo  almeno  i  coefficienti  delle  più  alte  potenze  di  a:  certamem 
diversi  da  zero. 

£»*nn>i. 

I.  Dimostrare  V  esistenza  di  It  numeri  A,  .  A,  ,  ,  .  .  ,  .4„   tali    che    il     • 
HtemB  (1)  dell'  art.  485  è  soddisfatto  da  ogni  eistema  x  ..y  ,x  ,  .  .  .  ,  tt   p 

a:  5  Aj  ,  j/  g  A, , .  .  .  ,  z  5  Aj. 
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>  che  gli  In  valori  che  pu6 


I  le  posBÌbili  soBtituiioni  fra  le  x,  ,  x,  ,  .  .  . ,  x„,  saranno  ti 
,  Idto,  purché  bì  fissino  opportunamente  i  valori  (interi  i 
coefficienti  a,  ,  o,  ,  .  .  .  ,  a„. 


1.0  -  Balla  determlnailone  delle  fanxlonl  Intere. 
Interpolaalone. 

'Ssiste  sempre  una  funzione  della  variabile  X,  intera  e  del 
,  ed  una  soltanto,  la  quale,  per  certi  n+l    valori   distinti 
.  ■  ■  ,  x„^,  della  variabile,  assume  certi  n  +  1  valori  prefls- 
A,,...,  A„,. 
,  perchè  : 

a^x"  +  UfX"-'  +  .  .  .  +  n,,_ia;  +  «„ 

inzìone  ricliiesta,  è  oecessario  e  sufficiente  che  siano  Bod- 
le  condizioni  : 


leste  rt+1  equazioni  di  primo  grado  rispetto  alle  m+1  in- 
;  Uf, ,  at  , . .  ,  ,  a„^^ ,  col  determinante  diverso  da  zero  (ar- 
ì2}.  È  dunque  sempre  possibile  di  soddisfarle  ed  in  un 
odo  (art.  427). 

t  poi  facilo  verificare,  colla  sostituzione  diretta  dei  valori 
X,  ,  Xj  , . .  . ,  x„^^ ,  che  la  funzione  richiesta  ammette  la 
ì  espressione  : 

'  (9{-Xi)iXi-Xt)  .  .  .  {Xi-Xt_Xxi-Xi^^)  .  .  .  (xi-x„^^) 

forinola  notevolissima  è  conosciuta  col  nome  di  formala 
ìlazione  di  Lagrange;  giacché  col  vocabolo  interpolazione 
aa  in  generale  il  problema  di  determinare  una  funzione 
1  più  variabili,  la  quale  assuma  valori  prefissati  per  certi 
ori  delle  variiibili. 

'assiamo  ora  a  vedere  come  il  teorema  dell'art.  486  si 
tendere  alla  determinazione  delle  funzioni  iutere  di  più 
.  Noi  supporremo,  per  fissare  le  idee,  che  si  tratti  della 
lazione  di  una  funzione  intera  f(x  ,yz)  di  tre  sole  varia- 
>,  z,  la  quale  sia  del  grado  m  nella  x,  del  grado  n  nella 
grado  r  nella  z. 
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-  iU  — 

Se  il  valore  di  x  si  scelga  a  piacere  fra  »?»+  1  nnmeri  dlstii 
dati  a-,  ,  Xj  ,  . .  .  ,  x„^^  e  cosi  si  scelga  a  piacere  il  valore  di 
fra  certi  n  +  1  numeri  Ut  >  t/t  i  •  •  •  >  Sn+i  ^  quello  di  z  fra  ce 
r  +  1  valori  speciali  z,  ,  z, , .  . . ,  ^^^,  ,  è  chiaro  che  in  tatto  si  p 
iranno  cosi  prestabilire  (m  +  l)(n  +  l)(r  +  !)  sistemi  speciali  di  v 
lori  delle  tre  variabili  x,  y,  z.  Ciò  posto:  ««  x^ ,  y^  ,z,  è  una  qv 
lunque  di  queste  terne ,  ed  Aj  ,j ,  ^  il  corrispondente  valore  del 
funzione,  gli  (m+ l)(n  +  l)(r+ 1)  valori  A^ .  j  ,  ^  si  possono  semp 
prefissare  ad  arbitrio;  dopodiché  la  funzione  resterà  completamer 
determinata. 

Sia  infatti  : 

la  funzione  richiesta,  ordinata  secondo  le  potenze  della  z  ;  cosi 
che  ognuna  delle  (p  esser  deve  una  funzione  intera  di  x  ed  y 
grado  non  superiore  ad  m  nelle  x  e  non  superiore  ad  n  nelie 
Le  condizioni  necessarie  e  sntBcienti  affinchè   la   (1)    soddisfi 
problema,  sono  date  dagli  (m+l)(n+l)  sistemi  di  equazioni  del  tip 

t 

quanti  cioè  se  ne  deducono  da  quello    ora   scritto   scegliendo 
piacere  i  due  indici  i  ed  ;  entro  i  rispettivi  limiti. 

Le  equazioni  (2)  risolute  rispetto  aile  ?(x(,yj)  ci  daranno  p 
'^^{xi,Xj)f  precisamente  come  all'art.  488,  un  valore  perfettamen 
determinato  che  indicheremo  con  B^,^''''.  £  dunque  necessario 
snfQciente  che  ogni  funzione  cp,,(x  ,  y)  soddisfi  alle  (m  +  iX"  -l- 
condizioni  : 

<fj,{!r,,y^)..By"')  ,  t  =  l,2,...,m  +  l,j  =  l,2,...,n  +  l.     (J 

Il  teorema  da  dimostrarsi  è  cosi  ricondotto  al  caso  di  funzioi 
intere  di  due  sole  variabili;  e  questo  caso  sì  rlcondurr&  poi  al 
stesso  modo  a  quello  di  funzioni  di  una  sola  variabile,  cioè  i 
teorema,  già  dimostrato  vero,  dell'art.  Ì(J8. 

Vote  «d  Saercisi. 


l^x~b){x-c)         {x-a){x z^      „  (x-a)(x-b) 
(a-fcXa-c)""      (b-a)(,b-c)^      {c-aXc-b)- 

tìi  identifichi  questa  eepresaione  e 
il  metodo  dall'art.  488.  Por  A=a, 
identità  : 

(a-bì(b-c)(c-a]=aib'-c'i+b(c'-a')+c{a'-b*}. 
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—  225  — 
Ac«Te  r  identità  : 
fc-c){a-a;)(a-y)+(c-a)(6-a:){fc-y)+(a-6)(c-a!)(c-y)= 

{a-b){b-c)(a-c). 

formoli  d'interpolftiione  di  Lafcrange  ei  estenda  facilmente  »!  ckbo 
I  più  variabili.  Se /<a:  ,y)  è  nna  funtione  intera  di  x  ed  y,  del 
in  a:  ed  n  in  y,  la  quale  per  la  coppia  di  valori  : 

~x^,y  =  j/j  •,{  =  !,  2, ...  ,m  +  l  ,j— 1,2, ...  ,n  +1 

il  Tolore  A^  ,  e  bì  ponga  per  brevità  : 


do  dna  volte  di  sejputo  la  forinola  di  Lagrange,  il  troverà  ; 
jmut-l   f—im-1  [ 

/te,f)=2    S  fcj 


j-1         i-1 


<p'Ca!,)<t'Cyj)'  (a;-a^)(j/-I/j)' 


formola  di  Lagranga  si  può  anebe  general ÌEzara  in  un  altro  seneo 
ndosi  di  Irovart  una  /unzione  raiionale  f(x),  quozUnU  di  una  /un- 
tra  del  grado  ta  e  di  una  /unzione  intera  del  grado  n  ,  eonoteendo 
n  +  1  valori  A,  ,  A,  ,  .  . .  ,  A„j.„ , ,  ^*  f(*)  eorrùpondeiil»  a  e«r(» 
'  1  valori  ditlinli  x,  ,  z,  ,  .  .  .  ,  x  ildla  variabile  x.  Qnesto  pro- 

risolnto  in  generale  dalla  formola  (di  Cauchff)  : 


►A,  A,, 


P  •  ì  I  ■  •  ■ ,  r  ;  p'  ,  q' r')  rappresenta  il  prodotto  di  tntte  le 

ut  cbe  li  ottengono  sottraendo  una  qnalanqno  dalle  p  •  9  i  ■  ■  •  >  ** 

qualunque  delle  p'  ,  q' r'  ;  la  prima  sommatoria  dovendo   a- 

li  a  tntte  le  possibili  ripartizioni  degli  ìndici  1,  2,  .  .  .  ,  m  +  n  +  1 
grappi,  l'ano  composto  di  soli  n  4  1  indici  e  l'altro  composto  coi 
Iti  ;  e  analogamente  per  la  seconda  Bommatona. 
rificbi  cbe  l' espressione  ora  scritta  soddisfa  in  generala  al  pro- 
Si  vegga  poi,  per  quanto  tignarda  l'univocità  della  sna  risola- 
art.  485  delle  Teorie  IntroduUorie  pubblicate  da  A.  Capelli  e  G. 
i  (Padova-Tip.  Saccbetto,  1686). 


(«- »:»nX"= -»:.•.)  •• 

■(«-«„•„,) 

"*'D(«1 «^.t.  i  «»». 

-.««) 

(x->;,)(x-x,).. 

■  te  -  «„) 

-^"D(«, X.  ;  X.., , 

•  •  ■ ,  «»..«) 

stono  altre  fnncioni  razionali /(x),  oltre  alla  fanzione /(x>= - 
inoli  si  abbia  identicamente  /(«)/(—  x)=.l? 


+  1   ' 


1,  —  ItlUutioni  di  analiti  algebrica,  8.»  ediz. 
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§  4.'>  —  Ln  regola  di  BufHnl.  —  AbbaBBamento  del  grado 
di  un'eqaaclone  di  cai  si  conosca  ana  lolaalone. 


f(x]  =  a^  +  a,a:^'  +  .  .  .  +  a^iX  ^■  a„  ( 

è  una  fanzione  intera  di  x  del  grado  n,  e  si  dia  ad  a;  an  vaio 
speciale  qualunque  a,  si  avrìL: 

/[«)  =  a^'x"  +  0^0."-'  +  . .  .  +  a„_,a  +  a„  { 

e  sottraendo  quest'uguaglianza  dalla  (1)  : 

A3;)-r(a)=<i„(x''--a'')+a,(a;''-'-a-')-h...+<i„.,(as-«).  ( 

Poiché  ora,  come  è  facile  verificare,  si  ha  identicamente  : 

sostituendo  ciò  nella  (3)  si  ha  : 

f{x)  -  f(a)  =  ao{x  -  o)[x''"*  +  ao;""'  +  a'x"'^  +  ...  +  a""'] 
+  £tt(a;  -  a)[x"-*  +  ax"''  ■+  a^x"'*  +  ...  +  a"'*] 
+  aj{x  —  ajlx"''  +  oai"""*  +  o*ir"~'  +  ...  +  a""'] 

+  .  .  . 

e  raccogliendo  il  fattore  comune  (x  —  a)  nel   secondo   membro 
ordinando  l'altro 'fattore  secondo  le  potenze  decrescenti  di  x: 

/'{x)-'A«)={x-a)[poa;"-'  +  p,a:"-'+p,a:'*-»+ ...  +p„_,]  ( 

dove  si  è  posto  per  brevità: 

p,  =  Uga  +  a,=  p^a.  +  a^ 

Pj  =  a^i*  +  a,ai  +  Oj  -  Pii  +  o, 

Ps  =  floSi*  +■  a,«*  +  a,oi  +  a,  =  Pj«  +  a. 


p„-i  =  «o'     '  +  o,n"  '+  ...  +  «„_,=p„-,-a  +  a^,. 

Come  si  vede,  i  cofiQcienti  p,  i  Pt  >  Ps  >  ■■■  si  ottengono  colla  r 
gola  semplicissima  die  ogni  coefficiente  P(  è  uguale  al  preceden 
p,_i  moltiplica/o  per  a  più  a^.  Questa  regola  è  conosciuta  sotio 
nome  di  regola  di  Ru/Jini. 

492.  Applicando  un'  altra  volta  ancora  a  p„_i  Ja  regola  di  Et 
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p„  -  a^i"  +  a,a"~'  +  . .  .  +  a«_ii  +  «„  , 

Sappoiiiamo  orm,  come  caso  particolar't,  die  a  sia  una  so- 

dell'eqaazione  : 

fix)  =  0.  (6) 

allora  /(al  =  0,  onde  la  (4)  diventa: 

\x)  =  {x-a)- [p^x"-^  +  Ptx"^  +  .  . .  f  p.,_tx  +  p„_,J. 

uè:  se  a  è  una  soluzione  dell'  equazione  f(x)  =  0,  f^  primo 
t{x)  è  divisibile  esattamente  per  la  funzione  (di  primo 
a  x):  x-a,  cioè  è  uguale  identicamente  ad  x~%  moltiplicalo 
I  funzione  intera  di  grado  n— 1  in  x. 

[n  questo  atesso  supposto,  potendosi  all'equazione  (5)  dare 


(a:  -  a)(i)(^*"'  +  Pi^"'*  +  ■■.+  p^x  +  p^,)  =  0, 

>  che,  ove  essa  ammetta  anche  altre  soluzioni  differenti  da 
/ultime  dovranno  soddisfare  all'equazione  di  grado  n— 1  : 


iscenza  di  una  soluzione  dell'eqaaztone  (5)  permette  dun- 
abbassarno  il  grado  di  un'unità. 

Vote  ed  Eseroixi- 

iservaiions  dell'art.  492  È  dì  molta  importania  pel  calcolo  pratico 
re  obe  prendo  una  data  fanzlons  intera  di  x  per  nn  certo  valoro 
della  variabile, 

:oli,  ad  eaempio,  il  valore  di  8x'-8x*-|-I8x'-llz-t-20  par  x=7. 
isolvft  Tequatione  del  tono  grado: 

Za!*  -  6a:»  +  5a;  -  2  =  0 

ette  la  solaiione  s  =  2,  e  quella  del  qoarto: 

a*  +  3x»  -  Tsc»  -  27»  -18  =  0 


«'-Sa;*-  12a:  +  40  = 
etto  la  solacioue  x  =  2. 
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tra  dlmoBtraslone  del  prlnolplo  d'Identità. 

=  a^x"  4-  a,a5"~'  +  .  . .  nna  fnDzione  intera  di  x  del 
^hè  «0=1=0,  e  supponiamo  che  l'eqaazione  A^)  =  0 
azioni  distinte  7^  ,  n^ ,  .  . .  ,  a„. 
ramente,  secondo  il  precedente  §,  un'identità  della 

Aa:)  =  (X  -  a^)ax),  (I) 

A(a;)  =  aoa:—'+p,x"-»+... 

'■  intera  di  x  anttnìlata  dai  valori  a,  ,  et,  , . . . ,  a, 
oi  nn'ideDtitli  analoga  : 

\{X)  =  (X-  «.ìtOoX"-»  +  q^x"-'  +  ...), 

lendo  in  (1)  ai  pnò  acrirere  Identicamente  : 

=  (a  -  «,)(«  -  a,)(a,x''-'  +  gja;'^  +...)• 

Ione  : 

ao!r"-»+8,as"-'+.  ..=0 

azioni  «t  )  «i  I  ■  ■  • ,  «n  I  ^  chiaro  che,  cosi  proce- 
derà airidentitfi: 

=  a^ix  -  a,)(x  -  o,>(a:  -  «,) . .  .  (a:  -  o„).  (2) 

ìA  (2)  ci  dice  che  l'equazione  /(x)  =  0  non  può  am- 
olnzioni  all'infnori  di  a^  ,  ot,  , . . .  ,  a„.  Infatti,  ogni 
r)  =  0  deve  soddiafare,  in  virtù  dell'identità  (2), 

ix  -  o,)(a:  -  a,)(x  -  Oj)  .  . .  (X  -  a  J  =  0 
>Icb&  Ag  è  diverso  da  zero,  l'equazione  : 

(X-  a,)(x— n,)(x— Og)  .  .  .  (x-a„)^0 

e  che  X  deve  coincidere  con  l'uno  o  con  l'altro  dei 
, .  .  . ,  a„. 

snnto  con  cid  nna  nuova  dimostrazione  del  principio 
le  fanzioni  intere  di  una  variabile,  giacché  qacsto 
:,  come  già  si  è  visto  (art.  483}  che  un'immediata 
il  teorema  che  qualunque  equazione  non  pn6  am- 
luzioni  di  quanto  è  il  suo  grado. 

VoU. 

ire  il  principio  di  identità  bastando  far  vedere  ohe   1'  i> 
Og  +  a^x  +  a,!*  +  . .  .  +  a„x"  =  0  («) 
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SDuaeftoenia  necessavia  a,  =  0  ,  a,  =  0  ,  .  .  ,  ,  a^  =  0,  pnù,  a  prima 
mbrare  lecita  la  seguente  dimostraiione  iemplicìBBima.  Poiché  la 
'  Bapposto  soddisfatta  da  ogai  valors  di  s,  lo  sarà  in  particolare 
re  x=0,  onde  dev'essere  intanto  a,=0  ;  cosicché  la  (a)  si  riduce  ad 

a,a!  +  OjX'  +  .  ,  .  +  a„x^  =  0 

indo  per  x,  ad 

a,  +  afe+  . . .  +  «„«""*  =  0,  (?) 

lo  sull'identità  (P)  lo  stesso  raiiocinio  ai  avrà  poi  a,  =  0,  e  cosi 
to.  Perchè  qoesta  din  -■.■.« 

uito  (Capitolo  XI)  sarà 
dimoatratìvo  si  possa  i 
inllo,  on  valore  pieeoliii 

§  6."  —  Nuova  dlmoBtraElone  e  generalizzazione 
della  forinola  del  binomio. 


Il  Damerò  delle  combinazioni  n  ad  n  di  m  +  m'  oggetti  : 
, . , . ,  A„  ,  B,  ,  B,  , .  . . ,  B„  si  può  ottenere  computando 
la  quelle  combinazioni  che  contengono  solo  elementi  A, 
idmero  è  (art  216)  : 


(:)= 


m(m~i){m-  2)  . .  .  (m-n4  I) 
1-2-3  ..  .n  ' 


He  che  contengono  n  —  1  elementi  A  ed  un  elemento  B,  il 
nero  6  (_  ^ ,  if*?  )  !  in  terzo  Inogo  qaelle  con  n  -  2  ele- 

L  e  due  elementi  B,  che  sono  in  numero  di  (n"*»)!^  )  i  « 
eegalto.  Si  ba  dunque  la  relazione: 

")=(:)-(»-.)(7> („-.)(">•-(:>  « 

Poiché  i  dae  membri  della  (2)  sono  evidentemente  due  fun- 
itere  (del  grado  n)  dei  due  numeri  arbitrarli  m  ed  m',  que- 
izione,  snssiBtendo  per  tutti  gli  infiniti  valori  interi  e  posi- 
ci ed  m',  non  può  essere  (cfr.  §  1°)  che  un'identità  rispetto 
d  m'.  Sarà  cioè,  qualunque  siano  ì  valori  interi  o  frazio- 
ositivi  o  negativi,  ciie  si  attribaiscano  alle  variabili  x  ed  y: 

':'')=(»)+(»-.)(OK»-^)(^)--+(y-  <■'' 

È  assai  utile,  in  molti  calcoli  algebrici,  di  considerare,  ol- 
potenza  enneaima  ordinaria  di  x,  anche  \a.  potenza  enne- 
ttioriale,  che  noi  indicheremo  con  x",  definita  dall'  ugna- 

3^  =  x{x+  l){x  +  2)  . .  .  (x  +  n~  1).  (4) 


iceyGoOt^lc 


/-»\      -»(-»- l)(-»-2M-x -..+  !)_  »■ 

\n)-  1.2-3...»  -<     ''l»-    '" 

Pertanto  se  neirideDtii&  (8)  si  cangia,  come  è  lecito,  se  in  -a; 
ed  y  Ìd  —y,  e  se  ne  moltiplicano  1  due  membri  per  (— l)"!^,  essa 
prende  la  forma  : 

{J)x~^y  +  (2  )«^y'  +  . . .  +  y"  (6) 

:a  fattoriale  ennesima  di  un  binomio  ano 
go  a  quello  che  3i  ha  per  la  potenza  ud- 
rt.  219  ■. 

in'identità,  la  somma  dei  termini  della  pib 
t.  225)  in  x  ed  y  nel  primo  membro  de- 
Tiepondente  somma  nello  sviluppo  del  se- 
indo  qaeste  due  somme  si  deduce  dalla  (6): 

{")'""'!'+(")"'""»■+•■•  +  «'"  (6/ 

del  binomio. 

Vote  0d  Eierdai. 

lon  lono  che  oasi  pnrtioolari  delift  formoU  di 

J)'^"'s + (;)»■ -*  V + •  •  • + »"'' 

^  generale  di  poteaia   fattoriale   eunesima  (a 


hA)(ic  +  2ft)...(a;  +  (B-l)A), 

A  =  0.  Del  resto  la  formala  di  Tandermonde  si 

la  (6)  oen^iando  «  ed  y  risp.  in  -  ed   ri  e  mal- 

nembri  per  ft". 

della  formola  dell'art.  218  ai  ha  l'i- 


iì---ix„  +  y+n)  =  y'-f-  y"-'^(a!(  +  1) 
+  2)  ^■y'^'^lXi  +  IKxj  +  2)lx^  +  8) 
Xi  +  l)(x,  +  2)  . .  .  (a:„  +  n) 
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*■  etrti  tvlhippi  di  dtterwtinaMi,  mei  Bendiootiti   della    B.*   Aooà- 

lle  Scienio  di  N&poli.  Marco,  1889). 

eli' identità  d?ll' art.  220,  oltre  a  porre  sncceBaivameiite  x=l, 
e  poi  sommare  ì  riaultati,  si  poD(;a  poi  anche  BDcccHBÌTaiDeDte 
—  2,  .  .  .  ,.— n  e  ti  aommino  del  peri  i  risnltatt  membro  a  mem- 
.teuftoDO  le  due  ngaagliauie  : 

,.«_.=..(YV.,..('j'V.,„..,..('t>.,. 

li  ei  dedncoDO  per  via  di  aomma  e  sotlraiioue  le  segaenti  : 

».+,_„.„.«-.}=.+(';')»,,.+("+'),.,.+... 

-^[-(-')']cr)-. 
--<->'"'--t=ct'>.."-cr)-.-- 

evidenteiDeiite  preferibili  alla  fonuola  dell'art.  220  per  il  calcolo 
0  delle  <t,  ,  Vf  ,  0^  ,  .  .  .  e  delle  a,  ,  o,  ,  a,, . . .  . 
magìnino  scritto  le  combinaiioni  k  +  1  a  ib  +  1  degli  in  +  1  ele- 
,  d,  ,  •  . .  ,  a_^,  m  modo  che  gli  indici  ni  segoano  sempre  net- 
natarale.  É  chiaro  che  ve  na  saranno  ^?^  che  vomiociano  con 
t  che  cominoiaDD  con  a, ,  e  coal  via.  Si  ha  doDqne  la  relaziane: 

ft:j)=(™)K"r')^("*')---a) 

ìplicat»  per  |I:    pnó  anche  scriverei  : 


-        -        -  -      m'f+' 

1»  +2*  +3*  +...+m*  =^— 

k  +  1 

immadialanttnle  la  loiama  delle  potente  faltorialt  k"*    dei    primi    n 

lonma  Oj, ,  »  drllt  poterne  ordinarie  k""  dei  primi  n  numeri  naturali 
^  tegnente  ttpretrionei 
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oee  U  A  $cno  quei  uiomtì  (ìndipendtMi  da  n  <  i^p»ttdeHti  loUanto  da  k) 
*trifieano  l'idmtità  : 

X*  =  X*  +  A,»"^  +  A,x*^+  . . .  +  Afc^jX  +  A». 

Pooetido  iuffttti  BucceMÌT&mente  in  qneata  identità  *■=!,  2,. . .  ,  n,  si 
mando  poi  i  rignltati  ottenuti  membro  a  membro  ed  applicando  la  i 
mola  della  nota  precedente,  si  ottiene  appunto  l' espreMione  di  cai 
tratta. 

7.  Bi  rioonoaca,  mediante  qneBt'altima  espreaaiona  di  a^ ,  „  che: 

,,     1*  + 2* +  ...  +  «*  1 


Quest'  nguagliania  snasiste  del  reato  per  Ofcni  valore  reale  di   k ,    ecci 
i;  =  -l.  (Cfr.  il  Mfenger  of  mathtmaliet,  SAI,  87-88). 
8.  Hi  dimostri  la  formola  : 

©''-(?>' KS>'--(")"'  =  ° 

per  •  intero  e  positivo  minore  di  n. 
ì*.  Qualunque  eia  l'intero  peeitiva  *,  ai  ha  : 

(i")'^-(?yH"y--*GF=(-'>"*'u(»=i) 

(Cfr.  £'  onaliii  algebrica  e  V  itiUrpretasùmt  falloriaU    dell*   potente,    § 
Giornale  di  Matematiche.  Tol.  XXXI). 
10.  Dimostrare  l'identità  : 

A^=;--^-(7)(»).=^.-.  i2(-)(»).»-^- .... 

Si  Kiungerà  facilmente  al  risnitato  ponendo  il  prodotto  x^x"  sotK 

forma  ai"'[(a:  +  nt) -mj",  sviluppando  quindi  col  teorema  di  Vandermo 
e  tenendo  poi  presente  l' identità  : 

§  7.0  —  Legge  di  derlTailoae  —  Sviluppo  di  Taylor. 

601.  Sia  : 

f{x)  =  Ogx'*  +  0,1""'  +  Oja;""*  +...-)  a^,x  +  a„ 

una  funzione  intera,  di  grado  n,  dell'anica  variabile  x. 
Dando  ad  x  un  incremento  (positivo  o  negativo)  k,  ei  avrà 

f(x  +  h)=aa{x+hy+aiix+h)"-^+  .  .  .  H-a„_,fa:!-t-A)+a,. 

Sviluppando  ora  le  potenze  contenute  net  secondo  membro 
teorema  del  binomio  ed  ordinando  il  risultato  secondo  le  potè 
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i  di  A  6i  trova  : 

■ft)=(ooJc''+a,a;"~'+  .  .  .  +a„_iX+a„) 

-}  [na(,a;""^+(B— l)a,a""H{n-2)ajx"~'+  .  .  .  +a„_i]h 
+[ ]A* 


le  dunque  che  la  parte  del  secondo  membro  che  qod  con- 
iltro  non  è  che  la  stessa  f{x);  e  che  il  coefficiente  della 
otenza  di  ft  è  dato  dalla  funzione,  di  grado  n— 1  in  x,  che 
:e  da  f{x)  poriando  in  ogni  termine  di  f(x)  1'  esponente 
ioefficieute  e  diminuendo  al  tempo  stesso  1'  esponente  di 
.  La  funzione  dedotta  cobI  da  f\x)  con  questa  legge,  che 
Emo  legge  di  derivazione,  bL  suole  designare  con  f'{x)  e  si 
derivata  di  f{x).  CoBÌccbè,  se  !a  f{x)  è  definita  dalla  (I), 

f'(x)=na^x"-^-Hn-l)a,a^'-'+  . .  .  +2a„_^+a^,.  (8) 

tando  la  legge  di  derivazione  al  termine  a„  ,  ossia  in  ge- 
1  una  confante,  si  ottiene  lo  zero,  poiché  scrivendo  a„=a„'3:o 
E  appunto  come  risultato  0-a„a!"*,  cioè  zero. 

.pplìcando  alta  naova  funzione  f'(x)  la  stessa  legge  di  de- 
ì  si  otterrà  una  funzione  di  grado  n-2  In  x,  che  si  chiama 
ia  derivata  di  f(x)  e  si  designa  conseguentemente  con 
asa  è  data  da  : 

r)=nCn-l)aoa:'*-»+(n-l)C«-2)a,a:"-'+  .  .  . 

+3-2a„_,3:+2a„_j.  (4) 

lerate  si  indica  con  /''^'(a;)  la  funzione,  di  grado  n-fc,  che 

B  applicando  k  volte  successivamente  ad  f(x)  la  legge  di 

>ne. 

vrà  dunque  : 

x)=n{n-l)  . . .  (n-*+l)aoX""* 

+(n-l){n-2)  .  . .  (»i-fc)a,3!"-*-'+  .  .  . 

□i  coefficiente  numerico  è  il  prodotto  di  k  interi  consecn- 
le,  dividendo  entrambi  ì  membri  per  [k,  si  pai  scrivere 
odamonte  : 


(6) 
1  8i  ha  una  semplice  costante  : 

/('»l(a3)  =  n'M-l-n-2  .  ..  2ao  =  [n-0o, 
ft  >  j»  sari  poi  sempre  f^*\x)  =  0. 

il.  —  ItlitvtioHi  di  tmalifi  algebrica,  S.*  edic.  SO 
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503.  Vediamo  ora  qnale  eia  ìa  generale  il  coefficienlc  di  h*  d< 
Bvilnppo  di  f(x-t-  h}  secondo  le  potenze  di  h.  Sviluppando  ciasci 
potenza  nel  secondo  membro  della  (2)  col  teorema  del  binoi 
si  trova  subito  come  coefiBciente  di  h*  l'espressione  : 

cioè,  per  la  (5),  precisamente  — |— — .  Questo  sviluppo  (detto  : 
luppo  di  Taylor)  sarà  dunque  : 

L£  L£  Li* 

504.  Se  nell'eguaglianza  (6),  che  vale  qaalanqae  siano  i  va 
di  x  e  di  h,  scambiamo  x  con  h,  il  che  non  altera  evidentemt 
il  primo  membro,  si  deduce  altresì  : 

•  ìA  [à  [S 

e  facendo  ora  h  =  0: 

nx)=riOì+xf'(o)+trio)  +  ...  +  g/'-no). 

505.  Finalmente,  se  nella  eguaglianza  (7),  che  vale  qualan 
sia  X,  sostitniamo  x  -  A  in  luogo  di  x,  essa  ci  Ak  fpoi 
n(x~k)  +  h\=f{x): 

f{x)=r(k)H=^-h)nh)+(x-h/-^+...+{«^h)''^ 

\J.  L5 

formola  di  cui  in  segnilo  avremo  a  far  uso  più  di  una  voliti 

506.  Supponiamo  si  voglia  calcolare  la  somma  dei  valori 
assume  una  cerla  funzione  intera  f(x)  per  gli  n  valori  :  x=t 
f+2,  (+3,  . . .  ,  t-hn,  cioè  il  valore  di  : 

Per  il  teorema  di  Taylor  si  ba  : 

se  fc  è  il  grado  della  funzione  f(x).  Se  ora  in  questa  identità 
nlamo  successivamente  a;  =  1,  2,  . . . ,  n,  e  sommiamo  poi  i  ri 
lati  membro  a  membro,  otteniamo  ; 

'|«,^,=„«„.c^=.„.fì..,.+....£yc.,. 
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dove  le  e,, „  sono  le  stesse  Bomme  delle  potenze  t"" 
Domerì  natarali,  della  cui  valutazione  ci  siamo  occupati 


11.13  +  15-17-.  19.11  + 

Si  scrivere  : 

S.  =  y  (7  +  ix)(9  +  ix)  =  63-n  +  64o,,  „  +.I60, 

onde: 

S„  =  63-n  +  82. «(n  +  1)  +|n(n  +  l){2n  +  1) 

Vota  ed  Esercisi. 

1.  Dkla  U  fnniìone  /(ie)=x>~8z*-t-2x'-j-10,  oalcoUre  ì  v*loi 

A0},r(O},no),...iAi),r(i),ra)....;A-i),/"(-i) 

2.  CtlcoUrB  i  Tftlorì  delle  somme  : 

l-3fa.4+3.5+4-6+5-7+  .  . . +7i(n+2) 

1-3+3.5+5-7+7-9+  . .  .  +(2»-l)(2n+I) 

l-3-5f3-5-7+5.7.9-h  . . .  +(2n-l)(2n+lX2n+3> 

8.  Se,  come  gi&  ai  4  fatto  «Itre  volte,  ai  ponga  per  brevità 

x{x  +  l){a:  +  2) .  . .  (a:  +  n  -  1)  =  a;" 

e  Dna  fantione  int«r*  di  e,  del  grado  n,  sìa  data  (come  del  re 
lecita  supporre)  sotto  la  forma  : 

f{x)  =  A^,»"  +  A,a:"-»  +  . .  .  +  A„_iX  +■  A„ 
ovB  le  A  sono  co^fBcienti  costanti,  si  petti  definire  una  nnc 
fix)  {derivala  faltoriale)  come  segue  : 

^)  =  nh^^^  +  {«  -  l)A,a:^^  +  . .  .  +  A„_, 
Bi  ha  allora  una  farmela  di  svilappo  afiatto  analoga  all' 


r{x^h)=Ax)+hnx)+h''-^+h'('^+ ...  +  A"^ 

che  si  diffleslrerh  con  procedimento  ìdsntico  a  quello  tesato 
mola  di  Taylor,  colla  sola  differenza  che  in  luogo  dello  svi 
aliale  di  Newton,  si  dovrà  far  uso  dì  qnello  di  Vandermond( 
t»  1'  del  §  precedente). 

i-  Il  problema  dell'  art.  50G  sì   risolve    in    modo    molto    pii 
quando  ai  parta  dalla  faniione  f(x)  ordinata,  come  nella   (a) 
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f{x)  =  A^x^  +  A,a:^^+  . . .  +  A^_^x  +  A». 

infatti,  «pplìcando  la  (^)  e  la  formoi*  dat»  nella  nota  7*  del 
Ita: 

>.0  =  »«7).»^f.»lf.....„-g>. 

;eiido  la  nuova  foosione  : 

ale  si  ha  «TÌdentemente  (cfr.  la  nota  8*)  : 

f>)=rt»:),  F^=n3,F=w=rw 

uiobe  scrìvere  : 

2,rt'+')-"-[7-+»'-[j-+»  -[?-  +  ■•• 

onoladerà  per  la  (^)  : 

^/'C(  +  i)  =  F(f  +  n)-F((). 


§  8.0  — Nuova  dimostrazione  della  forinola 
per  la  potenia  di  an  polinomio 

iB  cose  dette  al  §  6°  si  esteodonn  senza  diflScoltà  in  modo 
uire  a  dimostrazioni  affatto  analoghe  per  la  potenza  n""", 
i  0  fattoriale,  di  un  polinomio.  , 

),  il  Damerò  delle  combinazioni  n  ad  n  di  x,+x^+  ...  -ix^ 

A.,;B.,B, B,_;...iD,,D D._ 

'  per  ora  a;,  ,  a^  ,  .  .  ,  ,  x„  numeri  interi  positivi)  bI  può  ot- 
iunendo  in  un  sol  gruppo  tutto  quelle  combinazioni  clie 
ono  lo  stesso  numero  a^  di  oggetti  A,  lo  stesso  numero  Sj 
tti  B,  ... ,  lo  stesso  numero  a„  di  oggetti  D,  il  cui  r 
itemente  : 
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e  sommando  i  nnmeri  delle  combinazioni  di  ogni  grappo.  P 
i  numeri  ce,  ,  a, , .  . . ,  a^  che  definiscono  ogni  singolo  gruppo 
soltanto  soggetti  alla  condizione  : 

a,  +  a,  +  . .  .  +  a„  =  M  , 

si  avrà  e  ridentemente  : 

r-:—-)=Efe)te)--fe> 


Questa  formola,  sassistendo  gì&  per  tutti  gl'infiniti  valori 
e  positivi  delle  x,  , . . .  ,  x„,  non  può  essere,  analogamente  a  qi 
si  è  osservato  al  §  6°),  che  un'identità  rispetto  alle  stesse  Xj 
considerate  come  variabili  affatto  arbitrarie. 

509.  Se  nella  (1)  si  cangiano  le  x,  ,  a, , .  .  . ,  a;„  risp.  In  ■ 
-»■,,...,—  x„  e  si  tlen  presente,  come  al  §  6"  che  : 

(r)=(-')-g. 

se  ne  dedace,  moltiplicandone  i  dae  membri  per  (-  l)*'\n  : 


(«,  +  ;.,  +  ...  +  >:.)"  =  y,-T 


7  I — i T'""  *i      *^l       •  •  •  *» 

ZjLa,^, . . .  la« 

cioè  la  formola  per  Io  sviluppo  della  potenza  fattoriale  n"" 
polinomio  X,  +  X,  +  .  .  .  +  x„. 

Ugoagliando  poi,  del  dae  membri  dell'  identità  (2),  le  pa 
BTilnppo  contenenti  \e  x,  ,  x^ , , . . ,  x^  alla  massima  dìmer 
(cioè  n)  se  ne  trae  Immediatamente  l'altra  : 

cioè  la  formola  (cfr.  art.  224}  per  lo  sviluppo  delia  potenza 
ordinaria  del  polinomio. 


§  9.0  —  Derlvaxlooe  parziale— Svllappo  di  Taylor 
per  fDDBtonl  Intere  di  pl&  variabili. 

510.  Sia  f{x  ,y  ,  e)  una  funzione  razionale  intera  di  più 
bili,  per  68.  di  tre  variabili  indipendenti  x  ,  y  ,  z.  Se  per  ni 
mento  si  Imugin!  cbe  di  queste  tre  variabili  una  sola  si  face 
riare  effettivamente  mantenendo  invece  costanti  le  altre,  è  ( 
che  la  fix,y,  z)  si  preaenterà  allora  come  funzione  intera  ( 
sola  variabile,  quella  che  varia  effettivamente,  e  potrà  der 
colla  regola  ordinaria  rispetto  a  tale  variabile  considerando 
Ire  come  incorporate  nei  coefficienti  costanti.  Si  ottengono 
delie  iunziooi  derivate  parziali  delia  funzione  f{X  ,y,z)  ris 
alla  quale   si  fa  1»  derivazione. 
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Tali  derivate  si  sogliono  designare  rìsp.  con  f^  ,  f'^  ,  f'^  od  ai 
che  con  D^f  ,  D/ ,  DJ. 

QncHta  seconda  notazione,  nella  quale  D,  ,  Dj, ,  D,  si  posso» 
considerare  come  gimboli  operativi  (cioè  come  simboli  di  open 
zioni  speciali  da  applicarsi  alle  funzioni  cui  si  premettano)  è  spi 
cialmcnte  vantaggiosa  quando  occorra  di  rappresentare  il  risaltai 
di  pib  derivazioni  parziali  eseguite  successivamente  sulle /(x,  y,  : 
ora  rispetto  ad  una,  ora  rispetto  ad  altra  variabile. 

Cosi,  ad  esempio,  con 

0,  pi&  brevemente,  con 

verrà  a  signlflcarsl  quella  funzione  che  si  deduce  da  f  derlvand 
questa  parzialmente,  prima  due  volte  rispetto  alla  z,  poi  tre  voli 
rispetto  ad  y  e  finalmente  due  volte  rispetto  ad  x. 

Es:  se  /{x  ,1/  ,z)=  3x*y  —  Ax^y^e^  —  3z*y  +  *j 

si  avrà: 

D/  =  Zx*  -  &x'yz'  -  3z* 

D/  =  -  8a:>y*z  -  6«y 

D^D,/-  =  D  V  =  6y  -  ìix!/*z* 

DjPJ  =  6x  —  2ix'yz\  ecc. 

511.  La  funzione  dedotta  da  f  mediante  un  numero  qualunqu 
di  SHCcesgiiie  derivazioni  parziali  rimane  la  stessa  benché  si  can^ 
in  un  modo  qualunque  l'ordine  delle  derivazioni.  Per  dimostrar 
ciò  basterà  evidentemente  di  far  vedere  che 

Invero,  se 

se  ne  deduce  primieramente  : 

D„/'  =  2a-A.p^a:-yzT 

D/=2?-A.pycV-»2f 
onde  appunto  : 

D„D.r  =  2?«  ■  A,^,x'-'y?-'zf  =  D„D/. 

513.  Teoreua  di  Eulero.— iSe  f  è  una  funzione  intera  omogene 
di  grado  m  di  piii  variabili,  la  somma  delle  sue  derivate  parziai 
rispetto  alle  variabili,  moltiplicate  per  le  variabili  slesse,  coincid 
colla  primitiva  funzione  f  moltiplicata  per  m. 

Sia  infatti  per  fissare  le  idee  : 
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una  fauzioue  omogenea  del  grado  tn  di  tre 
Bìccfaè  gli  esponenti  a  ,  ^  ,  ^  sono  soggetti  il 
condizione  : 

a  +  ^  +  1  =  m. 
Si  ba  come  Bopra  : 

e  quindi  moltiplicando  queste    espressioni 

sommando  : 

ossia  appauto  per  la  (1)  : 

513.  Ci  proponiamo  ora  di  estendere  il  u 
stabilito  (art.  503)  per  funzioni  intere  di  una 
lione  intera  f(x^  ,  x^  , .  . . ,  x^)  di  un  numei 
riabili  x^ ,  Xg ,  .  .  . ,  x„. 

Si  tratta,  cioè,  di  sviluppare  f(Xi  +  ft,  ,  ir, 
ccndo  le  potenze  e  i  prodotti  degli  ìncrem< 

Noi  giungeremo  al  risultato  in  modo  assi 
più  volte  di  seguite  II  teorema  di  Taylor  p 
riabiie.  A  tale  oggetto  però,  In  luogo  di  se 

k' 

f(x  +  h}^^(x)  +  h^\x)^-^'\. 

ci  gioverà  scrivere,  secondo  la  nuova  notas 

Se  m  è  il  grado  di  <f(x)  rispetto  ad  x,  11 
contenuti  nella  parentesi  sarebbe  m  -«- 1  ;  nu 
lii  considerare  una  serie  indefinita  di  termi 

Possiamo  anche  scrivere  : 

5U.  Sia  primieramente  una  funzione  razlo 
variabili  f{Xi  ,  Kj),  11  cui  grado  complessivo 
Si  ba  per  1'  articolo  precedente  : 
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ed 

/■(x, +  »,,»,  +  »,)  =1 1  +  ^JY^ +  •■•  + *-4^^1a=:,  +  »i  .  *,) 
d' onde  seffae  : 

rta:,  +  J,  ,  a:,  +  S,)  = 

)l  +  J-— +...+  -i =    •     1  +  -L-^'+...T  — i 

(  U.  L»»       '      '  Li  l™ 

e  indicando  con  A^  l'insieme  di  tetti  quei  termini  delio  sviinp 
del  prodotto  delie  dae  parentesi  elle  sono  di  uno  stesso  grado 
di  derivazione  complessiva  rispetto  ad  a-,  e  ad  x,; 

A"!,  +  », ,  >^ + *,)  =  :!  + 1,  +  4,  + . . .  t  i-iA»! ,  xi)- 

Ha  evidentemente  si  ha  : 

,        ,   h,'D\     4,D„  /i,"-"D„»-' 

ft>,D>,   t,'-'D'-'.  4,'D«„ 

=i!K)^(t)K)'""K) 

+  (^)('.,D.,)'"'(»,D,)V...+  (4,D,)'[ 
=  i|-['..D.,  +  ».D»]'. 

Poeto  per  brevità  :  hj>xi  -h  hjDz,  ^  D^  ,  resta  cosi  dimostra 
che: 

AX.+». ,  x,+y =|n-^  +  Tf^  +  •  ■  ■  -^  "[fK  ■  '■'■ 

515.  Passaiido  ora  ad  una  funzione  /(x^  ,  Xj  ,  Xg)  di  tre  vari 
bili,  si  avrà  primieramente,  per  quanto  si  è  ora  dimostrato,  (dei 
m  il  grado  di  ^  in  x, ,  aij  ,  x^)  : 


e  per  1'  art.  513  : 

/(a:,  +  Al ,  X,  +  Ag ,  Xg  +  Aj)  =  r  1  +  -?^  -f  . .  .]/(x,  +  A, ,  a^  +  A, ,  a 

onde: 

f(x,  +  A, ,  a^  +  fi, ,  Kj  +  ftj)  = 

=  11  +  A,  +  A,  +  . . .  +  i.lAx,  ,  X, ,  xj 
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procedimento  identico  a  quello  tenuto  sopra  bì  troverà; 

4>  =  jjl».D,  +  D„]' 


i.-gfiiD,, +  S,D, +S,D„]'. 


risaltato  di  forma  affatto  Bimiie  : 

, ,  »,  +  *, ,  X,  +  A.)  =  1 1  +  ^  +  ^  +•■■+  ^'j  ««i.»,^). 

>si  procedendo  si  gìaogerà  evideotcmente   alia   forinola 
e ,  per  una  funzione  intera ,  del  grado  m ,   di  n   variabili 


,  a:„  +  ft,)  =  /ì;i 0  +  D,i,n»:i »,) 


l'operatore  D^^  definito  dall'ugnagiianza  : 

D,,  s  4,D,  +  hj)„  +  ..  .+  hj),^ 

La  formola  (2)  ci  da  io  sviluppo  di  f{x,  +  A,  , ... ,  a;„  +  A„) 
inato  secondo  i  gruppi  di  termini  omogenei  rispetto  alle 
. .  .  ,  V 

infatti,  considerando,  per  fissare  le  idee,  tre  soie  variabili 

«I- 

A», +  4,, «,  +  »,, ir, +  »,)  =  ;•+ ^  +  ^^  +  ... 

=  f+  [hfi^r  +  *  A/'  +  'ijD,/'!  + 
1  , 


amando  la  forinola  che  da  lo  svilappo  della  potenza  di  un 

LU.  ~  Iitituiioni  di  ùiiatiii  algebrica,  8.*  edis.  81 
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polinomio  (art.  224),  si  tia  ìd  onerale  : 


W 

Sostitnendo  per  ogni  termine  di  (3)   la   corriapondente   espres- 
Bintip.  fdi  ni  nuiene   dunque   il    completo   sviluppo   di   ^(sCt  +  ftì, 
I3)  rappresentato  come  segue: 


è  necessario  imporre  alcuna  restrizione  alla  varta- 
sponenti  a,  ,  Og  ,  ^j-  Bensì ,  se  m  è  il  grado  di 
Delle  a;,  ,  a:, ,  ajj  ,  basterà  estendere  la  sommatoria  ai 
ori  delle  «i  ,  a, ,  a,  soddisfacenti  la  condizione: 


1  ,  Xf ,  .  . .  ,  a;„)  è  omogenea,  del  grado  m,  nelle  aj; , 
si  ha, come  è  facile  riconoscere: 

■  ■  +  fc»i>«„r/'Ca;,  ,.-.,»;„)  =  [m-AAi  ,.-.,K)- 

(2)  ci  da  dunque  in  particolare,  se  f{x^ ,  x^ , ... ,  xj 
le  intera  omogenea,  del   secondo   grado,    delle   a:,, 

Al»!  +  fi,  ,  . .  .  ,  a;„  +  h„)  = 

...,x„)^i>„^r{x,,...,x„)+f(h, K) 

...,x„)  +  h,r^  +  h^^  +  ...  +  ft„y",^  +  A'^i .  ■  ■  • .  AJ. 

Teoremi  solle  funzioni  slmmetrlcbe  Intere 
dt  plà  variabili. 

anzione  ben  determinata  f{x^  ,  x, ,  .  .  . ,  x„)  si  dice 
spetto  alle  variabili  x,  , . .  . ,  x„ ,  se  rimane  identi- 
ile  a  se  stessa,  quando  si  eseguisca  fra  le  variabili 
j;lia  sostituzione. 


\a;,      ìTj    .  .  .  a:„/ 


zione  qualunque  (cfV.  art.  228)  fra  le  Kj  ,  a;, ,  .  . .  ,a:„, 
1  questa  sostituzione  eseguita  fra  gli  argomenti  della 
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no  f  ef  suole  rappresentare  con  %f ,  cosicché  si  potrà  scrì- 
(Tevemente  : 

fiXi  ,Xi,...,X(  )  =  8  ■  A=>'i  >^ì ,  ■  ■  ■  ,  ^„)- 

a  funzione  f  fe  simmetrica,  dovranno  danqae  verificarsi  le 

Dtità: 

f,0^  ,  X^  ,  .  .  .  ,  X„)  =  &f(Xi  ,  x^  ,  . . .  ,  x„) 

>ondenti  alle  |^h  possìbili  sostitDzioni  S, 

Sar&  però  sufBoiente  di  accertare  che  sodo  soddisfatte  le 

-  identitft  corrispondenti   alle   — - — -    trasposizioni    T, , 

.  (cfr.  art.  238)  (Va  le  a:,  ,x^,...,x„\  poiché  noi  sappiamo 
38)  che  ogni  sostituzione  si  può  sempre  riguardare  come  il 
to  di  successive  traspoBiBioni. 

Del  resto  é  facile  di  riconoscore  che  ogni  sostituzione  fìra 
se,  ,  ■  . . ,  a;„  si  pq6  ottenere  come  risultante  delle  sole  n—ì. 
3Ìzion!  : 

(a;,!,)  ,  (x,irj)  ,  .  .  .  ,  (a!,a;„) 

uuamcnte  combinate.  Quindi,  per  esempio,  per  accertare 
e  ,  !/  ,  z)  b  simmetrica,  basterà  accertare  che  essa  non  i  al- 
dallo  trasposizioni  (xy)  ed  [xz),  cioè  basterà  verificare  che 
ticamente  : 

JXx,i/  ,z)  =  f{y  ,x,e)-f{z,y  ,x) 

Fra  le  funzioni  simmetriche  intere  delle  n  variabili,  ohe 
eremo  per  maggiore  comodità  con  a  ,^  ,•(,...  ,\,  le  più 
ci  sono  quelle  del  tipo  : 

a*  +  ?*  +  7*  +  .  .  -  +  ì"* 

i  è  nn  esponenlo  Intero  e  positivo.  Esse  portano  appunto  il 
di  funzioni  simmetriche  aempiici  0  di  aomme  semplici.  Noi 
presenteremo  brevemente  con  &^. 

imeremo  poi  somme  doppie,  triple,  ecc.  (ovvero  a  dne,  tre 
ecc.}  le  somme  del  tipo  : 

Sp  ,  ,  =  Ja''?'  =  «''^  +  ?"«'  +  a'^"  +  P''t'  +  . . . 


cioè,  8-  , ,  indica  la  somma  degli  n(n  —  1)  termini,  general- 
distinti,  che  si  ottengono  moltiplicando  la  potenza  p"*"  di 
iriabile  qualunque  per  la  potenza  q'""  di  un'altra  variabile; 
p,q,r  'i  somma  degli  n{n~l){n  —  '2}  termini  che  si  otten- 
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gono  moltiplicando  la  potenza  p""  di  nna  qualsivoglia  variabile 
per  la  potenza  9""*  di  una  qualsivoglia  variabile  ^  diversa  dalla 
e  per  la  potenza  r""  di  una  qualsivoglia  variabile  y  diversa  da 
e  da  p,  ecc. 

Cosi,  ad  esempio,  per  n  =  3,  si  avr&,  dette  a,  ^,  •(  ìe  tre  vi 
riabili  : 

Sp ,  (  ^  «"P'  +  ?"«'  +  a*^'  +  T^a'  +  f  V  +  T"?' 
ed  in  particolare  : 

Sp ,  ,  =  2(0"^'  +  «Y  +  P"!')- 
Inoltre  : 

ed  in  particolare  : 

8p ,  p , .  =  2(aPp V  +  P'*!"»'  +  T^a'^O.  S^ ,  ^ ,  ^  =  Ga-'g^P. 

533.  La  nozione  testé  data  di  somme  multiple  è  specialmeii 
importante,  inquantochè:  ogni  funzione  simmetrica  infera  di  p 
variabili  è  identicamente  uguale  ad  una  somma  di  somme  muh 
pie  rispettivamente  moltiplicate  per  dei  coefficienti  costanti. 

Infatti,  se  A-a^Sft-j;»»  sia  p.  es.  un  termine  qualunque  della  fu 
zione  intera  ¥(7,  p,  -^j  5  ,  .  .  . ,  i)  di  cui  si  tratta,  essendo  F  p 
supposto  simmetrica  rispetto  a  tntte  le  a,  ^,  y, ....  X,  si  dovraoi 
trovare,  fra  gli  altri  termini  dislinij  di  P,  tutti  quei  termini  t 
stinti  che  si  deducono  da  questo  peraiutando  in  un  modo  qualunqi 
le  tre  variabili  a,  p,  -f  fra  di  loro  e  colle  rimanenti  6  ,  .  .  .  ,  ì.  : 
altre  parole  l'insieme  di  tutti  quei  termini  di  F  che  contengo! 
tre  sole  variabili  elevate  agli  esponenti  p,  ,  p^  ,  Ps,  altro  non  s 
rft  che  la  somma  tripla  Sp,,p,,p,  moltiplicata  per  un  certo  coef 
ciente  costante.  Cancellali  per  un  momento  tutti  qnesti  termini 
quali  già  costituiscono  nna  funzione  simmetrica,  ciò  che  resta  sai 
ancora  evidentemente  una  funzione  simmetrica  intera,  da  cui 
potrà  similmente  separare  un'altra  somma  multipla  S^,,,,,,, 
moltiplicata  per  un  cocflicienie  costante.  Cosi  procedendo  si  co 
elude  evidentemente  che  l'intera  funzione  F  non  è  che  una  soinn 
di  somme  multiple  moltiplicate  per  dei  coefficienti  costanti. 

524.  Ogni  funzione  simmetrica  intera  delie  variabili  et,  %  ■*,,.. 
et  può  esprimere  identicamente  come  una  funzione  intera,  a  eoe 
ficienti  costanti,  delle  somme  semplici  S,  ,  Sj  ,  Sj  ,  .  .  .  . 

Dopo  quanto  si  è  visto  testé,  è  chiaro  che  per  istabìlìre  ques 
teorema,  che  è  d'importanza  fondamentale  nella  teoria  delle  fu 
zioni  simmelrieho,  basterà  considerare,  come  ora  faremo,  il  ca: 
in  cui  la  funzione  gimmetrica  data  sia  una  somma  multipla. 

525.  Una  somma  simmetrica  multipla  si  può  sempre  esprime 
come  una  funzione  intera,  a  coefficienti  numerici  interi,  delle  somn 
semplici  S,  ,  S^  ,  Sj  ,  .  .  .  . 

Cominciamo  infatti  dal  considerare  le  somme  doppie  S. , 
Poiché  : 

8p=aP+gP  +  TP  +  ...+X''  ,  S,^  a'' +  ?■'  +  ...  fX", 
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!,=(a''+^''f7*'+...)(a'+r+Y'+-)=a''''+?'*H...+;''*'+ 


%,,  =  SpS,  - Sj„.j  ,  (1) 

vede  che  la  somma  doppia  Sp , ,  sì  esprime  colle  somme 
Sp ,  S, ,  Sp+g  nel  modo  indicato. 

lenendo  ora  alle  somme  triple  Sj,,^,^,  partiamo  simil- 
lair  egnaglianza  : 

S„ ,  (S^  =  («'■p'  +  aV  +  ■  ■  OCa'  +  g-"  +  y""  +  -  ■  ■)■  («) 

ido  lo  sviluppo  del  prodotto  dei  dne  polinomi  del  secondo 
',  si  otterranno  dei  termini  che  appartengono  all'uno  o  al- 
lei tre  tipi  distinti  seguenti  : 

termini  del  tipo  (i'"p''Y ,  che  si  ottengono  moltiplicando  un 
qualunque  a^^''  del  primo  polinomio    per  un  termine  Y 
)ndo  comprendente  una  variabile  diversa  da  a  e  da  ^. 
eme  di  tutti  questi  termini  ci  dà  evidentemente  la  somma 

termini  del  tipo  a^*'^^  ,  che  si  ottengono  moltiplicando  un 
qualunque  a''p  del  primo  fattore  per  11  termine  a**  del  se- 

:be  contiene  la  stessa  variabile  ohe  sta  sotto  l'esponente  p 

no  fattore.  L'insieme  di  questi  termini  ci  dà  evidentemente 

aa  doppia  Sp^^,^. 

termini  del  tipo  «''f^'',  che  si  ottengono  moltiplicando  an 

qualunque  a^'f;''  del  primo  polinomio  per  il  termine  ^^  del 

I.  La  somma  di  questi  termini  si   vede   similmenie   essere 

>dotto  dei  due  polinomi  sarà  dunque  uguale  ad 
.  (a)  ci  dà  : 

Sp,,Sr  =  Sp,,,,  +  Sp.,,,  +  Sp,,.,, 

ì  si  deduce  ora 

Sp , ,  ,  r  =  Sp ,  ,Sr  -  Sp+, , ,  -  Sp ,  j^^.  (2) 

»  formola  ci  esprime  la  somma  tripla  Sp,,,^  per  mezzo 
ne  doppie  e  dì  somme  semplici.  Se  dunque  sostituiamo  in 
Ielle  somme  doppie  le  loro  espressioni  già  trovate  : 

Sp,,  =  Sp8,-8p,, 

^p*r  ,  ,  =  Sp+rS,  -  %+T>r  .  %  -  j*r  =  ^p%*r  "  Sp^,+r  , 

mo  appunto  la  seguente  espressione  di  8p ,  ^ , ,  in  funzione 
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delle  somme  semplici  : 

527.  Ed  ora  si  potrà  procedere  in  modo  affatto  analogo  per 
colare  la  somma  qoadmpla  Sp ,  ^ ,  ^ , ,. 

Cioè)  partendo  dall'  eguaglianza  : 

Sp,,,A  =  (»''f'Y +  •■■){«'  +  ?•  +  ..■) 

si  dedarrà  primieramente: 

d'ondo  bì  conclade  die  Sp,^,^,,  bì  esprime  per  mezzo  dì  soD 
con  tre  indici  e  di  somme  semplici  ;  onde,  BOBlItuendo  per  le  boe 
con  tre  indici  le  espressioni  già  trovate,  si  avrà  appunto  nn'esp 
sione,  della  forma  voluta,  di  Sp,j,rti  ^^  funzione  delle  son 
semplici. 

E  cosi  procedendo  al  stabilirà  il  teorema  per  qualsiasi  son 
multipla. 

528.  È  imporlante  di  notare  che  in  tutte  le  uguaglianze  t 
scritte  In  somma  di  latti  gli  indici  delle  S  in  ogni  termine 
primo  o  del  secondo  membro  di  una  stessa  eguaglianza  è  cotte 
Dì  qui  segue  che  anche  l'espressione  finale  di  una  somma  mult 
qualunque 

s,,,,, =2A.s».V-.. 

si  comporrà  soltanto  di  termini  nei  quali  gli  esponenti  a, ,  a, ,  o 
soddisfino  all' nguaglianza  : 

(7,  +  2aj  4  3*3  +  4^4  -h  ...=;'  +  ?+  r  +  «+...  . 

La  somma  «,  +  2a,  +  Ba:^  +  ...  è  il  cosi  detto  peso  del  prod 

letterale  S^  'S^  S»  ■  •  ■ ,  definendosi  come  peso  di  un  unico 
tore  8^  l'indice  i  da  cui  è  affetto  e,  come  peso  di  un  prodotti 
somma  dei  pesi  dei  singoli  fattori. 

Possiamo  dunque  dire,  a  complemento  del  teorema  dell'art, 
che  f  termini  che  si  preieatano  nell'espressione  di  una  eoi 
■mtiUipla  Sp ,  „  ,  p , .  .  .  ira  fumione  intera  delle  Sj  ,  S,  ,  S, , . 
sono  tutti  delio  stesso  peso  p  +  q  +  r  +  .... 

ITot»  ed  Eiercìsì. 


1    Si  applichi  la  teoria  esposta  alla  faniìoue  simmetrica  delle   qnt 
variabili  a,  p,  y>  ^  = 

P  =  (a?  +  Y8)CaY  +  pS)(aS  +  Pt)  =  ^  S, ,  ^ , , , ,  4-  i  S, , , , ,. 
2.  Btconoscere  che: 
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di  dimostraro  in  luo^o  più  opportuno,  cioè  al  Gap.  X 
ratteremo  delle  funsioui  ■iminetrìcha  delle  n  variabili  oonsìde- 
I  le  n  aolacioDi  di  un'eqnatione,  che  le  infinite  aomme  aamplici 
.  ai  poasono  sempre  esprimere  come  funsioni  intere,  a  coefflcieDti 
Ielle  S,  ,  S,  ,  .  .  .  ,  S,. 

nceerlare  che  f(s,  y,  t ,  .  .  .  ,  n)  j  $iinMelrÌca,  batta  verificar»    (cfr. 
S  i",  Nota  4*)cft«  Mta  «on  i  allerala  dalle  due  loilitutioni  circolari 
n)  ed  Ijit  .  .  .  n), 
icouoaci,    mercè    questo    criterio,    la    simmetria    della    funsi one 


-  Fonatonl  a  due  o  ptA  Talorl. 


I!a  f{x  ,y,z,...,u)  una  funzione  ben  determinata  delle 
>ili  X  ,y  ,  z  ,  . .  .  ,u,  ed  S  una  qualunqne  delle  [n  sostJtu- 
B  si  possono  eseguire  fra  le  medesime.  Noi  diremo  cLe  la 
f  ammette  la  sostituzione  8  [oppure  anche  cbe  la  Gostitu- 
ascia  iDRlterato  il  va^orti  algebi-ico  dì /*)  quando  la  ftanzione 
la  funzione  cbe  si  deduce  da  f  eseguendo  fra  ì  suoi  argo- 
sostituzione  S)  è  identicamente  ugnale  ud  /  (cioè  prende 
I  valore  di  f  per  tutti  i  valori  delle  variabili). 

]  facile  riconoscere  che  le   Bostitìizioni   ammesse    da   una 

ìzione  f  costituiscono  un  grappo  (art.  240),  che  si  dirà  il 

appartenente  ad  f. 

Infatti  Hj=  1  ,  Hf ,  .  .  . ,  Hj,   quelle   sostituzioni  che   non 
il  valore  algebrico  dì  /.  Avendosi,  per  supposto,  comnn- 

colga  Hj,  l'identità:  H,/=/',  si  avrà  anche,  comunque  si 

loi  Ej  ,  l'identità  : 

!  evidente  che  «e  due  funzioni  sono  identicamente  uguali, 
nticamente  uguali  anche  le  due  funzioni  che  si  deducono 
mediante  una  stessa  sostituzione  (*). 
■a  aucbe,  per  supposto,  Sj  =  f.  Quindi: 

>tto  HjH,  {**)  delle  due  BOBtituzioni  H,  ed  H,  soddisfa  dun- 
identità  : 

(njSi)f=f; 
la  sostituzione  da  esso  rappresentata  deve  far  parte  delle 


:sto  principio  non  è  più  voro  quando  in  luogo  dei  valori  al^e- 
:onaideriuo  i  valori  numerici  delle  funzioni,  quando  cioè  le  x,  y, 
I  non  rappresentino  delle  variabili  arbitrario,  ma  certi  determinati 
Ed  invero  le  Bostituiioai  che  lasciano  inalterato  il  valore   auma- 

definito,  non  coitituÌMeono,  generalnmile  parlando,  un  gruppo. 
ir  majtKÌore  comodità  intenderemo  d'ora  innanzi   cho    lo    sostitii- 
un  prodotto  ai  esegnano  da  destra  verso  «iniatra. 
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. .  .  ,  H^.  Si  avrà,  cioè,  per  nn  certo  valore  di  i-  : 

1.  Sia  (H)  il  grnppo  ora  considerato  appartenente  alla 
;  f.  Il  sno  ordine  ft  dovendo  essere  (art.  241)  un  dìvisor 
isislerà  un  intero  k  (che  si  chiama  l' indica  del  gruppo) 
ssere  Afc  =  [n,  e  tutte  le  [n  sostituzioni  &a  le  a:,  ,x,  , . .  . 
)tranno  rappresentare  (art.  241)  col  qtiadro  : 

1  .  H,  ,  . .  .  ,  H^ 

E, ,  K^j  »  •  •  •  j  KjH;^ 


^ii  I  KjHj ,  .  .  .  ,  KuHj 

odo  Kj ,  Kj  , .  . . ,  K»  cene  sostituzioni  opportanamente  se 
■a  una  qualunque  delle  (1),  p.  es.  KjH,,  applicata  alla 
e  /*  dà  per  risultato  : 

(KjH.)y=K/H,/)=K/. 

ede  dunque  come  tutte  le  possibili  funzioni ,  algebricam 
nte,  cbe  si  possono  dedurre  da  f{x^  ,  x^ ,  , .  . ,  x„)  medi 
tuzioni  fra  i  suoi  argomenti,  debbono  essere  comprese  t 
azioni  : 

tra  pane  è  facile  riconoscere  che  le  finzioni  (2)  sono  i 
nte  ',  poiché  se  fosse  p.  es.  : 

e  dedurrebbe,  operando  sui  due  membri  con  Er*  (cfr. 
236); 

!,  per  un  certo  valore  dell'  indice  r  : 

K,--  'K(  =  H^ ,     cioè  :     Kj  =  K^H, 

sostituzioni  del  quadro  (1)  non  sarebbero  tutte  distinte, 
amenle  a  quanto  si  è  gì&  detto. 

)ncludiamo  dunque  clic;  il  numero  delle  funzioni  distinte 
assono  dedurre  da  una  funzione  ben  determinata  f(x,  ,  x,  ,.. 
tante  sostituzioni  fra  i  suoi  argomenti,  si  ottiene  dìvìdend 
l'ordine  del  gruppo  appartenente  ad  f. 

2.  Se  f  (fi  ,  f,  ,  .  .  .  ,  f;t)  ^  ""'^  funzione  simmetrica  ben  d 
jta  dei  k  valori  algebricamente  distinti  che  può  prender 
■.ione  f  mediante  sostituzioni  fra  i  suoi  argomenti  x, ,  x^  ,.. 
ì,  se  F  è  la  somma  : 

f,  +  f,  +  ...  tf. 


i.zo=o,Goo'^le 


tifa  F  è  anche  una  funzione  simmetrica  delle  x,  ,  x,  ,  . . .  |  x„. 

Infatti,  ee  S  è  una  sostitazione  qualanqae   fra  \e  x^  ,Xf  ,. . .  ,x^, 

s.F(f,,f,,...,r,)=mr,,8f,,.  .,sa).         (3) 

Ma  le  S/*, ,  S/}  ,  ■  ■  • ,  ^A  sono  ancora  tatte  distinte  ;  poiché  ,  se 
fosse  p.  es.  8Ìff  =  8fj,  se  ne  dedurrebbe  S"''(S/',)  =  S~'(S/j) ,  cioè 
fi  =  fj.  Esse  coincidono  dunque,  fatta  astrazione  dall'ordine,  colle 
elesse  /'i  >  /»  i  •  •  •  >  A-  ^^  ha  dunque,  per  la  supposta  simmetria 
di  F: 

F(SA  ,  SA , . . . ,  SA)  =  F(A  ,  A ,  ■  •  ■ .  A) 

e  per  conseguenza,  confrontando  con  (3)  : 

s-F(A,A,.--,A)  =  F(A.A---.,A)- 

533.  Come  esempio  importante  per  ciò  cbe  seguirà,  notiamo  che: 
<«  f, ,  f,  , . .  . ,  fit  sono  i  valori  algebricamente  distinti  che  può 
prendere  la  f(x,  ,  x^  , . .  . ,  x„)  mediante  soetituziont  fra  i  suoi  ar- 
gomenti, il  prodotto  : 

(z-f.)(z-f,)...(z-fO,  (4) 

ove  z  è  una  nuova  variabile  indipendente  dalle  x,  ,  x, ,  . .  .  ,  x„  , 
reitera  inalterato  da  ogni  sostituzione  fra  le  x, ,  x,  , .  . . ,  x„. 
Saranno  del  pari  funzioni  simmetriche  delle  Xi ,  x^  , , , ,  ,x^ìe 

somme  : 

/•,+/■,+  . ..+A  ,  f,f,+f,f,+rA  +  --.  ,  /•,/•/,  +  ■■• 

che  si  presentano  (cfr.  art.  218)  come  coefficienti  del  prodotto  (4) 
sviluppato  eecondo  le  potenze  di  z. 

534.  Se  H'j  =  1  ,  H',  ,  .  ■  . ,  H'^  ,  sono  le  sostitueioni  di  un  grup- 
po (E')  contenuto  nel  gruppo  (H),  appartenente  alla  funzione 
f(Xi ,  Xj ,  .  . ,  ,  x„),  e  l'insieme  di  tutte  te  |_n  sostituzioni  fra  le 
^i , . .  . ,  x„  SI  rappresenti  col  quadro  : 

H', ,  H',  , .  . . ,  H\. 

K'jH-,  ,  K',H', K',H'v  (5) 


V-H',  ,  K'».H', , . .  . ,  K'fc-H's. 
+  K',f+K',f+...+ZVf 


ie,  più  generalmente,  una  funzione  simmetrica  qualunque  di  queste 
V  funzioni)  è  una  funzione  simmetrica  delle  Xj ,  x,  , .  . . ,  x„. 
Basterà  dimoslrare  cbe  applicando  alle  k'  funzioni  : 

f,K',f,K'^,...,K\-  (7) 

una  stessa  sostituzione  qualunque  S ,  le  nuove  funzioni   ottenute 

non  differiscono  dalle  (7)  cbe  per  l'ordine.  Ora  ciò  sarìl  senz'altro 
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evidente,  quando  avremo  dimostrato  che  la  V  funeioni  (7)  al 
non  sono  che  le  k  funzioni  algebricamente  distìnte  f i ,  f »  , .  ■ . 
(dell'art.  531],  ognuna  però  ripetuta  lo  ateggo  numero  di  volte. 

Invero,  bo  le  sostituzioni  del  grappo  (H)  si  rappresentano, 
procedimento  dell'art.  241,  col  qnadro  : 

1  ,  H',  , .  .  .  ,  H\. 

L,  ,  L,H',  ,  . .  . ,  L,H\ 


Li  ,  L;,H',  , . . . ,  LiH\ 

b  chiaro,  confrontando  col  qnadro  (1),  che  le  fA'  soatitnzioni 
coincìderanno  colle  k-X-h'  sostitazioni  dei  tipo; 

Kì-Lj.H'b,  (K,=L,=HV 

coBicchfe,  per  le  k'  soatitnzioni  :  E',  ,  K'g  ,  ...  si  potranno  Bcegli 
i  k'  prodotti  del  tipo  Kj-Lj.  Ora,  di  questi  fcX  prodotti,  quelli 
hanno  per  primo  fattore  nno  stesBO  K|,  cioè: 

K(Li  ,  KjL,  , .  . . ,  KiLn 

applicati  alla  funzione  f,  danno  evidentemente  per  risultato 
stessa  ftinzione  E/,  giacché  le  L,  appartenendo  al  gmppo   ( 
non  possono  alterare  la  f.  Concludiamo  dunque  appunto  che  le 
coincidono  colle  (2)  ripetute  ciascuna  X  volte. 
Nel  caso  speciale  della  somma  (6),  b  chiaro  che  ai  avr&  ; 

r+  K\f+  ...+  E';,/ =  -|  /•  +  E/4  . .  .+S.A. 

535.  Se  mediante  la  fonzioDO  f(x,  ,  x,  , . . . ,  x„)  si  formi  il  e 
posto  razionale  : 

AJ'^  +  A/^~'  +  . . .  +  A^./  +  Ax 
B^f^  +  B/i^-'  +  .  .  .  +  B^./  +  B^ 

che  indicheremo  con  F(a;,  ,  x^ ,  . . .  ,  x„),  in  cui  le  Ag  ,  A,  ,  . 
Bo  ,  Bj  , .  . .  sono  delle  semplici  costanti,  ovvero  delle  funz 
Bimmctriclie  ben  determinate  delle  x,  ,  x,  ,...,!«„ ,  è  aenz'a 
evidente  che  tutte  quelle  sostituzioni  fra  le  variabili  x, ,  x,  ,..., 
che  lasciano  inalterata  la  f,  laecieranno  del  pari  inalterata  la 
Per  conseguenza  il  gruppo  di  F  conterrà  come  suo  sotto-gru 
il  gruppo  di  f  (che  potrebbe  anche  coincidere  collo  stesso  gru 

din. 

E  assai  importante  di  dimostrare,  come  appunto  passiamt 
fare,  la  verità  della  proposizione  recìproca. 

536.  Taorfma  di  Lagrange.  —  Bate  le  due  funzioni  F(x^  >  •  •  •  , 
ed  f(Xj ,  ... ,  x„),  affinchè  la  F  sipoasa  esprimere  identicamente  a 
un  compoeto  razionale  della  f,  i  cui  coefficienti  giano  delle  fum\ 
gimmetriche  delle  x, ,  x^ , ... ,  x„ ,  è  necessario  e  sufficiente  che  la  F 
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fio  alterata  da  quelle  sostituzioni,  fra  le  variabili  x,  ,  Zj , ... ,  x„ , 
che  latciano  inalterata  la  f. 

Si  è  risto  or  ora  ctie  la  condizione  enanclata  è  necessaria.  Ci 
resta  a  far  vedere  ctie  essa  è  anche  sofBciente;  cioè  che  è  possi- 
bile nn'espreBsione  di  F  sotto  la  forma  indicata,  quando  il  grappo 
di  F  contiene  tutte  le  sostituzioni  del  gruppo  di  f. 

Siano  f  ,ft  ,fa  >  ■  ■  •  I  fx^  valori  algebricamente  distinti  che  può 
prendere  la  f  mediante  soBtitnsioni  fra  ]e  Xi  ,  x^ , .  .  , ,  x„  e  siano 
F, ,  Pj ,  F,  , .  , .  ,  F»  i  corrispondenti  valori  di  P  ;  con  che  inten- 
diamo di  dire  che  F,  è  quella  funzione  che  nasce  applicando  ad 
F  quella  stessa  soetitazione  che  ha  servito  per  dedurre  da /'la  ^. 

Se  poniamo  per  brevità  : 

!  W  =  (2  -  nc^  -/,)(«  -  A)  ■  •  •  C»  -  A)  (8) 

ove  s  b  una  nuova  variabile  indipendente  dalle  a;,  ,...,«„ ,  il 
prodotto  : 

sari  una  funzione  delle  x,  ,  x^  , .  .  . ,  x„  il  cai  grappo  contiene 
evidentemente  il  gruppo  di  f;  cosicché  la  somma: 

*M  =  F^+F.J<fl  +  ...+P.-?<5l-  (9) 

sarà  {art,  534)  una  funzione  simmetrica  rispetto  alle  a;,  ,  a;^ , ... ,  a;„. 
Sostituendo  in  questa  identità  /  in  luogo  di  z  e   tenendo   pre- 
sente la  (8),  se  ne  ricava  : 

^  "  ir-U){f-h)---{f-r,ò'  *^°^ 

Intanto,  se  nell'identità  (8)  si  ponga  2  -f  h  in  luogo  di  z,  si  svi- 
lappioo  i  due  membri  secondo  le  potenze  di  h  e  si  eg^aaglino 
quindi  i  coefficienti  di  h  nel  primo  e  secondo  membro,  si  ottiene 
(art.  501)  : 

'■")%^,^-^/•- i^k' 

d'onde  si  deduce  per  «  =  /': 

fW  =  (/■-«(?■- «.•.(/■-«■ 

Se  dnnqne  introduciamo  le  faozioni  simmetrlolie  (cfr.  art  533)  : 


coBiccliè  la  (8)  si  può  scrivere  : 

t(e)  =  z'  +  A,»»-'  +  A^-"  +  . 
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abbiamo  : 

Sostitneado  ciò  in  <'.0)  Teniamo  cosi  a  consegnire  per  F  l'espi 
sìone  della  forma  desiderata,  cioè  ; 

^   »(/■) *(n 


Il  teorema  resta  cosi  dimostrato. 

537.  Volendo  precisare  maggiormente  la  funzione  *,  si  svolgi 
i  quozienti  della  formola  (9)  mediante  la  regola  di  Bofflni,  • 
ci  dà: 

-i^  =  z»-i  +  (/■,  +  A,)z*-»  +  (A*  +  A/,  4-  A,)3»-«  +  .  .  .  . 
Introducendo  le  funzioni  simmetriche  di  ir,  , .  . . ,  x„: 

tt;  =  F/"  +  F//  +  F^j'  +  . .  .  +  F,A', 
si  otterrA  cosi  : 

«(z)  =  +o2*"'  +  ("t,  +  A,.^o>*''  ■*■  (tj  +  Al*!  +  Aj^oìs*-»  +  . .  . 
onde  la  (11)  si  potrà  scrivere: 

^/*-'+(';',+A,^„)/'*-'+(^,+A,i/.+A,^J/' *-'+■■■ 
fc/-*-'+{A;-I)A/*^(fc-2)A/*-»+...+At_,     ' 

538.  Come  applicazione  della  teoria  esposta  ci  occuperemo 
della  ricerca  di  quelle  funzioni  razionali  delle  variabili  Xj  ,x,,.. 
che  possono  prendere  due  soli  valori  per  tutte  le  sostitnzioni 
le  variabili.  Ciò  equivale  a  ricercare  {art.  531)  quelle  funzioni 
zionali  II  cai  gruppo  ha  per  ordine  la  metà  di  [n. 

Conviene  dunque  innanzi  tatto  investigare  se,  oltre  al  gru 
alternato  da  noi  già  conosciuto  (art.  245),  che  è   appunto   di 

dine  "=■,  possano  esìstere  altri  gruppi  dì   questo    stesso    ordì 

composti  con  sostituzioni  appartenenti  al  gruppo  simmetrico  i 
formato  da  tutte  le  [n  sostiiuzioni  fra  le  Xj  ,  . .  .  ,  x„.  La  rispi 
è  negativa. 
Slana  infatti  : 

H,  =  1  ,  H, ,  Hj ,  . .  .  ,  Hs 


nel  grappo  simmetrico  (G). 

Esisterà  almeno  una  trasposizione  T  non  compresa  fra  le  ( 
poiché  se  il  gruppo  {H)  contenesse  tutte  le  trasposizioni,  dovrc 
anche  contenerne  i  prodotti,  cioè  (art.  238)  tutte  le  (n  sostituz 
fra  le  X,  , ... ,  x,.  Per  conseguenza  il  gruppo  (O),  sarà  costll 
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(art  241)  dalle  N  sostitQzlonl  (13)  e  dalle  N  sostituzioni  : 

HiT  ,  H,T  ,  HjT  , .  .  .  ,  HnT  (14) 

0  ancbe  dalle  sostituzioni  (13)  e  dallo  sostiluzioui  : 

THi  ,  THg ,  TH,  ,  .  . . ,  THs.  (14)' 

Di  qui  segue  evidentemente  che  le  (14)  coiiicidor  debbono,  fatta 
astrazione  dall'ordine,  colle  (14)',  Bieche  si  avrà  per  ogni  valore 
dì  i  e  per  an  opportuno  valore  di  j: 

HiT  =  THj.  (15) 

Si  vede  inoltre  che  il  prodotto  di  nn  numttro  pari  di  sostituzioni 
scelte  fra  le  (14)  darà  sempre  ana  sostituzione  appartenente  ad 
H;  poiché  se  una  qualunque  delle  (14),  p.  cs.  U^'V,  si  moltiplichi 
per  un'altra  qualunque  delle  (14)',  che  sia  p.  es.  TH, ,  si  otterrà 
come  prodotto,  essendo  T*  =  l: 

H,.T-TH,  =  H^T*H,  =  H,.H,. 

Se  dunque  noi  dimostreremo  che  tutte  le  possibili  trasposizioni, 
fra  le  X, , .  . . ,  a;„ ,  si  trovano  comprese  fra  le  (  L4) ,  ne  seguirà 
che  tutte  le  sostituzioni  equivalenti  ad  un  numero  pari  di  traspo- 
sizioni faranno  parte  del  gruppo  (H),  il  quale  dovrà  perciò  coin- 
cìdere (art.  245)  col  gruppo  alternato,  come  si  ha  in  mira  di  di- 
mostrare. 

Se  sia  p.  es.  (iTiJCj)  la  trasposizione  T,  che  già,  per  Ipotesi,  fa 
parte  delle  (14),  ci  basterà  dimostrare  che  fra  le  stesse  (14)  6  con- 
tenuta anche  la  (x,a:g)  ;  poiché  in  modo  simile  si  dedurrà  poi  suc- 
cessivamente che  si  trova  fra  esse  compresa  qaalaiasi  altra  tra- 
sposizione. 

Ora,  per  {x^x^  =  9^  si  paò  scrivere  : 

{a:,a;s)  =  &  T3.  (16) 

Ma,  se  2  appartiene  al  gruppo  H,  e  sia  p.  es.  9  =  H( ,  si  ha,  per 
qnanto  sì  è  già  notato  : 

9  T9  =  H,-TH,  =  Hj-HjT  =  H,.T  , 

onde  la  {x^x^  farà  appunto  parte  delle  (14).  Se  poi  9  appartiene 

alle  (14),  e  sia  p.  es.  9  =  H^T,  si  avrà  del  pari  : 

9  T9  =  HjT  ■  T  ■  H(T  =  H(T'H,T  =  H/T  =  H,.T 

Resta  cosi  dimostrato  quanto  si  voleva,  cioè  che  esiste  un  unico 
gruppo  (il  gruppo  alternato),  che  sia  ài  ordine  uguale  alla  metà 
dell'ordine  del  gruppo  simmetrico. 

S39.  Ogni  funzione  razionale  delle  variabili  x,  ,  Xj  ,  .  .  .  ,  x„  che 
sia  sìiscettibile  di  prendere  due  soli  valori  algebricamente  distinti, 
per  tutte  le  sostituzioni  fra  ie  x, , .  ■  . ,  x„  ,  È  contenuta  nell'espres- 
liotu  (f  +  O^,  in  cui  9  e  <Ji  sono  funzioni  razionali  e  simmetriche 
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due  a  due. 
Sìa  infatti  F  ana  funzione  razionale,  a  due  valori,  delle  v( 

bili  Xi  ,  .  .  .  ,  x^.  Il  suo  gruppo,  dovendo  essere  dell'  ordine 

coinciderà  necessariamente  col  gruppo  alternato,  giacché  si  i 
ora  dimostrato  essere  questo  l' unico  gruppo  di  quest'  ordine 
le  X,  ,Xf  ,  .  .  .  ,  a;„. 

D  altra  parte ,  anche  la  finzione  D  sopra  defluita  appart 
allo  stesso  gruppo  alternato  ;  come  si  vede  chiaramente  prende 
per  D  l'altra  espressione  equivalente  (art.  481)  : 


la  quale  resta  inalterata  per  un  numero  pari  di  scambi  fra  le 
lonne,  cioè  per  le  sostituzioni  equivalenti  ad  nn  numero  pari 
trasposizioni  f^a  le  x^  ,  ... ,  a:„  (il  cui  insieme  è  appunto  i!  gm 
alternato)  e  cambia  invece  di  segno  per  un  numero  dispari 
scambi  fra  le  colonne,  cioè  per  le  sostituzioni  di  classe  dis] 
fra  le  a;,  ,  ... ,  x„. 

La  funzione  F  si  può  dunque  esprimere  <arl.  536)  sotto  la  for 

AqDH  A,D^-' +  .  ■  .  4  A^ 

essendo  le  Ag  ,  A,  ,  . . . ,  Bg  ,  B, , .  .  .  fimzioni  razionali  simmi 
chti  delle  x, , .  . .  ,x„. 

Ma  la  potenza  D'  è  ancor  essa  una  funzione  simmetrica  d 
Xj  , .  .  . ,  x^,  se  l'esponente  intero  i  è  pari  ;  e,  se  f  è  dìspari, 
es.  i  =  2j  +  1,  si  può  scrivere  più  semplicemente  : 

D*  =  D»'"=D"'.D=A-D 

dove  A  è  (unzione  razionale  e  simmetrica  delle  se, , . .  . ,  a;„. 
Si  può,  per  conseguenza,  prendere  per  P,  in  luogo  della  (1 
r  espressione  piti  semplice  : 

„     AoD  +  A. 


BoD  +  B, 

e  quindi  anche  : 

(A.DtA.)(B.D-j.) 

B,'D'-B'  -»  +  "» 
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AoBaD'-A,B,  ,  _  A,Bo  -  A^B, 

''"     BoD»-B,*       *'*'■"    B(,D»-B,* 

panto  fanzioni  simmetriche  delle  x,  ,  .  .  .  ,  a;„  ;  e.  d.  d. 

!!hmderemo  questo  §  con  una  proposizione  che  bI  può  ri- 
e  come  ]a  reciproca  di  quella  dell'art.  630,  cioè:  se  B.  Ì 
ìpo  di  tostituzioni  fra  le  variabili  Zj  ,  x^  , .  .  .  ,  x„  ,  esiste 
una  funzione  intera  f(x^  ,  Xj  , ,  . . ,  x„)  il  cui  valore  alge- 
sta  inalterato  per  le  sostituzioni  di  S.  ed  è  invece  alterato 
altra  sostituzione. 
□,  se  ocj  ,  a, ,  ,  . . ,  a„  sono  n  coefficienti  costanti  ttA  loro 
itinti,  la  finizione: 


=  «,a:i  +  O^,  +  . 


•  +  "n^n 


&  evidentemente  [n  valori  algebricamente  distinti  per  le  [n 
odI  fra  le  X,  ,  Xj  , . . . ,  x„. 

osto,  Be  <ri  I  7)  f  ■  ■  • ,  <Pa  sono  ì  valori  che  nascono  da  f 
:e  le  sostituzioni  di  H,  è  chiaro  che  la  funziono  : 


-  "PiXp  -  9»)  •  •  •  (p  -  7») 


(19) 


inalterata  per  tntte  le  sostituzioni  di  H,  comunque  si  de- 
ll parametro  costante  p. 

è  la  (19)  sia  la  funzione  desiderata,  basterà  dunque  eeclu- 
ìgU  infiniti  valori  che  si  potrebbero  scegliere  per  p,  quei 
manifestamente  in  numero  finito  (cfr.  arr.  480),  per  t  quali 
resterebbe  altresì  inalterata  da  qualcuna  delle  [n  —  h  so- 
li che  non  appartengono  ad  H. 


§  12.0 


-  Qooaiente  di  dae  fastlont  Intero. 


Siano  : 
.)=aox'"-|-a,x"" 


9(x)=box"+b,x'*->+...+b„ 


tztoni'  intere  date  della  variabile  x  e  sia,  per  /Issare  le  idee. 
Si  possono  sempre  determinare,  ed  in  uit  unico  modo,  due 
i  intere,  l'una  : 

Q(x)  =  qox"-"  +  qX"~"~*  +  ...+  q„.n 

do  m  —  n,  l'altra  : 

R(x)  =  rox"-»  -t-  tiX"-'  -I- .  . .  +  r„_, 

io  n  —  1,  tali  da  avere  identicamente  : 

f{x)  =  QCx)if(x)  +  R(x). 


li,  posto  per  brevità  « 


(1) 

n  =  h,  affinchè  sia  soddisfatta  la 
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identità  (1),  cioè  : 

a,x"'+...+(i„=(feoa;''+6,a:"-H...+6„}Cgoa!*+j,!r*->+...4g») 

bÌBOgna  che  siano  egaali  nei  dac  membri  1  coefficienti  delle  ] 
lenze  simili  di  x,  cioè  che  si  veriflcbino  le  relazioni: 

l   «o-ftogo  =  0 


(    «A  -  6a?,  -  6ft_,S,  -  . .  .  -  boSo  =  0 

ÌOft+l  -  \+i?o  -&/.?!-  ■■•  -  ^,Qh  -^0  =  0 
"■  —  ^n9h  "  '"n-l  =  ^  > 

in  cai  B'ìntendono  avere  valore  nullo  quei  coefficieDtì  b  il  cai  in- 
dice riuscisse  superiore  ad  n. 

Ora  colle  (2)  si  possono  evidentemente  determinare  Bnccessiva- 
mente  ed  in  un  unico  modo  I  coefficienti  9,, ,  g,  ,  • .  •  della  fun- 
zione Q(,x),  e  quindi  colle  (3)  si  determinano  dipoi,  del  pari  in  on 
„«,-«  ™«Hn  i  n««m^i»n,i  ^     -,,...  della  il(a!). 

possono  sempre  determinare  ed  in 
J(a;)  ed  R(a:)  che  devono  soddisfare 
no  risp.  il  quoziente  ed  il  resto  della 
citviijfntfoj  per  la  funzione  ^(x)  {di- 
ina,  funzione  di  primo  grado  (cbe 
forma  x  —  a),  il  resto  Barftana  fan- 
costante  ;  0  dall'identità  : 

-«).Q(a:)  +  C 

ev'esserc  C  =  fia), 
con   quella   ottenuta  al   §  4.°  che 
Ruffiui,  vediamo   cbe  i  coefficienti 
e  ed  it  resto  C  si  ottengono  appunto 

,  0  =  q„_ia  +  a^af(a). 

livisione  di  F(x)  per  <b(x)  è  idenil- 
B  si  ha  identicamente  : 

di  F\a:),  0    che   F(x)    è    divitibilt 
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Se  4(z)  è  ana  funzione  di  grado  zero ,  cio6  ana  costante ,  è 
chiaro  che  essa  potrà  sempre  soddisfare  ad  un'eguaglianza  della 
forma  precedente  ;  cosicché  nella  teoria  della  divisibilità  delle  fun- 
zioni intere  le  costanti  debbono  considerarBÌ  come  divisori  esatti 
di  qualsiasi  funzione  intera  F(a:},  precisamente  come  nella  teoria 
della  divisibilitb  dei  numeri  interi  l'unita  si  riguarda  come  divi- 
sore di  qualsiasi  numero. 

Ciò  posto,  due  funzioni  intere  si  dicono  prime  fra  loro  se  esse 
non  lianno  alcun  divisore  comune  variabile.  Si  è  detto  variabile 
per  escludere  il  caso,  che  sempre  ha  luogo,  di  divisori  comuni 
costanti.  Secondo  qaesla  definizione,  se  due  funzioni  intere  non 
Eono  prime,  esse  avranno  un  divisore  comune  aimeno  di  primo 
Krado  in  x. 

EseroM. 


I.  Trovare  il  qsoiiente  ed  il  reato  dell»  diviaioue  di  2*'— 7«*  +  a»'+2*-|-8 
per  ^-2xi  5  calcolando  i  eoeScienti  del  quoziente  e  del  reato  col  metodo 
spiegato. 

'i-  Verificare  come  qoeato  metodo  coinuìde  in  aoatanza  con  quello,  che 
si  tiene  nella  pratica,  fondato  aulla  conaideraaione  dei  aucceaaiTÌ  ditndeudi 
parziali.  Il  calcolo  ai  dìapouo  come  aegne  : 


2x5  -  73^  +  3x»  +          +  2a:  4  8 

|x>-2a:  +  5 
2x»  -  7a;  +  7 

-  7x*  +  73^»  -  lOx»  +  2a  +  8 
+  7x*           -  14a;»  +  35x 

7a:»-24x*+  37a:  +  8 

—  7x'             4  14a;-35 

-24a:»  +  51x— 27 

Si  trova  coal  Q  =  2*'-7x  +  7  ,  R  =-24*'  +  61«-a7. 

§  13."  —  Massimo  oomoD  divisore  di  dae  fanalont  intere. 

644.  Date  due  funzioni  intere  f{x)  ed  /'/ir)  del  gradi  rispettivi 
nt  ed  n,  ci  proponiamo  di  trovare  un  procedimento  col  quale  sia 
possibile  di  indagare  se  esse  abbiano  o  no  qualche  divisore  co- 
mane,  oltre  le  costanti  che  debbono  considerarsi  come  divisori  di 
qualsiasi  l'unzione. 

Suppongasi  che  m  non  sia  inferiore  ad  n,  e  si  indichino  con  f 
ed  ff  r>sp.  il  quoziente  ed  il  resto  della  divisione  di  f  per  /',.  Si 
avrà  identicamente  : 

r=<ff>+r,    (1),        onde:        r~<ih=fr  (1)' 

Ora,  se  iji  è  una  funzione  intera  clie  divide  simultaneamente  f 
ed  f^ ,  dev'  essere  : 

Cafelli.  — /«(ifuitoni  Ai  anoliii  algabriea,  S.*   odia.  89 
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con  g  e  gì  funzioni  intere.  Si  dovrà  dnnqoe  avere ,  sostitt 
nella  (1)',  l'identità: 

la  quale  dice  che  anche  /',  6  divisibile  esattamente  per^,  es 
9  "  ^9\  una  funzione  intera  di  x. 

Similmente  si  vede  dalla  (1)  che  ogni  fhnzione  intera  che  < 
Bimnltaneamente  /,  ed  f^,  dovrà  dividere  f.  Dunqne  : 

Tutte  le  funzioni  intere,  diviiori  comuni  di  due  funzioni 
f, ,  coincidono  coi  divisori  comuni  di  f^  ed  f,  ;  eetendo  f^  il 
della  divisione  di  f  per  f, ,  tupposto  il  grado  di  f  non  inf 
a  quello  di  fj. 

545.  Essendo  ura  f^  di  grado  inferiore  ad  f^  (al  più  di  i 
n— 1),  Bi  indichino  con  9,  ed  f^  il  quoziente  ed  il  resto  de 
visione  di  f,  per  /',  ;  onde  si  avrà  l' identità  : 

dalla  quale  risalta,  come  poco  fn,  che  tutti  i  divisori  come 
ff  ed  /, ,  e  quindi  anche  i  divisori  comuni  di  fedf^,coìa( 
coi  divisori  comuni  di  f^  ed  f^. 
Cosi  procedendo  si  possono  formare  successivamente  le  ide 

f  =5A   +/, 


A  =  9/r*l +  /;+..  /V+t  = 

nelle  quali,  poichb  le  nuove  funzioni  ottenute  f^  tfsjfi,  ••> 
di  grado  continuamente  decrescente,  si  dovrà  certo  perven 
una  funzione  f^^^  di  grado  nullo ,  la  quale  si  ridurrà  quin 
una  semplice  costante. 

Imporla  ora  dÌBlingucrc  il  caso  in  cui  questa  costante  è  d 
da  zero  da  quello  in  cui  essa  è  ugnale  a  zero. 

Nel  primo  caso  le  due  funzioni  date  f  ed  fj  non  possono 
alcun  divisore  comune  variabile,  dovendo  tutti  i  divisori  e 
di  f  ed  f,  dividere  f^^^ ,  che,  per  supposto,  è  una  costante  d 
da  zero.  Dunque  le  due  funzioni  date  sono  prime  fra  loro. 

Nel  caso  invece  che  la  costante  /'^,  sia  zero,  l'ultima  rt 
ne  (2)  diventa  : 

la  quale  dice  che  ogni  divisore  di  /'^^.,  è  anche  un  divisore 
e  quindi  è  un  divisore  comune  di  f  ed  /",.  Recìprocamente 
divisore  comune  di  f  cA  f^ ,  dovendo  essere  un  divisore  c( 
di  fr  e  di  /',., ,  dividerà  f^^i.  Di  qui  segue  che  tutti  i  divisori  e 
di  f  ed  fj  coincideranno  col  divisore  della  f^^i.  Quesl'nltim 
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zione,  che  non  b  nna  costante,  si  chinma  perciò  il  m< 
divisore  di  f  ed  ty  In  entrambi  i  casi  pnì>  dirsi  ch( 
Tatti  i  dioisori  comuni  di  f  ed  f,   coincidono    coi 
magnino  comun  divisore  delle  stesse  f  ed  f,. 

546.  Se  una  funzione  intera  T  divide  il  prodotto 
rioni  F  e  ^  ed  è  prima  con  una  di  es$e,  deve  divi- 
riamente  l'altra. 

Infatti,  se  la  fanztone  T  è  prima  con  F,  appllcam 
ora  esposto  per  la  ricerca  del  masBÌmo  dlTisore  com 
delle  identità  della  forma  : 

F  =  ^T  +  r, 

*  -  9,p,  +  r, 

F,  =  <P,F,  +  Pg 

con  C  costante  diversa  da  zero.  Moltiplicando  ora  i 
condì  membri  di  queste  identità  per  6  si  hanno  le 

*F=  ip-OT  +*Fi 


*F^_,  =  (p,.-  *F^  +  ^F„i 

d'onde  segne,  poiché  T  divido  per  ipotesi  il  prodott 
deve  dividere  i  prodotti  : 

OF,  ,  OFj  , . . . ,  *F,.^., ,  C* 

l'nltìmo  dei  qnali,  fatta  astrazione  dal  fattore  costa 
punto  la  fauzione  *.  Dunque,  ecc. 


Vota  ed  Esaroisi. 


lan  divisore  delle  dae  funsi on 

«»  +  2«'-*-2        ed        X»  +  2a;»-8. 

2.  Nel  calcolo  del  muaimo  comao  divisore  dì  dne  fansion 
iupoTtMiia  prfttic»  le  seguenti  osscrvasioni  che  henne  pei 
tue  i  nnmeri  fraiionariì. 

l.°J  Dna  delle  due  fnationi  di  cui  si  ceree  il  massimo  e 
li  pa6  moltiplicare  per  nn  fattore  costante  arbitrario  puri 
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Ecro.  Con  ciò  il  massimo  oomun  divisore  noa  si  viene  ad  alterare  che 
uu  fattore  costaiite,^il  ohe  non  ha  importaDca. 

2.°)  Se  duiante  ta  diviiiione  di  due  funiiotii,  fatta  col  metodo  dei 
videodi  partiali  (V.  Esercizi  del  g  pree.)  si  moltiplica  un  dividendo  pi 
Kiale  per  un  fattore  coetante  arbitrario  diverso  da  lero  e  si  proscgae 
divisione,  il  quoziente  verrà  ad  essere  alterato,  ma  il  resto  non  si  alteri 
che  di  nn  fattore  costante.  Perciò  questa  modificazione  dei  calcoli  è  se 
pre  permessa  nella  ricerca  del  massimo  comun  divisore. 

Dimostrare  tutto  ciò  e  riconoscere  sa  un  esempio  come,  oon  queste  n 
dificazioni,  si  possano  eliminare  tutte  le  fracioDÌ  di  mano  in  mano  che 
presentano. 
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CAPITOLO  VII. 

OPEBAZIONI    CON    NUMERI    REALT. 


1.0  —  Problemi  ohe  condnoono  alla  Introdazlone 
del  numeri  Irnulonall. 

Dltre  alle  quattro  operazioni  foDdfimentali  esistono  altre 
mi,  dì  natara  essenzialmente  algebrica,  le  quali  non  si  pò- 
)  sempre  effettuare  qualora  il  campo  degli  enti  aritmetici 
se  limitare  ai  soli  numeri  razionalJ.  Cosi  p.  es.  l'operazione 
razione  di  radice  quadrata  da  un  numero  razionale  posi- 
esprcssa  dal  simbolo  ^p ,  sarebbe  possibile  soltanto  nel 
cui,  messo  p  sotto  la  forma   —   con  m  ed  n  interi  posi- 

ni  fra  loro,  ciascuno  dei  numeri  interi  vi  ed  n  fosse  un 
o  esalto;  poiché  nel  caso  contrario  (cfr.  art.  398)  non  esi 
lon  numero  razionale  clic  elevato  a  quadrato  riproduca  p. 
10,  se  indichiamo  con  A  il  complesso  di  lutti  i  numeri  ra- 
a,  ,  a^ ,  ag ,  . .  .  i!  cui  quadrato  è  minore  di  p,  e  con  A'  il 
80  di  tutti  i  rimanenti  numeri  razionali  a',  ,  n',  ,  o'g  , .  .  . 
uadrato  è  maggiore  di  p,  queste  due  classi  di  numeri  go- 
dile due  proprietà  seguenti: 

Ogni  numero  contenuto  nella  classe  A  è  minore  di  ogni 
contenuto  nella  classo  A'. 

Data  una  quantità  positiva  e  scelta  piccola  ad  arbitrio, 
[ino  sempre  due  numeri  a^ ,  a'j,  il  primo  della  classe  A  e 
do  della  classe  A',  tali  che  la  loro  differenza  a'j  —  a^  sia 
tela  di  E. 

icste  due  proprietà  la  prima  è  senz'  altro  evidente.  Per  di- 
e  la  seconda  si  considerino  i  successivi   numeri   razionali 


.(«  +  1)t,, 


il  primo  fra  essi  che  abbia  il  suo  quadrato  maggiore  dì 

ne 
to  numero   —  dovrà   trovarsi   ncccssaruimente ,   poiché   i 

ivi  termini  della  progressione  aritmetica  (1)  diventano  scm- 
grandi  fino    a    superare    qualunque   numero    assegnabile 
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grande  qnanio  ei  voglia.  Foicbè  allora  il  numero  - 
termine  per  il  quale  si  ha  : 


(".-)■> 


>P> 
precedente  (n  —  1)-  darà 

ille  dae  classi  A  ed  A'  rlspettivameiite  i 
-  ed  a'j  =  n--  la  cai  differenza  sar&: 

i  di  E. 

proprietà  ora  menzionate  gì  può  ancbc 
Va  le  due  classi  A  ed  A',  benché  compo- 
i,  vi  può  essere  un  avvicinamento  indefi- 
Acile  di  riconoscere  che  non  esiste  alcnii 
linaio  11  quale  rappresenti,  per  così  dire, 
e  delle  due  classi,  cioè  un  numero  deter- 
leere  avvicinato  indefinitamente  (*)  sia  con 
he  con  numeri  della  classe  A'. 

è  possibile,  che  esistesse  un  certo  numero 
nasse   la    separazione    precisa   delle   due 

allora  le  differenze  a-Oj  ed  a'^-— a  si  po- 
:  a  piacere  scegliendo  opportunamente  gli 
.mero  a^  non  potendo  essere  uguale  a  p, 
fissare  le  idee,  che  sia  maggiore  di  p,  cioè 

a.^  =  p  +  s  (2) 

numero  positivo  diverso  da  zero.  Se  ora 
aalunque  a  della  classe  A,  sarà  per  sup- 
stitnendo  in  (2)  sì  avrà  : 

a*  >  a*  +  £ 


=  (a  -H  a)(a  —  a), 


(a  +  «)(«  -  a)  >  e 


se,  è    chiaro    che    eaao    dovrebbe    m- 
i  A  ed  <  di  tutti  quelli  di  A'. 
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dendo  per  (a  +  a)  : 

E 

'  a  +  a 
ira  nel  deDomìnatoro  del   secondo    membro   BOBtitalamo   in 
di  a  il  Diimero  maggiore  a,    esso   crescerà   e    per   conse- 

a  diminair&  ÌI  valore  della  frazione  ridacendosì  al  va- 

a^-  a 

lib  piccolo  ^.  Si  avrà  dunque  a  fortiori  ; 


il  secondo  membro  rappresenta  una  qnantit&  determinata, 
udente  d^Ua  scelta  del  nomerò  a;  perciò  questa  disagna- 
a  ci  dice  che,  comunque  si  scelga  il  numero  a,  la  differenza 

on  potrà  rendersi  mai  piti  piccola  del  numero  — .  Qnestona- 

rappresenta  dnnqne  un  limite  inferiore  dell'avvicinamento 
e  gli  elementi  della  classe  À.  È  dunque  asBurdo  l'avere  sup- 
che  a  potesse  essere  avvicinato  indeflnilamenre  dai  numeri 
Benna  delle  due  classi  (*). 

nvece  si  potesse  ammettere  l' esistenza  di  un  nuovo  ente 
lieo  a  II  cui  quadrato  fosse  precisamente  p,  è  chiaro  che  a 
»be  definirsi  come  un  numero  maggiore  di  tutti  i  numeri 
;  minore  di  tutti  i  numeri  di  A';  esso  sarebbe  allora  l'cle- 
di  separazione  delle  due  classi. 
necessita  algebrica  di  introdurre  un  nuovo  ente  il  cui  qua- 
sia  p  si  viene  cosi  a  confondere  con  quella  dì  introdurre 
ovo  ente  cbc  sia  l'elemento  di  separazione  delle  due  classi 

asterebbe  &  considerare  il  ci 
ìi  =  p  —  t  essendo  e  poBitivo,  i 

■■-'>^-  <■> 

JUio  scolto  «  piacere 


un-  '■" 

)'  >  S,   la    (1)    darà    ponendo    S    in 


a-f-3 
seguirà  àncora  la  (2)  a  fortiori,  essendo  per  supposto  : 
o'  —  a  >  6  -  a. 
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A  ed  A'.  Ora  noi  prenderemo  come  punto  di  partenza  prec 
mente  quest'ultimo  concetto,  che  ci  permetterii  di  introdurre 
dirittura  nel  calcolo  i  numeri  irrazionali  in  tutta  la  loro  gem 
lità,  anziché  introdurli  di  nuino  in  mano  clie  occorra  di  renci 
risolvibile  il  tale  o  il  tal  altro  problema  algebrico. 

§  '2.'*  —  Deflnislone  del  numeri  IrrsalonBll. 


548.  Se  in  un  modo  qualunque  stano  state  determinale  due  eli 
di  numeri  razionali  A  ed  A',  le  quali  godano  delle  due  propri 
fondaiuentnlh  1°)  che  ogni  numero  della  classe  A  sia  minore  (od 
di  ogni  numero  della  classe  A',  2")  che,  presa  a  piacere  una  qti 
tìia  positiva  E  (diversa  da  zeroj,  esistano  sempre  almeno  due 
meri,  l'uno  appartenente  alla  classe  A  e  l'altro  alta  classe  A' 
cui  differenza  sia  minoie  di  E,  sì  possono  presentare  due  casi 

1,0  Caso  -  Esiste  un  numero  razionale  detcrminato  a  maggi 
(od  =)  di  tutti  i  numeri  della  prima  classe  A  e  minore  (od  = 
tutti  i  numeri  di  A'.  In  tal  caso  noi  diremo  che  a  è  l'elemcnK 
separazione  delle  due  classi  A  ed  A',  e  scriveremo  a  =  (A  ,  ^ 
cioè  col  simbolo  (A  ,  A')  designeremo  lo  stesso  numero  a  in  qua 
è  individuato  dalle  due  classi  A  ed  A'. 

2."  Caso  —  Non  esiste  alcun  numero  razionale  a  maggiore  (od 
di  tutti  i  numeri  di  A  e  minore  (od  -)  di  tutti  i  numeri  di 
Allora  noi  diremo  che  le  due  classi  sono  separate  l'una  dali'a 
per  mezzo  di  un  numero  irrazionale  a  clic  introdurremo  nel  i 
colo  come  un  nuovo  ente  aritmetico,  per  il  quale  si  ammett 
per  definizione  che  sia  maggiore  di  tutti  !  numeri  di  A  e  min 
di  tutti  i  numeri  di  A',  e  scriveremo   analogamente   al    1"   ca 

a  =  (A  ,  A'). 

È  chiaro  che  in  quest'ultimo  caso  l'affermare  l'esistenza  del 
mero  a  altro  non  significa  in  sostanza  che  affermare  l'esistenza 
due  classi  A  ed  A'  che  godono  delle  due  proprietà  fondament 

Prima  di  passare  oltre  giovcrA  premettero  alcuni  esempi. 

549.  Fra  gli  infiniti  modi  che  si  potrebbero  escogitare  per 
guardare  uno  stesso  numero  razionale  h  comò  1'  elemento  di 
parazionc  di  due  classi,  vanno  specialmente  notati  i  due  segue 

a)  Si  formino  le  due  classi  A,  A'  mediante  un  unico  eleme 
eguale  ad  uno  stesso  numero  razionale  A.  Si  ottiene  cosi  co 
caso  specialissimo  il  simbolo  (A  ,  A),  il  quale  altro  non  rapprese 
se  non  che  lo  stesso  numero  razionale  h.  È  questo  evidcuiemc 
il  solo  caso  in  cui  ogni  numero  di  A  6  uguale  ad  ogni  numero  di 

b)  Si  pongano  nella  classe  A  tutti  i  numeri  razionali  min 
di  A  e  nella  classe  A'  tutti  i  numeri  razionali  maggiori  di  h, 
due  classi  A  ed  A'  cosi  ottenute  soddisfano  evidentemente  i 
prima  proprietà  fondamentale.  Ma  esse  soddisfano  anche  alla 
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conda,  poiché,  preso  un  nuniero  e  piccolo  a  piacere,  sì  troverà 
certamente  fra  i  nameri  di  A  il  numero  A  -  -  e  fra  ì  nnineri  di 

A'  il  numero  A  +  t  i  '*  differenza  dì  qneeti  doe  nameri  è  -  ,  cioè 
È  più  piccola  di  e.  Si  potrà  dunque  scrivere  :  A  =  (A  ,  A'). 

550.  Per  avere  on  altro  CBerapìo  semplice ,  si  potrà  procedere 
come  segue.  Dato  ii  numero  razionale  h,  si- formi  la  classe  A  coi 

iinmerì  : 

ft___,A-_,A_.,A_-,... 
e  la  classe  A'  coi  numeri  : 

»+i,»+5,»+j,»+ì 

cioè  si  pongano  in  À  tutti  !  numeri  della  forma  A —  ed  in  A' 

tutti  (|ue11i  della  forma  A  +  -,  dove  n  può  essere  un  intero  post- 
tiro  qualunque.  È  facile  vedere  che  le  due  classi  cosi  formate 
soddisfano  alle  due  proprietà  fondamentali.  Infatti  gli  infiniti  nu- 
meri contenuti  in  A  sono  tutti  minori  di  A  e  quelli  di  A'  tutti  mag- 
giori di  A.  Inoltre,  se  consideriamo  nella  classe  A  11  numero  A  -  - 

1  2 

ed  in  A'  il  numero  h+  -,  vediamo  che  la  loro  differenza  è  -  ,  quan- 
tità che  può  rendersi  piccola  a  piacere,  purché  si  scelga  n  abba- 
stanza grande.  Si  potrà  dunque  scrivere  : 

551.  Come  ultimo  esemplo,  Indichiamo  con  A  il  complesso  di 
lutti  ì  numeri  razionali  il  cui  quadrato  é  minore  di  2,  e  con  A' 
il  complesso  di  tutti  quelli  11  cui  quadrato  è  maggiore  di  2  ;  le 
due  classi  A  ed  A'  soddisferanno,  come  già  si  è  notato  {art.  547) 
alle  due  proprietà  fondamentali.  In  questo  caso  però  il  numero 
a  =  (A  ,  A')  Bara  irrazionale,  poiché  abbiamo  dimostrato  sopra  (ar- 
ticolo 547)  non  esistere  alcun  numero  razionale  determinato  >  di 
tutti  i  numeri  di  A  ed  <  di  tutti  1  numeri  ài  A'.  Finora  non  poa- 
tiamo  affermare  che  il  quadrato  di  a  sia  proprio  eguale  a  2.  Ciò 
si  verrà  a  riconoscere  soltanto  in  seguito,  dopo  che  avremo  ve- 
duto in  qual  modo  si  debbano  definire  le  operazioni  fondamentali 
con  numeri  razionali  ed  irrazionali. 

552.  Appena  introdotto  nel  calcolo  un  numero  irrazionale  a=(A,A') 
per  mezzo  di  due  classi  A,  A',  resta  con  ciò  stesso  definito  senza 

CirRLLi,  — /«(tltuioni  di  analiti  algebrica,  6>   udiz.  84 
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ambignitA  qaalf  siano  i  numeri  razionali  da  ritecersi  minori 
e  qnaìi  Biano  qnellt  da  ritenersi  maggiori  di  a.  Sia  infatti  e  an 
mero  razionale  qualunque.  Sì  veriScherà  necesBarlamente  no 
questi  dne  casi:  o  esisterà  in  A  un  numero  a  maggiore  di  e, 
vero  eiisterà  in  A'  un  numero  a'  minore  di  e  ;  poicbè,  se  n< 
verificasse  né  l'uno  né  l'altro  di  questi  due  casi,  ciò  significhert 
essere  e  >  di  tutti  t  numeri  di  A  ed  <  di  tutti  I  numeri  di  A 
allora  sarebbe  lo  stesso  e  il  numero  di  separazione  delle  due  ci 
A  ed  A',  ed  il  simbolo  (A  ,  A*)  rappresenterebbe  un  numero 
zionale  contrariamente  al  supposto.  Se  ora  esiste  in  A  un  nui 
a  maggiore  di  e,  essendo  già  a  per  definizione  maggiore  dì 
numero  o  dovrà  a  fortiori  definirsi  maggiore  <Ji  e  ;  e  similmt 
se  esiste  in  A'  un  numero  a'  minore  di  e,  il  numero  a,  che 
definizione  è  minore  di  a',  dovrà  definirsi  a  fortiori  minore 

653,  Corollario  1.*>  —  Se  un  numero  razionale  o  è  minore  (» 
giare)  di  un  numero  irrazionale  a,  ogni  numero  razionale  mi 
(maggiore)  di  e  sarà  del  pari  minore  di  a.  Sia  infatti  il  nut 
razionale  e  minore  dell'  irrazionale  (A  ,  A'}.  Esisterà,  per  1 
prec,  in  A  almeno  un  numero  razionale  a  maggiore  di  e.  l 
numero  razionale  minore  di  e  sarà  allora  minore  di  a  e  qu 
per  lo  stesso  art.  prec,  minore  di  (A  ,  A'},  e.  d.  d. 

554.  Corollario  2."  —  Se  un  numero  razionale  e  è  minore  (ì 
giare)  di  un  numero  irrazionale  a,  ogni  numero  razionale  i 
giore  (minore)  di  a.  sarà  anche  maggiore  (minore)  di  e.  Sin  in 
e  <  a  e  supponiamo,  se  è  possibile,  che  nn  numero  razionale 
non  fosse  maggiore  di  e.  Sarebbe  allora  c'^c  e  quindi  per  I 
prec.  minore  di  a,  contro  il  supposto. 

555.  Dopo  aver  cosi  definito  quali  siano  i  numeri  razionali  i 
giori  0  minori  di  un  dato  irrazionale  a,  ci  resta  ancora  a  Btab 
il  criterio  per  il  paragone  dei  numeri  irrazionali  fra  loro  st 
Si  presenta  cioè  la  seguente  questione:  definiti  per  mezzo  di  o 
due  numeri  irrazionali: 

a  =  (A  ,  A'J    e    p  =  (B  ,  B'J , 

quale  di  essi  dovrà  definirsi  maggioro  dell'altro  ed  in  quali 
dovremo  ritenerli  eguali  fra  loro?  Noi  partiremo  dalla  scgu 
definizione:  due  numeri  irrazionali  sono  uguali  tutte  le  volti 
ogni  numero  razionale  minore  dell'uno  è  anche  minore  dell'a 

Questa  definizione  equivale  evidentemente  a  quest'altra:  dut 
meri  irrazionali  sono  uguali  tutte  le  volte  che  ogni  numero  ri 
naie  maggiore  dell'uno  è  anche  maggiore  dell'altro. 

Come  toiza  definizione  equivalente  ad  entrambe  si  potrebbf 
anche  dire  più  semplicemente:  due  numeri  irrazionali  sono  ug 
semprechè  non  esista  alcun  numero  razionale  compreso  fra 
(cioè  maggiore  dell'uno  e  minore  dell'altro). 


556.  Due  numeri  irrazionali  uguali  ad  un  terzo  sono  uguali 
loro.  Siano  infatti  i  tre  numeri  irrazionali  a,  ^,  f,  e  sapponi 
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Y  e  p=-f.  Poichfe  a:=Y ,  ogni  nnmero  razionale  minore  di  a 
nche  minore  di  •(  (art.  555i,  e,  poìcliè  f  =  P,  ogni  numero 
ile  minore  di  f  sarà  anche  minore  di  ^  ;  quindi  ogni  na- 
'azionale  minore  di  a  sarà  anctie  minore  di  ^,  e  aimilmente 
ostrerà  che  ogni  numero  razionale  micore  di  ^  è  anche  mi- 
i  a.  I  due  numeri  a  e  ^  aono  dunque  ugnali,  e.  d.  d. 

Se  due  numeri  irrazionali  <x  e  ^  sono  diauguali,  erìsterà 
55)  almeno  un  numero  razionale  compreto  fra  esti.  Allora, 

un  cosiffatto  numero  razionale ,  e  eia  p.  ès.  e  >  a  ,  e  <  ^  , 
Uro  numero  razionale  compreso  fra  a  e  ^  sarà  del  pari 
re  di  a  e  minore  di  ^.  Supponiamo  infatti,  se  è   possibile, 

altro  numero  razionale  e'  compreso  fra  «  e  p  fosse  minore 
essendo  e'  <  a  ed  a  <  e,  sarà  allora  {art.  554)  e'  <  e  ;  ed  es- 
c'  <  e  e  e  <  p,  sarà  poi  (art.  553)  e'  <  $.  Il  numero  e'  sarebbe 
!  simultaneamente  minore  di  a  e  ^  ;  epperò  non  sarebbe 
ìBO  fra  OL  e  ^,  contro  il  supposto. 

aae  a  questo  teorema  ci  è  ora  evidentemente  lecito  di  porre 
lenie  definizione:  di  due  numeri  irrazionali  disuguali  si  dirà 
primo  i  maggiore  del  secondo  (e  quindi  il  secondo  minore 
mo)  tutte  le  volte  che  esista  un  numero  razionale  minore 
mo  e  maggiore  del  secondo. 

I  unmeri  razionali  ed  irrazionali,  cioè  in  generale  tutti  ! 
definibili  per  mezzo  di  classi,  verranno  d'ora  innanzi  de- 
complessivamente  col  nome  di  numeri  reali. 
i  articoli  552  e  557  emerge  chiaramente  che:  se  a  e^  tono 
'.meri  reali  e  sia  a  <  ^,  esiste  sempre  qualche  numero  razio- 
laggiore  di  a.  e  minore  di  [*,  e  reciprocamente. 

Corollario  1.<»  —  Due  numeri  reali  sono  uguali,  se  non  esi- 
un  numero  razionale  compreso  fra  essi. 

Corollario  2.°  —  Se  a  e  ^  sono  due  numeri  reali  disu- 
itislono  sempre  infiniti  numeri  razionali  compresi  fra  essi. 

Se  fra  tre  numeri  reali  hanno  luogo  le  disuguaglianze  : 
g  <  Y,  ne  segue  che  a  <f.  Infatti  dalle  due  prime  disugua- 
segue  (art.  558)  l'esistenza  di  due  numeri  razionali  e  e  e' 

ili  si  abbia  : 

a<c<^    ,     p<c'<Y. 

l'essere  e  <  fi  e  ^  <  e'  segue  (art.  654);  e  <  e',  e  dall'essere 
e  f  e'  segue  (art.  553)  :  a.<c'.  Si  ha  dunque  a  <  e'  <  ^ , 
irt.  558)  sarà  appunto  a<f. 
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ITote  ed  Eswcisi. 

1.  Dimostrare  che  (A,  A')  è  certamente  racionale,  se  fra  i  namerì  i 
ve  ne  sìa  uno  matrìmo  (maggiore  di  tatti  gli  altri),  ovrero  fra  i  oai 
di  A.'  ano  minima  (minore  di  tutti  gli  altri). 

2.  Dedurne  come  corollario  che  il  numero  (A,  A')  è  certamente  n 
naia,  se  una  delle  due  classi  A,  A'  si  compone  di  un  numero  finito  di 


S.  Dimostrare  ohe,  se  (A,  A']  ò  nn  numero  irrasionaie,  le  dae  claa! 
ed  A'  non  cesseranno  d'individuare  lo  stesso  numero  quand'anche  si  t 
da  esse  an  numero  qualunque,  purché  finito,  di  elementi.  Sotto  quali 
dizioui  6  lecito  fare  ciò  anche  per  (A,  A')  rasionate? 

4   Biconoscere  che: 

^^     2'       8'       4'"'2'8'4'"7~ 

/128  845  \_ 

^,2  '  8  '  4  •■■■'2  '  8  '  4  ''')  ~    ' 

§  3." — Oriterii  per  rfoonoscere  l'agaagllansa  o  dlsagaaglU 
di  due  nameri  deOnltl  per  meszo  di  olaaal. 

562.  Dalle  deflnìzioni  e  proprietà  stabilite  nel  §  prec.  circi 
ngunglianza  e  disugaaglianza  dei  nnineri  reali  dedurremo  or, 
criterio  affatto  generale  per  riconoscere  se  dae  numeri  qnalui 
(A  ,  A')  e  (B  ,  B')  siano  ugnali  o  disuguali,  senza  che  sia  ne 
sarlo  fare  alcnna  distinzione  di  razionalità  od  irrazionalità,  e  si 
che  si  abbiano  a  prendere  in  considerazione  altri  nameri,  a] 
fuori  di  quelli  che  compongono  lo  classi  A  ,  A' ,  B  ,  B'. 

Premetiiamo  a  tale  oggetto  il  seguente  lemma:  affinchè  un 
mero  razionale  e  sia  minore  del  numero  reale  (A  ,  A'),  è  m 
aario  e  sufficiente  che  C  sia  minore  di  qualche  numero  della  ci 
A  ',  e  similmente:  affinchè  il  numero  razionale  e  già  maggior- 
(A  ,  A'),  è  necessario  e  sufficiente  che  esso  sia  maggiore  di  quc 
numero  di  A'. 

Invero,  nel  caso  che  (A  ,  A')  sia  irrazionale,  il  lemma  ora  e 
ciato  non  b  che  tina  ripetizione  di  quanto  si  6  già  stabilito, 
definizione,  all'art.  553.  Sia  danqae  (A  ,  A')  aguale  ad  un  nni 
razionale  a,  e  supponiamo,  per  fissare  le  idee,  e  <  {A  ,  A').  Po 
fra  i  numeri  di  A  deve  sempre  esisterne  qnalcheduno  che  É 
risca  da  a  per  meno  di  una  quantità  assegnata  ad  arbitrio,  vi 
fra  essi  un  numero  a  che  differisca  da  a  per  meno  di  quant 
differisce  e.  Tale  numero  essendo  allora  compreso  fra  e  ed  a 
appunto  maggiore  di  e,  come  d.  d. 

563.  Affinchè  due  numeri  reali  (A  ,  A'}  e  (B  ,  B')  siano  ugì 
è  necessario  e  succiente  che  ogni  numero  di  A  sia  <  di  ogni 
mero  di  B'  ed  ogni  numero  di  B  sta  <  di  ogni  numero  di  A 

Supponiamo  infatti  che  i  due  nameri  (A  ,  A')   e   (B  ,  B')   s: 
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cosicché  (art.  559)  ogni  numero  razionale  minore  dell'ano 
iche  minore  dell'altro.  Ogni  namero  a,  appartenente  ad  A, 
1  <  di  (A  ,  A'),  sarà  allora  anche  <  di  (B  ,  B')  e  qnindf  an- 

di  ogni  nnmero  di  B',  giacché  (B  ,  B'j  è  <  di  ogni  namero 
Similmente  si  dimostrerà  che  ogni  namero  di  B  deve  essere 
gni  namero  di  A'. 

procamente,  se  sono  soddisfatte  le  condizioDÌ  enanciate  nel 
a,  dico  che  i  due  numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  sono  ugnali, 
tìamo  infatti,  se  è  possibile,  che  ciò  non  fosse;  cioè  che  cai- 
(art.  559)  un  numero  razionale  e  che  fosse  p.  es.  maggiore 

A')  e  minore  di  (B ,  B'J.  Allora,  polche  e  è  maggiore  di 
),  esisterà  in  A',  secondo  il  lemma  premesso,  almeno  un  na- 
i'  minore  di  e.  Ma,  per  supposto  6  a'>  di  ogni  numero  di 
Je  sarà  anche  c^  di  ogni  numero  dì  B.  Ora  ciò  6  in  con- 
;ione  coll'ipotosi  fatta  che  e  sia  minore  di  (B ,  B'];  giacché, 

minore  di  (B  ,  B*),  deve  e  essere  minore  di  qualche  namero 
come  si  è  visto  nel  lemma. 

Afflnchè  (A  ,  A')  «a  maggiore  di  (B  ,  B'j,  è  nece8$ario  e  suf- 
:  che  un  numero  di  A  ita  maggiore  di  un  numero  di  B'. 
,  se  (A  ,  A'}  >  [B  ,  B'),  dovrà  esistere  (art.  558f  un  numero 
ile  e  minore  di  (A  ,  A')  e  maggiore  di  (B  ,  B'),  D'altra  parte, 
0  e  <  (A ,  A'),  deve  esistere  (art.  562)  in  A  un  numero  a 
are  di  e,  ed,  essendo  e  >  (B  ,  B'),  deve  esistere  in  B'  un  nu- 
'>'  <  e.  Si  avrà  dunque  a  >  b',  cioè  appunto  un  numero  di  A 
ire  di  un  numero  di  B'.  Reciprocamente,  se  esistono  in  A 
isp.  [  due  numeri  a  e  b' ,  pei  quali  sia  a>b',  essendo 
>  >  a,  sarà  a  fortiori  (A  ,  A')  >  b'.  D'altra  parte  6'  >  (B  ,  B'). 
lunqne  (A  ,  A'j  >  (B  ,  B'j- 

HotA  ed  Eieroisi. 


RncAj  >  dut  numeri  irrazionali  a  =  (A  ,  A')  «  ^  =  (B  ,  B')  fumo  u^uafi, 
lan'o  e  tvfficiente  che  ogni  numero  di  A  ria  ivperato  da  gualeh*  nu- 
i  B,  ed  ogni  numero  di  B  >ia  luperato  da  qualche  numero  di  A. 
nci&ino  dftl  supporre  che  i  due  numeri  x  e  ^  siano  U((ua]i  s  oonsi- 
)  nn  UDmei'Q  qualunque  a  della  classe  A.  Poiché  a  è  per  defiaÌEione 
'a  ad  a  e  qnindi  anche  a  g,  dovrà  esistere  nn  numero  b  della  clasBO 
superi  a.  Similmente  si  vede  che,  preso  ad  arbìtrio  un  numero  di 
lo  Tra  esistere  ano  più  grande  in  A. 

oniamo,  recìprocamente,  che  per  ogni  numero  di  A  (e  di,  B>  ne  e- 
impre  uno  più  grande  in  B  (od  in  Aj,  Se  e  è  uno   qualunque  dei 

razionali  minori  di  a,  esisterà  in  A  un  numero  a  mag);Ìore  di  e  ; 
i6  o  ò  a  sua  volta  superato  per  supposto  da  un  numero  b  dì  B,  sarà 
iri  e<b,  onde  e  sarà  minore  di  ^.  Similmente  si  dimostrerà  che 
amerò  ra^tionale  minoro  di  ^  è  anche  minore  dì  a.  I  due  numeri  > 
IO  dunque  uguali,  poichà  tutti  i  numeri  razionali  minori  dell'  uno 
□che  minori  dell'altro  (art.  555). 

conoscere  come  questo  criterio  aia  anche  necessario  e  sufficiente 
guagliansa  di  dne  numeri  qualisivogliano  (A  ,  A')   e   (B  ,  B'},    sem- 

però  fra  i  numeri  di  A  e  di  B  non  ve  ne  sia  uno  mataimo. 

è  un  massimo  di  A,  è  chiaro  che  sarà  (A  ,  A']  =  a,  e  allora  il  cri- 
er  l'ugnagli  anta  di  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  consiste  semplicemente  In  ciò 
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che  il  nnmero  a  dev'cBsere  >  di  tutti  i  numeri  di  B  ed  g  di  tutti  ì  uà- 
meri  di  B'. 

3.  Dimostrare  che  :  affinchè  due  »umeri  reali  (A  ,  A'}  a  (B  ,  B']  itane  «- 
guali,  è  neetitario  a  luffieimtt  cha  egli  numero  rotionate  minora  di  qvaidil 
itumaro  di  A  aia  anche  minore  di  qualche  numero  di  B,  ed  ogni  nvmero  ra- 
zionale minore  di  gualche  numero  di  B  eia  anche  minore  di  qualche  tnuniro  di  A. 

4.  Enunciare  i  tre  teoremi  ansiloghi  ai  tra  precedenti,  che  si  otteogoca 
in  modo  affitto  aimile,  oonsiderindo  perb  le  teeonde  claaii  A',  B'  in  luogo 
delle  primo. 

b.  Sia  dato  OD  numero  reale  (A  ,  A')  pel  quale  si  suppoDRa  non  esistett 
né  un  massimo  degli  etementi  di  A,  né  nn  minimo  da^li  elemeeti  di  A'. 
Sia  H  la  cloaee  formata  dai  numeri  ottenibili  come  medie  aritmetiche  (o 
geometriche)  defili  elementi  di  A  combinati  due  a  due  (ovvero  tre  a  tre.  ecc.); 
H'  la  classe  dedotta  analogamente  da  A'.  Si  dimostri  che  (&,  A'j=(H,  H'). 
Si  rioonoacerfc  dapprima  che  le  due  classi  H  ,  E*  individoano  nn  nnmero; 
s  si  farà  poi  vedere  come  questo  numero  coincida  con  (A  ,  A'i  applicando 
il  oriterio  dell'art.  663. 

Ne  seguirà  poi  senz'altro  che  sarà  anche  :    (A ,  A')  =  (H  ,  A")  =  (A  ,  H'). 

a.  Nella  nosione  di  elatee  non  è  affatto  presupposto  cbe  gli  elementi 
O)  ,  o,  ,  a,  ,  .  .  .  ohe  la  compongono  vengano  dati  eeeoftdo  uit  ordina  determi- 
nolo.  Accadrà  però  spesso  di  definire  A  mediante  una  successione  di  infi- 
niti elementi  (positivi)  : 

a,<a^<aJ<a^ 

Io  tale  presupposto,  riconoscere  ohe  -. 

<-..-" ■.->={H^'H^'-H'----) 

=  (\'^..  ^'^,  \/^,....;A'l. 
§  4.°  —  Operazioni  fondamentali  con  oamerl  reali. 

565.  Dobbiamo  ora  vedere  in  qual  modo  le  quattro  operazioDÌ 
fondamentali  di  addizione,  sottrazione,  moltiplicazione  e  divisione, 
delle  qaali  ci  sono  già  note  le  definizioni  e  le  regole  per  il  caso 
dì  numeri  razionali,  si  possano  estendere  mediante  opportune  de- 
finizioni al  campo  più  vasto  dei  numeri  reali,  cioè  (art.  558)  al 
campo  formato  da  tutti  i  numeri  razionali  ed  irrazionali.  In  ciò 
che  segue  noi  non  considereremo  che  numeri  definiti  per  mezzo 
di  classi;  giacchi  ove  occorra  considerare  dei  numeri  razionali, 
questi  si  possono  sempre,  al  pari  degli  irrazionali,  rappresentat'e 
col  siml;io]o  (A  ,  A'),  p.  es.  col  simbolo  (a  ,  a)  in  cui  in  entrambe 
le  classi  A  ,  A'  non  si  ha  cbe  un  unico  e  medesimo  numero  ra- 
zionale a  (cfr.  art.  549). 

Dopo  aver  definito  l'operazione  di  somma  o  di  prodotto  fra  due 
numeri  (A  ,  A*)  e  (B  ,  B'),  converrà  accertare,  affincfab  la  defini- 
zione data  possa  ritenersi  come  utile  e  legittima: 

1°)  che  il  risultato  dell'operazione  resta  invariato,  se  in  luogo 
delle  due  classi  A  ,  A'  si  assumano  altre  due  classi  £  ,  E',  tali  cbe 
sia  (K  ,  E'J  =  (A  ,  A')  ;  e  slmilmente  per  le  olasai  B  ,  B'. 

2°)  che,  se  i  due  numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  siano  entrambi  ra- 
zionali, il  risultato  b  quello  stesso  che  già  è  dato  nella  teorìa  del 
numeri  razionali. 
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I  che  per  le  operazioni,  cosi  estese  al  campo  dei  nomeri 
icimiteranno  a  sassietere  inalterate  quelle  propnetA  fonda- 
1  che  ^ià  si  avevano  nel  campo  dei  numeri  razionali;  come, 
che  il  risultato  di  un  prodotto  è  indipendente  dall'  ordino 
tori,  ecc. 

Addizione.  —  Incominciamo  dal  vedere  che  cosa  si  debba 
ire  in  ogni  caso  per  somma  di  due  numeri: 

a  =  (A,A')     ,     p  =  (B,B') 

per  mezzo  di  classi.  Noi  designeremo  ì  numeri  della  classe 
''i  I  "i  1  "s  >  <"«  V"  (*}  ^  quelli  di  A'  con  a', ,  a', ,  a'g ,  a\ ,...; 
iDte  con  &,  ,  b,  ,  &3  ,  6,  , .  . .  i  numeri  della  classe  B  e  eoo 
,  b\  ,b\, . ,  .  quelli  della  classe  B'.  Poiché  i  numeri  di  A 
no  razionali,  noi  già  sappiamo  che  cosa  significano  le  somme 

o,  +  6,  ,  d,  f  6,  ,  o,  +  fcj  ,  a,  +  6i  ,  a,  +  bg  ,  ,  .  . 

ottengono  aggiungendo  ad  un  numero  qualunque  a^  di  A 
aero  qualunque  bj  di  B.  L' insieme  di  tutti  questi  ntimeri 
orma  a^  +  bj  sarà  da  noi  considerato  come  una  nuova  classe 
eri  che  dinoteremo  brevemente  con  A -t- B.  Similmente  de- 
ao  con  A'  +  B'  l'inaierae  di  tutti  i  numeri  che  si  ottengono 
omms  di  un  numero  della  classe  A'  con  un  numero  della 
3',  cioè  il  complesso  di  tutti  i  numeri  della  forma  a\  +  b\. 
tremesso,  è  facile  riconoscere  che  le  due  classi  A  +  B  ed 
sono  atte  a  definire  un  nuovo  numero  : 

(A  +  B  ,  A'  +  B') 

le  anche  le  due  classi  A  +  B  ed  A'  -f  B'  soddisfano  alle  due 
:t&  fondamentali.  Invero  dalle  disuguaglianze  : 

isistono  per  ipotesi  qualunqae  siano  gli  indie!  i,  J,  A,  k,   si 
(i(  +  b,  =  a\  +  b\ , 

e  ogni  numero  della  classe  A+B  è  ^  di  ogni  numero  della 
A'  +  B'.  Se  poi  facciamo  la  differenza  : 

«  +  &\)-C«(  +  y  (i) 

numero  qualunque  a\+  b\  della  classe  A'  +  B'  ed  un  nu- 
ualnnque  a,  +  bj  della  classe  A  +  B,  vediamo  che  essa  può 
scriversi  identicamente  cosi  : 

{a\  -  dj)  +  (b\  -  6^). 

r  ipotesi,  la  difi'ereuza  a\  -  a^  può  rendersi  piccola  a  pia- 

'vortiamo  eapreuameiite  che  con  ciò  non  intendi&mo  stabilirò  frft 
OH  ordine  di  anccebsione  o  di  ftrandezzB. 
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cere BceglìeDdo  opportnnamente  gli  indici  h  ed  i,  e  lo  stesse 
casi  della  differenza  b\  -  bj  ;  quindi  anche  la  loro  somma,  cì( 
differenza  (l)i  P'^''  rendersi  piccola  a  piacere  scegliendo  oppi 
namente  gli  indici  i,  j,  h,  k.  Pertanto  le  due  classi  À+B  ed  A 
soddisfano  anche  alla  seconda  proprietfi  fondamentale, 

II  simbolo  (A  +  B  ,  A'  +  B'j  rappresenta  dunqne  nu  camera 
noi  definiremo  come  eomma  dei  due  numeri  a  e  ^,  scrivendi 

(A  ,  A-)  +  {B  ,  B')  =  (A  +  B  ,  A'  +  B"). 

567.  Per  legittimare  questa  definizione  dobbiamo   innanzi 
dimostrare,  secondo  quanto  si  è  già  osservato  all'art,  prec.,  eh 

(B,E')  =  (A,A'), 
sarà  anche: 

(E  +  B^  E'  +  B')  =  (A  +  B  ,  A'  +  B'). 

Ciò  si  riconosce  immediatamente  applicando  il  criterio  del 
ticolo  563.  Indicando  infatti  risp.  con  e, ,  e',  nameri  di  E  ed 
segue  dalla  (3)  : 

Cj  <  a'j    f    <tr<  *  1  > 
d'onde  evidentemente,  qualunque  siano  i,  j,  r,  s,  h,  k\ 

ej  +  &A  <  a'j  +  b\     ,    a,.  +  fcft  <  e',  +  b\  , 
e.  d.  d. 

568.  In  secondo  luogo  dobbiamo  veriflcare  che,  se  (A  ,  ^ 
(B  ,  B']  sono  rispettivamente  ugnali  a  due  numeri  razionali  a 
il  risultato  della  somma  espresso  dalla  (2)  coincide  con  a+^ 
vero,  potendosi  scrivere  : 

(A,A')=(a,«)     ,     (B,B')  =  (J,P), 

si  ha  appunto  per  l'art,  prec.  : 

(A  ,  A')  +  (B  ,  B')  =  (a  ,  a)  +  (?  ,  p)  =  (a  H-  p  ,  a  +  p)  =  a  +  ? 

Finalmente  è  senz'altro  evidente  che ,  posta  per  l'addizion 
definizione  (2j,  seguiterà  a  sussistere  per  tutti  i  nameri  rea 
proprietà  fondamentale  che  la  somma  di  più  addendi  è  indi 
dente  dall'ordine  di  sommazione,  ecc. 

569.  Sottrazione.  —  Dato  un  numero  qualunque  (A  ,  A'),  g 
dichfamo  con  —  A  e  con  —  A'  le  stesse  classi  di  numeri  clie 
mono  A  ed  A',  presi  però  con  segno  contrario,  si  vede  sabitt 
le  due  classi  —A  e  —A'  soddisfano  del  pari  alle  due  prop 
fondamentali,  cosicché  esisterà  il  numero  (— A' ,  —  A).  Soram 
questo  numero  col  precedente,  si  avrà  per  la  regola  di  addìi 

(A  ,  AT  +  {-  A'  ,  -  A)  =  {A  -  A'  ,  A'  -  A). 

Ma  ogni  numero  della  prima  classe  A  — A',  essendo  della  fi 
a,  —  a'j  ,  sarà  negativo,  ed  ogni  numero  di  A'  —  A  sarà  invec' 
sitivo.  Il  numero  0  è  dunque   maggiore   di    tutti    i   numeri  ■ 
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classe  e  miuore  di  tutti  qaelll  della  seconda,  onde  si  avrà  : 
CA-A',  A'-A)  =  0, 

(A,A')  +  (-A',-A)  =  0. 

te  danqoe  on  numero  che  sommato  con  (A  ,  A')  produce 
Qoesto  numero  si  indicherà  anche  con  —  (A  ,  A'),  ed  il  suo 
è  dato  da  (—A'  ,~A). 

premesso,  se  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  sono  dae  nameri  qualanqae, 
à  anche  11  numero  : 

8  =  (A,A')  +  [-CB.B')]  (5) 

mmato  con  (B  ,  B')  darà  evidentemente  (A  ,  A').  Questo  nu- 
risolve  dunque  il  problema  di  sottrarre  da  (A  ,  A')  il  numero 
),  e  si  scriveri  : 

(A,A')-(B,B')=8. 

la  (5)  può  anche  scriversi  : 

e  =  (A  ,  A')  +  (-  B' ,  ~  B) 

la  regola  di  addizione: 

3  =  (A-B',A'-B). 

roblema  della  sottrazione  è  dunque  risolato  in  ogni  caso 
formola  : 

(A  ,  A')-{B  ,B')  =  (A-B' ,  A'-B).  (6) 

HoLTiPLiCAZiONB.  —  Vedlftmo  ora  che  cosa  si  debba  inten- 
er prodotto  dì  due  numeri  (A  ,  A')  e  {B  ,  B').  Cominceremo 
pporre  che  questi   due   numeri   siano   entrambi  potitivi   e 

anche,  come  è  sempre  lecito,  che  le  classi  A  ,  A' ,  B  ,  B' 
pongano  di  soli  numeri  positivi. 

adichiamo  con  A-B  l'insieme  di  tutti  i  numeri  della  forma 
che  si  ottengono  moltiplicando  un  numero  di  A  per  un  nu- 
di B,  0  similmente  con  A'-B'  il  complesso  di  tutti  i  numeri 
forma  a\  ■  b\  ,  si  riconosce  facilmente  che  le  due  classi  A  B, 
B'  individuano  un  nuovo  numero, 
ro  dalle  disuguaglianze  : 

n,  <  a\  ,  bj  <  b\ 
Qce: 

afbj  <a\-b\, 

n  numero  della  classe  A-B  è  minore  di  ogni  numero  della 
A'  B'.  Se  poi  formiamo  la  differenza  : 

IO  che,  scegliendo  opportunamente  gli  ìndici  h,  k,  i,j,  potrà, 
si  piccola  a  piacere;  poiché  essa  può  anche  scriversi  iden- 
■■ui.  —  /jltfiMÌoiit  di  anmliti  atgihriea,  &.■  adii.  SB 
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ticamente  sotto  la  forma: 

e  questa  qnanlità  è  evidentemente  minore  di 

dove  ciascano  dei  fattori  b\  —  bj  ed  a\  —  a,  può  rendersi  picc 
a  piacere  per  supposto,  senza  aamentare,  ma  soltanto  dìmtnuen 
ove  occorra,  i  valori  degli  altri  due  fattori  a\  e  b\. 

Esiste  dunque  il  numero  (AB  ,  A'B'),  che  noi  definiremo   co 
prodotto  dei  due  numeri  (A  ,  A'j  e  (B  ,  B'J,  scrivendo  : 

(A  ,  A'j  .  (B  ,  B'J  =  (AB  ,  A'B'). 

671.  Anche  qnl    dobbiamo   legittimare   questa   deHniislooe  i 
strando  primieramente  come  dall'uguaglianza: 

(E  ,  E')  =  {A  ,  A'J 

segna  necessariamente  1'  uguaglianza  : 

(EB  ,  E'B'J  =  (AB  ,  A'B'J. 

Invero  si  ha  (art.  563)  per  la  (8)  : 


d'onde  segue,  qualunque  siano  gli  indici  i,  j,  r,  »,  A,  A:  : 

^fih  ^  «'/'*     >    oA  <  «'.'''»  > 
e.  d.  d. 

572.  Nel  caso  particolare  in  cui  (A  ,  A)  e  (B  ,  B')  siano  ris| 
tivamente  uguali  a  due  numeri  razionali  a  e  ^,  si  poir&  dun< 
scrivere  : 

(A  ,  A').(B  ,  B'J  =  (a  ,  a).(?.f)  =  (af  ,  af)  =  a^ 

d'onde  appare  che  il  prodotto  dei  due  numeri  secondo  la   del 
zione  (7)  è  precisamente  il  numero  razionale  a^. 

573.  Dalla  definizione  data  di  prodotto  segue  senz'altro  cb< 
prodotto  dì  due  o  più,  numeri  reali  è  indipendente  dall'ordine 
moltiplicazione  dei  fattori. 

Si  vede  inoltre  che  il  prodotto  di  un  numero  qualunque  per 
unità  è  il  numero  atesso,  poiché  si  ha  : 

(A,  A')(l,  1)  =  (AX1,  A'X1)  =  (A,  A') 
e  che  l'i  prodotto  di  un  numero  qualunque  per  lo  zero  è  ugual 
zero,  poiché 

(A,  A'j.{0,Oj  =  (AXO,  A'X0)  =  (O,  0)  =0. 

Beciprocamente  si  vedo  che  :  se  un  prodotto  di  due  num 
(A  ,  A')  e  (B  ,  B')  è  nullo,  dovrà  essere  tale  almeno  uno  dei  f 
tori.  Infatti  dall'  uguaglianza  ; 

(A  ,  A')-(B  ,  B')  =  (AB  ,  A'B'J  =0 
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ace  eviden temerne  che  gli  elementi  di  AB ,  per  eapposto 
ositivi,  dovranno  essere  lutti  nulli.  Ma  a  tale  oggetto  si  ri- 
necessariamente  che  siano  nulli  tuici  gli  elemenii  dell'una 
altra  delle  due  classi  A  e  B,  cioè,  che  è  lo  stesso,  che  sia 
l'uno  o  l'altro  dei  due  numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B'). 

Finalmente  6  facile  riconoscere  che  anche  la  proprietà  rii- 
iva  della  moltiplicazione  seguita  a  sussistere  del  pari  inal- 
nel  campo  dei  numeri  reali.  Si  ha  infatti  : 

[(A  ,  A')  +  (B  ,  B')](C  ,  C)  =  (A  +  B  ,  A'  +  B')- (C  ,  C) 

=  (AC  +  BC  ,  A'C  +  B'C)  =  (AC  ,  A'C)  +  (BC  ,  B'C) , 

ppunto  : 

. ,  A')  +  (B ,  B'}](C  ,  C)  =  (A  ,  A'XC  ,  C)  +  {E  ,  B'KC  ,  C). 

Se  i  due  numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  non  sono  entrambi 
i,  sarà  sempre  lecito  supporre  che  ognuno  di  essi  sia  defl- 
2T  mezzo  di  numeri  tutti  positivi  ovvero  tutti  negativi,  do- 
è  non  si  avrà  che  estendere  ai  numeri  reali  la  nota  regola 
;ni  per  ricondurre  la  definizione  di  prodotto  dei  due  numeri 
la,  data  pocanzi,  di  prodotto  di  due  numeri  positivi. 

DivistosE.  —  Dati  due  numeri  reali  positivi  qualisivogliano 
dividere  il  primo  per  il  secondo  signitlca  cercare  un  terzo 
o  a:  che  moltiplicato  per  il  secondo  riproduca  il  primo.  Do- 
soddisfarsi  all'  uguaglianza  : 


B  primieramente  che,  se  il  numero  f  ò  zero  senza  che  sia 
,  non  può  esistere  alcun  valore  finito  di  x  che  rappresenti 
tìente  di  a  per  p,  e  che,  se  a  o  p  sono  entrambi  nulli,  ogni 
0  sostituito  per  x  soddisferà  all'uguaglianza,  e  potrà  quindi 
erarei  come  quoziente  di  a  per  ^. 

Noi  supporremo  dunque  che  dei  due  numeri  : 

a  =  (A  ,  A')  ,  p  =  (B  ,  B') 

indo  (B  ,  BO  sia  diverso  da  zero  ;  cosicché,  se  indichiamo  con 

6,  ,  ft, ,  6, ,  .  . . 


fc'i  ,  6's  ,  6's  ,  .  .  . 
menti  di  B  e  di  B',  potremo  ritenere  che  le  ft,  ,  6j ,  &j,  ■■-  sian 
maggiori  di  un  certo  numero  S  diverso  da   zero. 


quella  formata  dai  numeri  - 
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E  facile  ricoDoseere  clie  queste  dae  clussi  individoftno  nn  ni 
|—  ,  —).  Infatti  dalla  disuguaglianza: 

6,  <  6'* 
8i  dedace  : 

cioè  ogni  Dnmero  di   ^  è  minore  di  ogni  namero  di  — .   Im 

la  differenza: 

1  -  ±  =  ìjLZh  <  'ÙL^i.b  <  ^'>-^< 
bf      b\        bfi'n  f>t*  a  6* 

pnò  rendersi  piccola  quanto  si  vuote,   rendendo  snCncientem 
piccola  la  differenza  b\~b(,  polche  il  denominatore  3*  è  ur 
moro  fisso  diverso  da  zero. 
Se  ora  facciamo  il  prodotto  di  ^  pel  naovo  namero  : 

otteniamo  per  la  regola  di  moltiplicazione  (art.  570)  : 

poiché  i  numeri  delta  prima  classe,  essendo  essi  delta  forma  -^  , 

b'„ 
essendo  per  supposto  b^  <  b\  ,  saranno  tutti  minori  di  I  e  s 
mente  quelli  della  seconda  tutti  maggiori  di  1.  Il  numero 
dunque  li  cosi  detto  reciproco  di  ^. 

Sia  ora  x  il  quoziente  cercato  di  a  per  ^  ;  si  dovrà  avere 

^•x  =  a 
e  quindi  anche: 

ossia  per  la  (10)  : 

x  =  ^'-a, 

e  questo  numero  soddisferà  evidentemente  alla  (11),  cioè  sa; 
quoziente  dlrcato. 

Esso  pub  esprimersi  più  semplicemente.  Si  ha  infatti  per  li 
gola  del  prodotto  : 

A  a, 

dove  ^,  ò  il  complesso  di  tulli  i  aumeri  7;-  cbc  si  ottengoni 

Tidendo  un  elemento  qualunque  di  A  per  uno  qualunque  di 

e  similmente  per  -g-. 


-?)=' 
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■oziente  della  divisione  di  A  per  ^,  che  abbiamo  dimostrato 
ì  ed  essere  perfettsmeate  determlDato,  si  indica  col  simbolo 

robloma  della  divisione  b  danqne  risointo   dalla   formota  : 
Dalla  forinola  cbe  deflnira  il  almbolo  ^  : 


(A.AQ 
(B  ,  B')  ■ 


'■(?)  = 


(13) 


nce  moltiplicando  i  due  membri  per  7  : 
1  dnnqae  a  sussistere,  anche  pei  numeri  reali,  la  formola: 
si  somma  la  (13)  membro  a  membro  con  l'analoga: 


ene  (art.  574)  : 


'•a-p= 


B  r  altra  forinola  fondamentale  : 

?  4. 1  -  ìi? 
f     ?"     P 

mezzo  delle  (14)  e  (la)  si  ha  poi  : 


(16) 


(16) 


iqne  ormai  chiaro  che  tntte  le  regole  e  proprietà  fondamen- 
il  calcolo  colle  prime  quattro  operazioni  si  mantengono  Inai- 
quando  dai  numeri  razionali  si  passi  al  campo  più  esteso 
imeri  reali. 

ESTBAZIONE    DI   RADICK   AD    INDICE!    INTERO   E  POSITIVO.  —  Es- 

p  MB  qualsiasi  numero  reale  e  positivo,  il  numero  (A  ,  A) 
I  per  seconda  classe  tutti  i  numeri  razionali  la  cui  potenza 
i  intero  e  positivo)  è  superiore  a  p,  e  per  prima  classe  tutti 
menti,  loddisfa  all'equazione: 


x"  = 


(17) 
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Invero,  scrivendo  come  al  solito: 

(A,A')  =  («,  ,o,,  «3...  i«'.,o',,  «',...) 
si  ha,  BUpponendo  per  fissare  le  idee  n  =  3  : 

(A  ,  A')'=  (.  .  . ,  a,aja^  ,...;...,  a\a\a-j  ,...).         ( 
Ala  dalle  disuguaglianze  presupposte  : 

si  deduce: 

{a^-Oj-a^y^p'     ed     ai-aj-a^^p. 

Il  numero  p  è  dnnqne  >  di  tutti  i  numeri  che  compongono 
prima  classe  del  simbolo  (IB),  e  similmente  si  riconoscerebbe 
sere  <  di  tutti  i  prodotti  a\a\-a'j.  È  dunque  p  il  numero  ■ 
separa  le  due  classi,  cioè  si  ha  appunto  : 

lA  ,  A'/  =  p. 

580.  Non  esiste  alcun  altro  numero  reale  positivo  che  sodi 

alla  stessa  equazione  (L7)  ;  cosicché  il  simbolo  v'p  ha,  nel  cai 
dei  numeri  reali  positivi,  il  significato  di  un  unico  numero 
determinato,  che  si  chiamerà  la  radice  n'""  aritmetica  di  p. 

Infatti,  se  a:  ed  j/  siano  due  soluzioni  della  (17),  si  avrà  evie 
temente  x"  =  y".  Ora  quest'eguaglianza  è  inconciliabile  coll'ipo 
che  i  due  numeri  positivi  x  ed  y  siano  differenti,  polche,  se  f( 
p,  es.  x<j/,  ne  seguirebbe,  «  fortiori,  elevando  alla  potenza 
nesima  :  x"  <  y". 

581.  Dopo  quanto  si  è  visto,  non  vi  k  ora  alcuna  difficolt 
stabilire  il  significalo  del  simbolo  h",  qualunque  sia  Jl  numero  r 
positivo  h  e  qualunque  sin  il  numero  razionale  i-. 

Partendo  dal  concetto  che  il  significato  di  ft'  debba  slabi: 
in  modo  da  far  sussistere  poi  senza  eccezione  la  regola  for 
mentale  espressa  dalla  formola: 

si  scorgerà  facilmente  che  11  significato  aritmetico  di  A'  non 
definirsi  clie  in  un  vnico  modo.  Cioè,  se  a  è  dapprima  un  nun 

razionate  piTsitivo,  vale  a  dire  della  foma   —,  dove  m  ed  n  s 

interi  e  positivi,  si  dovrà  porre  come  definizione  di  A": 

A"  =  v'A" 
e,  se  a  è  un  numero  razionale  negativo  : 


A"      -ihr 

Poste  queste  definizioni,  alle  quali  deve  aggiungerei  ancori 
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verificare  clie  la  formula  fondamentale  (19)  sc^aiterà  a 
re  per  tutti  i  valori  razionali  degli  esponenti  a  ed  a'. 

Chiaderemo  questo  §  con  alcaiie   proprietà    fondamentali 
isaf^aaglianze  fra  numeri  reali, 
primieramente  che  :  dalle  disugaagliame  : 

o<3    ed    a'§^' 
ttro  numeri  reali  positivi,  tegue  necessariamente  : 

o  principio  (di  cui  abbiamo  implicitamente  fatto  uso  all'ar- 
80;,  6  nn  oorollai'io  immediato  dei  crìtcvìi  di  eguaglianza 
luguaglianza  dati  agli  articoli  563  e  564. 

Dalla  definizione  (a)  eegae  che:  se  a  è  un  esponente  posi- 
r  ora  anche  razionale),  la  potenza  h'  avrà  ttn  valore  mag- 
gnale  o  minore  di  I,  secondochè  ein  maggiore  eguale  o  mi- 
1,  il  numero  h. 

ifatti,  per  fissare  le  idee,  A  >  1  ;  e  supponiamo,  se  è  pos< 
he  si  avesse  {m  ed  n  essendo  interi  e  positivi)  : 

ft"  ?  1. 
:o  alla  potenza  n""  se  ne  dedurrebbe  (ari.  6^2): 

è  assardoj  poiché  dal  supposto  !i>l  seguo  (art.  582j  h^>l, 

ìì  vede  invece  che:  se  a  é  un  esponente  negatioo,  la  pò- 
'  sarà  rispettivamente  minore,  uguale,  o  maggiore  di  1,  se- 
è  h  sta  maggiore,  uguale  a  minore  di  1. 
!sta  nna  conseguenza  immediata  del  teorema  precedente, 
nsiderl  che,  per  la  definizione  {b\  h~^  è  il  numero  recl- 
ì  h\ 

Vote  «d  Easroixl. 

definiiione  Ai  Bomma  data  all'art.  5G6,  oltre  ad  essere,  came  si  è 
to,  legittima  ed  npportana,  è  altrosi  Hecetiaria.  Non  sarebbe,  cioà, 
dì  dare  par  la  somina  un'altra  definizione  che  non  fosse  ad  essa 

atti  X  il  notuaro  che  si  voglia  definire  come  somma  di  a  e  di  p. 
lUgoaglianBe  : 

.0  luo{;a  per  le  deSnizìoni  data  di  a  e  di  ^,  si  deve  poter  dedurre: 
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0(  +  6/  <  a:  <  a'ft  +  b\. 

Il  numero  x  dovrà  daoqae  «ssere  ^  di  tutti  i  namerì  dell»  claMe 
e  g  di  tatti  quelli  delift  olMse  A'  +  B'.  B^bo  rappreseti ter&  daoqne 
mero  dì  Bspftrftzione  delle  due  cImsì,  cioè  sarà  appunto  ^=(A-t-B,  ii 

2.  Un'  oseervaBione  affatto  analoga  ai  deve  fare  à  proposito  della 
nix  ione  di  prodotto  data  all'art.  570. 

Volendo  infatti  definire  Qn  certo  numero  reale  a:  come  vklore  de 
dotto  B^,  dalle  diBn^aglianae  fondunentali  : 

«(  <  «  <  «x'a         »         6;  <  ?  <  f>\ 
li  dovri  poter  dedurre  : 

Ofbj  <  £C  ^  o  A*»'*- 

Il  nnnero  «  dovrà  dunque  eiaere  maggiore  di  tutti  i  nnmeri  della 
A.B  e  minore  di  tntti  quelli  della  dasae  A'.B',  cioè  dovrà  essei 
punto:  X  =  (AB  .  A'  B']. 

8.  Essendo  dati  dne  nnmeri  positivi  ; 

a=(a, ,  flg ,  Og  ,...  ;  a\  ,  o', ,  o', ,...),  P=(6i .  6» ,  6j  ,...  ;  6', ,  6'^ ,  6' 

e  inpponendo  diapoati,  ove  ciò  eia  possìbile,  i  nnmeri  delle  prime 
in  modo  da  formare  una  prof(ressione  treteatle  ed  infittita  e  quelli 
seconde  in  modo  da  formare  una  progressione  infittita  e  dtcreietHte, 
strare  che  : 

a  +  p  =  (a,  +  6,  ,  a,  +  6, ,  . . .  ;  a\  + b\  ,  a\  +  b\,  .  .  .) 
ed 

af  =  ((1,6,  ,  a,fr,  , . . .  ;  a',!»',  ,  a'^',  ,...)• 

Già  ha  molla  imporlanaa  pratica,  poiché  in  questo  modo  le  olaei 
definiscono  la  somma,  ovvero  il  prodotto,  assumono  forma  più  seir 
ottenendosi  i  loro  elementi  come  somme,  ovvero  prodotti,  dei  ioli  t. 
eorriipondenti  delle  classi  corrispondenti. 


§  5.e  —  Iilmlte  di  Dna  ■nceetslone  (progreulone)  Infli 


585.  Consideriamo  nna  BacceBeione  di  on  numero  infinito 
meri  a,  ,  a,  ,  a,  ,  a^  , . ,  .  ,  a„  ,  .  . .  tate  che  ad  ogni  valore  d 
dice  n  corrisponda  un  valore  ben  determinato  di  a„.  Si  di( 
nna  siffatta  enccessione  ammette  il  lìmite  a  (od  ancbe  che 
al  limite  a  col  crescere  di  n  all'infinita]  quando  la  differen 
a  ed  ano  qualunque  dei  termini  di  iodico  abbasianza  gran 
piti  piccola  di  nna  quantità  assegnata,  piccola  ad  arbitrio.  li 
termini:  se  E  è  nn  numero  positivo  piccolissimo  da  fissare! 
cere,  si  potrà  sempre  determinare  n  in  modo  che  tutti  i  n 
della  successione  a  partire  da  a„  differiscano  da  a  per  meii 
Cioè  si  dovrà  avere  tn  valore  aiaohito: 

«  —  a„  <  e    ,    a  —  a„+,  <t    ,   a  —  a„j.g  <  e  > .  .  . 

contemporaneamente  per  lo  stesso  valore  dì  e. 
Si  dice  nuche  talora,  con  locnzioue  piti  aemplìoe  ma  me 
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che  i  namerì  d[  nna  sncceaslone  tendono  ad  a  quando  col 
e  degli  indici  essi  si  avvicinano  indefinitamente  ad  a. 
na  sncoesBione  d' infiniti  nnmer!  : 


te  no  limite  a,  ciò  b'  indica  colla  scrittura  : 
lima.  =  a 


90  pift  semplicemente  con  lima„=3(,  sottintendendo  per  n^oo  . 
(PIO  l-o  —Poiché  col  crescere  dell'indice  »  i  nameri  : 


uno  sempre  piti  piccoli,  fino  a  differire  dallo  zero  di  tanto 
inaoto  si  voglia,  si  avrà  : 


(PIO  "ifi  —  Sia  la  saccessione  : 

2  3      4      5  1+» 

3  '  i  '  5  '  6  *""2-Kn'"" 

questa  snccessione  si  ha  ; 

,.     I+«      , 

lim =  1. 

■=»2  +n 

verificare  ciò  formiamo  la  diS'erenza  fra  il  limite  presunto  1 

termine  qnalonque  a„. 

:ova: 

1  +n_2  +  n-(l:+n)_         1 
2+  n~  2  +  »  ~     2  +  » 


evidente  che  la  frazione diviene  più  piccola  di  ogni 

t&  assegnabile  col  crescere  indefinitamente  dell'  indice  n. 
;e  ecc. 

Data  una  saccesslone  Indefinita  di  numeri  : 

a,  ,  Oj  ,  d,  ,  . .  . ,  a^  , . .  . , 

ta  ora  di  stabilire  un  criterio  per  riconoscere  se  essa  ani- 
0  pur  no,  nn  limite  determinato, 
dimostreremo  a  tale  oggetto  il  segncnte  : 

•BEifA.  —  La  condizione  necessana  e  sufficiente  affinchè  nna 
«ione  di  infiniti  numeri  ammetta  un  limite,  si  è  che,  per  ogni 
rmj.1.  —  Iitituaioni  di  anoltn  algahrica,  8.*   odii.  86 
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quantità  piccola  quanto  »i  vaglia  e,  ^Uta  un  valore  finito  de. 
dice  n  tale  che  la  di/^erema  fra  il  numero  a.  ed  uno  quàlu 
dei  aucee$sivi  lia,  in  valore  assoluto,  minore  di  e.  Si  deve 
avere  (*): 

K-a«>i.l<s 
coQtGmporaneamentfì  per  ft=l  ,2,3,.... 

Cominciamo  col  dimostrare  che  questa  condizione  ò  necesc 
Invero,  ammettiamo  che  della  snccessione  data  : 


il  limite  ci  sia,  e  sia  A.  Presa  allora  una  quantità  e  piccoli 
arbitrio,  s!  potrà  sempre  prendere  poi  n  abbastanza  grande  pt 
si  abbia: 


|A-<"J<i 
|A-«.H-.1<=    .    *  =  1,2,3, 


onde: 


|à  -  o,|  +  lA  -  a„„|  <  £ 
e  ancora  a  forttori  {*•)  : 

l(A-a.«)-(A-a,)|<«, 
cioè  appunto  : 

K -"«+*!<  e- 
Dunque,  se  la  snccessione  ammette  it  limite,  la  condizione 
riflcata;  epperò  è  necessaria  per  l'esistenza  del  limite. 

587.  Passiamo  ora  a  dimostrare  che  questa  condizione  è  a 
sutltciente  ;  ammetteremo  dunque  che,  per  ogni  quantità  positi 
fissata  piccola  ad  arbitrio,  si  possa  sempre  determinare  n  in  ] 
da  avere: 

I«n4-»  -a„|<e        ,        fc  =  l,2,3,... 

e  dimostreremo  che  allora  esiste  necessariamente  un  limite 
la  successione  data. 

Immaginiamo  di  avere  una  successione  di  quantità  positi^ 
verse  da  zero  Ej  ,  e^  ,  e,  ,  . .  . ,  e„  , . .  .  tale  che  sia  limG„=0. 

siffatta  snccessione  si  pad  sempre  costruire  in  infiniti  modi  : 

esempio  basterà  prendere  e„=  -.  Presa  una  qualunque  di  q 

quantità  e,,  si  potrà  sempre,  per  ipotesi,  determinare,  corri: 


(*;  D'ora  iDDftnii,  per  deBÌgnare  il  valore  aBBolnto  di  una  quantità 
chiuderemo  la  quantità  stessa  fra  due  parentesi  quadre. 
(**)  Poiché,  se  a  e  ^  sono  due  numeri  reali,  ti  ha  sempre  : 

l,±P|5|a[+ip[. 
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dentemente  ad  essa,  nn   certo  valore  tIj  dell'Indice  n  tale  da 


In  corrispondenza  delle  quantità  e, ,  e,  ,  f, , . .  .  avremo  d 
altrettanti  indici  n^  ,  n,  ,  n^  ,  . . .  per  I  qnali  HOi-anno  verlfl 


Ciò  premesso,  indichiamo  con  A  la  classe  formata  dai  d 
a„  -  E,  ,  a„  —  Sj  , . . . ,  a„  —  Ej ,  .  .  . 

e  con  A'  quella  formata  dal  namerl  : 

««+  =1  >««+  «i  >■■■»««,  +  *i 

Dico  elle  queste  due  classi  individuano  un  numero  (A ,  è 
e  che  questo  fe  appunto  il  limite  della  successione  data. 

CoDsidcrlamo  infatti  un  elemento  qualunque  a  ~  Ef  della 
A  ed  ano  qualunque  a     -f  tj  della  classe  À'. 

Dobbiamo  dimostrare '^primieramente  che; 


0  cbe  è  lo  stesso  : 


""J" 


-"«..<  «(  +  6;. 


Ora  ciò  riesce  manifesto  se  si  riflette  che,  nel  caso  di  ti 

ha  per  le  (1): 


e,  Del  caso  di  nj  <  n, ,  sì  ha  per  le  stesse  (1)  : 

K, -<■.,!<=> 

onde  in  ogni  caso  sarft  : 

ed  a  fortiori  : 

a„.  -  a-   <  E(  +  Sj. 

In  secondo  luogo  dobbiamo  dimostrare  che  la  differenza 
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lò  rendersi  piccola  &  piacere  Bcegliendo  opportunamente  gì 
ci  i  ed  ;'.  Ed  iavcro  a  tale  oggetto  basterà  prenderesti,  pò 
lora  qneBta  differenza  si  riduce  a  2e,  clie ,  per  supposto, 
nderei  piccolo  a  piacere  prendendo  l'indice  i  abbastanza  gra 
Ora  io  dico  che  il  numero  a  =  (A  ,  A')  cosi  determinato,  è 
into  il  limite  della  snccessione  a,  ,  %  ,  a^ ,  .  . . .  Infatti,  poicl 
compreso  fra  i  numeri  di  A  e  quelli  di  A', si  ha: 

««,  -  «i  <  a  <  a»,  +  =i 

anche  cambiando  i  segni  a  tutti  i  membri  : 

(j  —  a„  >  —  a  >  -  o^  —  ej .  . .  . 

Inoltre,  per  le  (1),  si  ha: 

<*n(  +  ^(  >  **«  t*  >  "n  -  ^i      I      fc  =  I,  2,  .  .  .  . 

Se  ora  sommiamo  membro  a  membro  la  (2)  con  la  (3) , 
amo  : 

26i  >  «„,*»  -  a  >  -  26j       ,        fc  =  I,  2, . .  . 


I«-»»,h.»I<2e,         ,         k  =  l,  2,.... 

Basterà  dunque  prendere  l'indice  m  di  o„  maggiore  di  n^ 
i6  a^  differisca  da  a  per  meno  della  quantità  piccolissima 
ciò  esprime  appnnto  che  : 

llma„  =  a. 

588.  Come  applicazione  del  teorema  ora  dimostrato  vogliami 
edere  che  :  una  auccettione  infinita  di  numeri  positivi  creta 

«i  S  «s  <  a»  <  a*  •  •  ■ 

cui  valori  non  divengono  infinitamente  grandi  col  crescere 
indice  n)  tende  sempre  ad  un  limite  determinato. 

Dire  che  i  valori  (5)  non  possono  divenire  infinitamente  gr 
9l  crescere  dell'indice  n  significa  esistere  un  numero  positi 
ile  che  si  abbia  sempre  : 


smunqnc  grande  si  voglia  prendere  l' indice  n. 
Ciò  premesso,  si  immagini  fissata  a  piacere  una  quantità 
va  t,  anche  piccolissima  purché  non  nulla,  e  si  considerila 
ressione  aritmetica  : 

0  ,  e  ,  2e  ,  3e  ,  4e  , 

Per  mezzo  di  questi  termini  l'intervallo  compreeo  fta  0  e 
erra  a  suddividere  in  un  numero  finito  di  intervalli  più  pi< 
:ioè  p.  es,  da  0  ad  e,  da  e  a  2e,  .  . ,  da  me  a  fc,  se  fc  ò  comp 
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fra  ffiE  ed  (m  -H  1)  0-  ^'  imma^in!  ora  conosciuto  quello  di  qnestl 
intervalli  che  è  V  nllimo  in  cui  possa  trovarsi  compreso  qualche 
nnmero  della  saccessione  (5).  Esso  potrà  essere  l'iolervallo  estremo 
tn  mi  6  k,  0  più  generalmente  un  intervallo  qualunque  fra  (ie  e 
(;i-t-l)E.  Sìa  allora  a;  un  elemento  di  (5J  compreso  in  esso.  Per 
ipotesi  tutti  i  numeri  della  successione  a,  ,  «j^,  , .  .  .  saranno  in- 
feriori a  ([JL  +  1)e,  d'altra  parte  essi  sono  por  Te  (5)  superiori  od  al 
più  eguali  ad  a^  ;  quindi  essi  si  troveranno  tutti  compresi,  al  pari 
di  Of ,  nell'  intervallo  fra  [jg  e  (;t  +  !)••  Si  avrà  quindi  evidente- 
mente  : 

|aj-a<4.jtl<s        .        k=l,2,3 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  per  l'esisteoza  del  limite 
resta  cosi  verificata. 

589.  Per  trovare  il  limite  di  una  successione  infinita  di  numeri, 
si  fa  spesso  uso  del  seguente  teorema  : 

&  a„  e  b.  tendono  ad  uno  stesso  limite  a  col  crescere  dell'  in- 
dice n  e  c„  é  un  numero  sempre  compreso  fra  a„  e  b„ ,  esso  puve 
tivrà  per  limite  a  col  crescere  di  n  all'infinito. 

Infatti,  polche  c„  6  compreso  fra  a„  e  6„ ,  la  difi'erenza  c„  -  a 
«tra  compresa  fì'a  a„  -  a  e  b„  —  a.  Ma ,  essendo  a  per  supposto 
limile  di  a„  e  di  &„,  ciascuna  delle  difTerenze  a„  — a  e  &„  —  a  , 
per  la  definizione  di  limite,  diventerà  piccola  a  piacere  purché  si 
prenda  l' ìndice  n  abbastanza  grande.  Lo  stesso  accadrà  dunque 
a  fortiori  della  differenza  c^  —  a  il  cui  valore  algebrico  è  com- 
preso fVa  quelli  di  queste  due;  cioè  c„  tenderà  dei  pari  allo  stesso 
limite  a  col  crescere  di  n  all'  infinito. 

»_ 

Esempio  :  Se  lima„  =  1,  é  anche  limVa„  =  1. 

Invero,  a  seconda  de)  valore  dell'indice  n,  il  numero  a„  potrà 
esaere  magglote  o  minore  di  1.  Ora  si  ha: 

9 

per  «„51:  l§Va„^a„ 

per  a„  §  1 :  1  ^  \'a„  ^  «„ 

come  si  riconosce  subito  elevando  tutti  i  membri  alla  potenza  in- 
tera e  positiva  q.  In  ogni  caso  il  numero  \/3„  è  dunque  compreso 
fra  t  due  numeri  1  ed  a„ ,  che  hanno  lo  stesso  limite  1  ;  come 
bastava  dimostrare. 

590.  Se  il  numero  a„  finisce  per  diventare,  in  valore  assoluto, 
piti  grande  di  qualsivoglia  quantità  assegnabile  col  crescere  infi- 
nitsmenle  di  n,  si  dice  qualche  volta  che  a„  ha  per  limite  Vinfi- 
«ito  e  si  scrive  : 

lima„  =  00 . 

8e  inoltre  col  crescere  dell'indice  n,  il  nnmero  n  finisco  por  a- 
vere  sempre  lo  stesso  segno  positivo  (o  negativo),  si  dice  più  spe- 
cificatamente che  a„  ha  per  limite  l'infinito  positivo  ovvero  l'ia- 


;yG00'^IC 


finito  negativo,  acrivendOBi  a  seconda  che  ha  laogo  l'ano  o  t'c 
CABO  : 

lÌraa„=  +  oo,  ovvero:  ]ima^  =  — «. 

A  schiarimento  di  queste  definizioni   si   considerino  i  segn 


Chioderemo  qnesto  paragrafo  con  alcuni  altri  esempi  -  di 
qaente  applicazione. 


diviene  infinitamente  grande  quando  n  cresce  all'infinito. 

Invero,  se  da  nn  valore  qualunque  di  n  sì  passa  ai  valore  e 
pio  2n,  la  somma  (ij)  si  viene  ad  accrescere  della  quantità  : 


M  + 1      n  +  '2  2« 

che  è  maggiore  di  -  ;  poiché,  sostitaendo  In  luogo  di  ogni  tern 
di  (7)  il  piti  piccolo,  cioè   —,  si  ha  evidentemente: 

1  1  i.      J_     J.  i.-    L-}l 

n+l"*'n  +  2*^""''"  2»  ^2n'*"2«  "'""■■'"  2n~"2n~2' 

£  dunque  chiaro  che  raddoppiando  successivamente  e  indel 
tamente  il  valore  di  n,  la  somma  (G)  si  verrà  ad  accrescere 
un  numero  dì  mezze  unità,  che  potrà  essere  grande  a  piace 
onde  la  somma  stessa  potrà  rendersi  grande  a  piacere. 

592.  IHii  generalmente,  si  ha,  qualunque  sia  il  numero  positiv 

limi  +  z +  ■•■  +  ~  )  =  +  «. 

■=»\a  +  l      a+2  a  +  nj 

Infatti,  se  ft  è  r  intero  immediatamente  superiore  ad  et,  si 


a  +  la+2'a  +  n     A  +  I      ft  +  2h  +  n 
ed  b  chiaro  che  il  secondo  membro  cresce  indefinitamente  col  i 
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li  n,  poiché  la  somma  : 

,  por  l'art,  prec,  infinitamente  grande  por  n  =  x>. 
Se  a  e  ^  sono  du«  numeri  potiHoi,  ai  ha,  per  a  <  ^  : 
(a-H)(»  +  2Xtt  +  3)...(^  +  D)  ^ 

«=»(p  +  l)0  +  2)(p+3)...(3+n)        ■ 
lò  scrivere  Infatti  : 


+  '2)...(a  +  n)      V^a*-lA^a  +  2r-  V^a  +  nr 

nn 
)Dd 


anendo  soltanto  nna  parte    dei   termini    che    nascerebbero 
vilnppo  del  secondo  membro,  si  ha  evidentemente  : 


a+2)...(«  +  n)         ^"^        '\a+l      o  +  2     "       a+n]' 

to  b  cosi  dimostrato,  poiché  il   secondo  membro  diviene 
12)  infinitamente  grande  per  n  =  <a. 

Vote  ed  Saaroixl. 

„_.=._.    »i+'^  +  ■■■''»     :    _v: . ..___... 


iti  a,  ,  a,  , . .  .  ,  an.  Se  a.  a  ^  sono  ris petti v^mon te  il  minimo 
a  fra  i  valori  algebrici  di  a,  ,  a,  ,  . . . ,  a. ,  daLte  aRaigliame: 


Bommando  membro  a  membro  e  dividendo  per  n  : 

^  g,  +  flg  +  .  .  .  +  a„  ^  ^ 


ttdia  aritmetica  di  piò  numirì  j  eoittprent  fra  il  valore  pia  piccolo 
rt  pia  grande  dei  numeri  tltiti. 

\  luecenione  a,  ,  a,  ,  a,  ,  . .  .  tende  al  limile  finito  À,  ti  pub  tempre, 
quantità  potiliva  i  piceola  a  piacere,  detertiiìrtare  Vindici  n  in  modo 
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eht  la  media  arilmelìca  di  un  numero  qaaluiiQiie  di  lermiai  dtlla  luttu 
leelti  fra  quelli  che  vengono  dopo  a,  ,  diffetitea  da  A  per  meno  di  t. 

Kicordando  la  defiuizione  di  limite  si  vedrà  che  è  questo  un  sei 
corollario  del  teorema  precedente. 

8.  8»  la  tueeeiiione  a,  ,  a,  ,  a,  ,  .  .  ,  tend»  al  Umile  A,  anche  la  medù 
melica,  M„  ,  dei  primi  n  termini  lendt  allo  iteito  limite. 

Snpponiaino  dapprima  A  =  0.  Fiaaeta  a  piacere  t  ai  potrà,  pel  tei 
precedente,  fissare  )i  in  modo  da  avere  ; 


_ttl 


+  <ttL.t+  •  -  ■  +«m-n| 


<6 


per  tntti  ì  valori  di  «.  Potendosi  scrivere  : 

„         ^  O,  +  O,  +  .  -  ■  +  a,t   ,    «iM-l  +  t^n+l  +  •  •  •  +  Optn 

^*'"  it  +  »  IX  +  n  ' 

ai  avrà  dunque  : 

l**''^"'^!-^ — JT^ — T"- 

Ma,  per  valori  di  »  abbastanza  grandi,  si  ha  evidentemente; 
K  +  a,+  ...  +  aJ     ^ 
I  li  +  «  1 

Sarfe  dunque  per  tntti  i  valori  afabaatansa  grandi  di  k  : 
IM^^I  <  2e. 
Con  ciò  resta  appunto  dimostrato  che  : 
]imU|  =  0. 

Se  A  6  diverso  da  cero,  la  successione  a^~A  ,  a,~A  ,  .  .  .  avrà   ai 
per  limite  lero.  Si  ha  dnnqne  pel  caso  precedente  : 

,,^K-A)  +  (a,-A)  +  ...4.K-A)  ^  „  ^ 
cioè  appunto  : 


lira 


■i +  a, +  . 


4.  Se,  per  n  =  co ,  Itm  a,  =  A  e  lim  b,  =  B,  »  ha  anche  : 

,.     8,b„  +  ajb„_,  +  .  .  .  +  a„b, 

lim  -^-^ ^—"—l— -J!— '  =  A  ■  B. 

11=00  n 

Posto  infatti:  o„  =  A  +  oc,  ,  t«  =  B  +  p„  ,  eosicohè  lim*^  : 


2(A  +  «i}(B +  ?„_() 
.  +  a„6,      tei 


A^-_^A^ 
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FoiebA  già  BappÌMiio  (Nota  S*)  ohe  : 


■À  rmU  BolUnto  ft  dit&oatrAre  ohe  : 


lim-2a,-p,_,  =  0. 


Ork,  tendendo  «.  ^  P»  >'  limite  sere,  i  loro  valor 
cieacere  in  defini  temente  ;  onde  eeieterfc  nn  numero 
dk  aversi  per  (uttì  i  valori  di  i  : 

W<Q       ,       |?,i<Q. 

Esisterà  inoltre,  per  ogni  numero  poBÌtivo  t  fiuato 
di  [1  tiJe  che  eia  : 

w<«    >    iw<« 

ptr  latti  i  valori  di  i  ivperiori  a  jt.  Se  dnnqne  pren 
poichì,  H  {  eia  ^|x,  sarà  invece  n— >>|i.  Si  potrà 


^•|«.f,^,<Ì-«.T  =  .-T 


d'onde  segue  immediatamente  la  (1). 
5.  Si  appliohi  il  teorema  dell'art.  S&9  a  dimoitra 


cioè  che  la  «ueee*tio»«   — — -  , ,    • ,  .  .  .  I 

«0  *i  «. 

la  nmaiione  x,  ,  x,  ,>,,..  .  ha  per  limite  xero.  Ser 
le  ditegoaglianEe  : 

Bina;  <  aj  <  tga; 

che  è  twai  facile  stahilire  geometricamente. 

6.  Estendo,  come  all'art.  b98,  *  <  p,  riconoscere  < 

(a+lXa+2) . . .  (a+n)^ l-iì-3. 

(g+iXP+2r.".Tg+«)'=  /M  .  1  V^z?  4  - 

\l+a       Ano     ' 

7.  Dimoetrare  ohe:  lim  ^  =  0, 

C&FiLLi.  —  Ittiluzioni  di  analUi  algebrica,  8.*  ed: 
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8.  Dimostrare  ohe  b1  h%  anche,  più  generalmente: 

!imtó!=0 

comtinque  ai  fissi  l'esponente  it. 

§  6.0  —  Operutont  fondamentali  so  limiti  flDltl. 


r>94.  Se  a„  e  h„  tendono  riapettioamente  ai  limiti  finiti  A  e  B, 
la  lomma  bl„  +  b„  avrà  per  limite  A  +  B,  e  la  differenza  a^  -  b, 
avrà  per  limite  A  —  B. 

Per  dimostrare  che  lim(o„  +  6„)  =  A  +  B,  basta  far  vedere  cbe 
per  tutti  I  valori  abbastanza  grandi  di  n  bÌ  pad  avere  : 

[(A  +  B)  -  (a„  +  6JI  <  E , 

e  essendo  una  quantità  positiva  piccolissima  fissata  ad  arbitrio. 
Ora  questa  disuguaglianza  può  anclie  scriversi  : 

|(A-a„)  +  (B-6„>|<e 

a  sotto  questa  forata  si  vede  chiaramente  cbe  essa  sarà  soddisfatta 
per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi  di  n  ;  poiché,  essendo  per  sap- 
posto lima„  =  A  e  lÌmò„^B,  ciascuna  delle  differenze  (A  — (!„)  e 
(B  -  b„),  e  quindi  anche  la  loro  somma,  diventa  piccola  a  piacere 
per  n  abbastanza  grande. 

Far  dimostrare  poi  che  lim(a„  -  („)  =  A  --  B,  si  procede  in  modo 
affatto  simile  considerando  che  la  differenza: 

(A  -  B)  -  (a„  -  b„) 

può  scrìversi  identicamente  sotto  la  forma  : 

(A  -  a„)  -  (B  - 1>„). 

595.  Se  ii„  e  h„  tendono  riap.  ai  limiti  finiti  A  e  B,  i/  prodotto 
a„-b„  avrà  per  limite  il  prodotto  A-B. 

Come  sopra,  basta  dimostrare  cbe  la  differenza: 

AB  -  a„6„ 

può  Hdnrsi  piccola  a  piacere  per  »  abbastanza  grande.  Invero  si 
può  scrivere  identicamente  : 

AB  -  a„b„  =  (A  -  a„lB  +  (B  -  6„)o, 

ed  ora  è  facile  riconoscere  che  ciascuna  delle  due  parti  che  com- 
pongono il  secondo  membro  può  divenire  pìccola  a  piacere  per  » 
abbastanza  grande.  Infatti,  le  differenze  (A  — a„)  e  (B— 6„)  po- 
tendo per  ipotesi  rendersi  pìccole  a  piacere,  lo  stesso  deve  dirsi 
del  prodotto  di  A  —  a,  per  la  quantità  fissa  B  e  de)  prodotto  di 
B  — 6„  per  il  fattore  a„;  poiché  qnest'nltìmo,  avendo  per  limite 
finito  A,  si  conserverà  sempre  finito,  cioè  inferiore  ad  una  quan- 
tità fissa  assegnabile. 
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?tì  a^  e  b„  tendono  risp,  ai  limiti  A  e  B,  e  se  B  <)  dive 

&.  A 

,  il  quoziente  —  ayj'à  W  limite  finito  -^. 


ib„  -  B)  X  ; 


dimostrare  che  la  differenza 
J_  _  £  _  6„-B 
B      &„~   B-6„ 

lersi  piccola  a  piacere  per  n  abbastanza  grande.  Ora  eiò 
poiché  rnìtimo  membro  è  11  prodotto  di  due  fattori,  deE 
primo  f>„~B  diviene  piccolissimo  per  Ipotesi  ed  il  secondo 

ito.  Invero,  perchè  il  secondo  fattore  ~ —  potesse  dìve- 

B-b„ 
nde  quanto  si  voglia  col  crescere  di  n,  bisognerebbe  che 
:  &„  del  denominatore  potesse  divenire  piccolo  a  piacere 
)ba8tanza  grande,  ossia  che  b„  avesse  per  limite  lo  zero, 
contrario  al  sapposto. 
emesso,  poiché  : 


1- JL 

r  il  teorema  del  prodotto  dell'  art.  prec.  : 


lima„  =  A      e     ''^r-  —  "n  i 


"(-r)  = 


applicazione  importante  proponiamoci  di  trovare  il  limite, 

finito,  dell'espressione :  a,  b,  e,  d  essendo  quattro 

c  +  dn 
sostanti. 

leratorc  a+  bn  tende  in  generate ,  per  n  infinitamente 
ad  nn  limite  infinito  e  lo  stesso  dicasi  del  denominatore. 

quindi  applicare  il  teorema  del  qtioziente,  converrà  prima 
are  la  frazione  in  modo  che  tanto  il  numeratore  che  II 
atore  tendano  a  limiti  finiti. 

oggetto  basterà  dividere  per  n  i  dne  termini  della  ft*a- 
in  che  essa  non  cambia  di  valore  e  prende  la  forma: 

n  cresce  indefinitamente,  -  e  -    tendono   evidentemente 
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a  zero,  onde  : 

lim(^  +  ft'\  =  6    ,    ìim{-  +  d\=d. 
Epperò,  applicando  ora  il  teorema  del  qaoziente,  si  trova  : 

c  +  dn     d 

597.  Poiché  il  teorema  dell'art.  595  si  estende  immediatam 
come  è  manifesto,  al  prodotto  di  un  namero  qualunque  di  fa 
ne  eegae,  per  p  intero  e  positivo,  che  (a„)''  tenderà  al  limiti 
se  il  numero  positivo  a„  tende  al  limite  A. 

598.  Più  generalmente:  te  a  è  un  numero  razionale  qualut 
la  potenza  a„^  tenderà  ad  A",  se  a„  tende  al  limite  finito  À 

Sia  infatti  dapprima  a  =  -,  essendo  p  b  q  interi  e  positiv 

può  scrivere  :  _ 

,,"  =  <  =  A..(-j"). 

Ma  dall'essere   lÌmY  =  l'  acgae  (art.  589)  che  è  anche: 
e  qnindi  anche  per  l' art  prec/: 


'M- 


Dalla  (1)  si  ha  dunque  appunto:   lima„'  =  À^. 

Il  caso  di  a  negativo  si  riconduce  evidentemente  a  qaelh 
contemplato  mediante  il  teorema  del  quoziente. 

Vote  ed  Eseroùd. 

1.  Nelift  dimostrazions  dell'art.  598  si  è  snpposto  implicitainente 
noD  sia  egnnle  t,  lero.  Par  A  =  0  il  lettore  riconoscerà  immediata: 
la  validità  del  teorema. 

„    „  .,,..,     ^.   0  +  611  + en'       ..    o  +  6n +  «•  +  *!» 

2.  Trovftre  il  limite  di  -; — —, ~^  ,  di    — ; --  —  ,    eo<i 

a  +  bnl-cn*  a  +  £n  +  cn»+<f"* 

S.  EiBendo  lim-^^  =  A,  per  n  =  co ,  dimostrare  che  : 


»„?»+'=  flim^')   =A*. 
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i  qnoBiente  -=  tendo  »d  un   limita   finito,    e 
2  1,  dimctrare  ohe  lim  °"*'~-^?  =  lim  ^ . 

se    si    ha    inoltre: 

ichl  l' identità  : 

a„.i-a„      «.      Vr!"ft! 

urre  come  corollario  che:  se  — ^'  tonde  ad 

ttn  limite  finito  di. 

i„  fende,  per  n  =  00  ,  od  un  limUt  fiùào  e  diveT$o  da    ztro,    li    ha 

1,^ ,.  +  .,+  . ..  +  .„.,._, 

■=«  a,  +  o,  +  .  . .  +  a„ 
lichi  1>  nota  8*  del  §  4°,  dopo  aver  osiervato  che  bì  può  scriveie: 
+■  .  ■  ■  +a„^,  _  71  +  1  ]gi+gg+  .  ■  ■+«„>!   .  «i+ggf  ■  •  •  +«n| 
[j+  .  . .  a^  71     (  7t  + 1  "  n  > 

7.0  —  Limiti  di  atoane  eipresslonl  esponenilall. 
e  con  esponente  reale  e  logaritmi   del  numeri  reall> 

Le  poterne  successive: 

h  ,h*,h\...,h'',... 
numero  positivo  h  tendono  all'infinito  positivo  quando  h>l, 
no  invece  a  zero  quando  h  <  1. 

nciamo  dal  supporre  cbe  A  sia  un  numero   positivo   mag- 
li I.  Sì  pu6  scrivere  : 

h  =  l  +  (A  - 1) 
&»-A  =  A(A  -1)  >h-l 
A'~A*  =  A»(A-l)>ft-l 


ft"- A''-'  =  A"-HA-1)  >A-  1. 
tu,  poiché  A  >  1,  sì  ha  o  fortiori  (art.  583)  A'  >  1,  e   molti- 
Io  i  due  membri  per  (h  -  1)  : 

A'(A-1)>A-1. 
maDdo  ora  membro  a  membro  le   n    ineguaglianze    scritte 
e  considerando  che  i  termini  in  A  ,  A* ,  A' , .  . . ,  A""'  sì  di- 
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Btrng^ono  nel  primo  membro,  perchè  nguali  a  due  a  dae  e  di  se- 
gno contrarlo,  si  ottiene  : 

»"><»-!)+ 1.  (ij 

Da  qaesta  disQgaaglianza  si  vede  ora  che  il  valore  di  A"  pnò 
divenire  grande  qaanto  si  vaole,  porche  8i  prenda  l'esponente  tt 
abbastanza  grande  ;  poiché,  volendo  che  h"  saperi  un  numero  po- 
sitivo K  scelto  grande  a  piacere,  basterà,  in  virtil  della  (1),  di 
prendere  n  in  modo  che  si  abbia  : 

n(A-l)  +  lgK:, 

cioè  di  prendere: 


il  che  Bi  paò  sempre  fare  prendendo  per  n  il 
mediaiamente  superiore  a   •- — -. 
Si  ha  dnnqne  : 

limA"  =  +  00    (A  >  1).  ;2) 

Sapponìamo  ora  che  A  sia  an  numero  positivo  minore  di  1. 
Poiché  allora  il  namero  reciproco  j-  è  inTece  maggiore  di  1,  si 
ha  per  qnanto  precede  : 


i(i)"- 


o,  che  è  lo  stesso  : 


Ma  perchè  la  frazione—  diventi  grande  qnanto   si   vuole,  col 

crescere  di  n,  è  necessario  che  il  denominatore  h"  diventi  piccolo 
quanto  si  vuole,  cioè  appunto  che  si  abbia  : 

limA"  =  0     (A<1).  (3) 

600.  La  formola  (2),  e  quindi  anche  la  (3),  vale  anche  se  n  tende 
all'  infinito  positivo  percorrendo  una  progressione  qualsiasi  di  valori 
razionali.  lufatti,  se  ni  è  il  massimo  intero  contenuto  in  n  e  sia 
«  =  m  -|-  [;,  si  ha  {cfr.  art.  581)  : 

A"  =  A'"+i'  =  K^hV-  >  A*". 

601.  Si  consideri  ora  una  snccessione  d!  numeri  : 
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—  295  — 
avente  per  limite  lo  zero,  e  bÌ  formino  le  potenze  ; 
ft't ,  A»- ,  A=» , 

Qnests  naova  saccesBione  avrà  per  limite  l' unità. 

SapponJamo  Infatti,  por  fissare  le  idee,  A  >  1  e  le  e  positive,  e 
consideriamo  la  differenza  A  "—1  che  è  certamente  positiva  (ar- 
Ucolo  583j.  Dobbiamo  dimostrare  che,  dato  an  numero  positivo  5, 
aacbe  piccalissimo,  si  paò  sempre  determinare  n  in  modo  da  avere: 

h*"  - 1  <  5 
i]  che  equivale  a  scrivere  : 

A*n  <  1  +  6 


od  anche  : 


(1  +  5)*"  >  h. 


Ora  è  manifesto  che  quest'ultima  diBUgoaglianza  sarft  soddisfatta 
dai  valori  abbastanza  grandi  di  n,  poiché,  essendo  per  supposto 

lini£,  =  0,  la  reciproca  —  avrà  per  limite  +  oo;  quindi  il  numero 

1  +  6,  che  fe  evidentemente  maggiore  di  1,  venendo  elevato  ad  un 
esponente  positivo  grande  quanto  si  vuole  finirà  per  superare  cer- 
tamente il  valore  di  h  (art.  699). 

602.  Il  risaltato  dell'  articolo  precedente  viene   espresso   dalla 

scrìi  tara  : 

limA'»  =  1. 


Per  esprimere  però  al  tempo  stesso  che  per  n=ao  l'esponente  £„ 
tende  al  limite  zero,  si  preferisce  di  scrivere  : 

limh*  =  1 . .  .  (4) 

e  si  dice  che  un  numero  positivo  elevato  ad  un  esponente  picco- 
liitìmo  tende  al  valore  1  quando  l'esponente  tende  al  valore  0. 

Se  all'esponente  e  si  da  poi  precisamente  il  valore  zero,  si  ha 
'i°=l,  secondo  la  convenzione  già  fatta  (ari.  581). 

603.  Finora  si  6  dato  un  significato  a  quelle  sole  potenze  di  un 
Damerò  reale  e  positivo  a,  che  hanno  per  esponente  un  numero 
razionate. 

Siano  ora  duo  numeri  reali  e  positivi  qualisivogliano  : 

«  =  (A  ,  A')  =  (o, ,  a,  ,  .  .  .  ;  o',  ,  a' ) 

P  =  (B  ,  B')  =  (6,  ,  ftj  ,  ■  ■  ■  ;  fc'i  ,  i»",  ,  .  . .)  , 
cosicché  le  a  ,  a' ,  b  ,b'  si  riterranno  essere  numeri  razionali  tutti 
positivi.  Sapporremo  inoltre,  per  fissare  le  idee,  a  >  1. 
Col  simbolo  a^  ai  Intenderà  quel  numero  reale  che  ba  per  prima 
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ise  tutti  i  nnmeri  del  tipo  (oj)-'  e  per  seconda  classe  tutti 

tipo  (a'j,)  ',  coBicchè  la  definizione  generale  di  potenza 
ressa  dalla  scrittara  (*}  : 

(B ,  B'i      /    B  BS 

(A, A')'    ■     '  =  (a     ,(A',    ) 

*er  legittimare  questa  definizione  dobbiamo  innanzi  tatto 

/•    B  B\ 

ire  che  il  simbolo  VA  ,  (&')  }  rappresenta  eSettivameE 
nero. 

invero,  essendo  per  le  ipotesi  fatte— ,§1  ed  a'^1,  si  l 

3ll  583  e  564)  : 

,■^•5'         ed         »..>-.g,. 

queste  due  disuguaglianze  la  prima  ci  dice  che  a''^a' 
ionda  che  («')''<  (a')*'.  È  dunque  a*5(i')*i  <!'"*  ogni  n 

la  classe  A     6  <  di  ogni  numero  della  classe  (A'}    . 
Dobbiamo  ,   in   secondo   luogo ,   dimostrare   che    la    diff 
)*'  —  a*  può  rendersi  piccola  a   piacere    scegliendo   opp( 
nte  i  numeri  a,  6,  a',  b'  nelle  rispeltive   classi   A,  B,  ^ 
A,  si  pu6  scrivere  identicamente  : 

(a'f  -  a*  =  a*{fl*-*  -  1)  +  ((a'f  -  a»)  +  (a*'  -  a"}. 

ster&  quindi  riconoscere  che  ognuna  delle  tre  differeuze 
■  parentesi  può  rendersi  piccola  a  piacere. 
Per  la  prima  si  ha  infatti,  scegliendo  a  ^  1  : 

a*-*  -  1  5  «'*■■**  - 1 

il  secondo  membro  si  potrà  impicciolire  a  piacere  (ar 
endendo,  come  è  lecito,  sufScientemeute  piccola  la  difl 
-6.  Quanto  alle  differenze  la'f' -  a.^' ,  &i  osservi  che,  prei 

sufficientemente  vicino  ad  a,  si  può  sempre  ottenere  (ai 
e  anche  {a'f  si  avvicini  indefinitamente  ad  a^';  ed  ai 
;nte  per  la  terza  differenza. 


*)  Se  a  <  1,  è  invece    -  >  1.  Pertanto  il  cuo  di  a  <  1  ■ 
3  cedente  seri  Tendo  : 


i  definirà  dunque  : 

(B  ,  B'ì       e    B'  B  \ 

(A,A')      '        =(a      ,(A')    ). 


D.gitizecbyG00glc 


604.  Ci6  premesso,  deve  poi  dimostrarsi. 
10)  che  se  (B  ,  B')  =  (C  ,  C),  è  anche  : 

/    B  B'i      /    C  C\ 

U     ,  (A')    j  =  (a    ,  (A')    ). 

Invero  indìcaodo  con  A,  A',  B,  B',  C,  C  numeri  tolti  dalle  corri- 
spoDdenli  classi,  si  ha  per  supposto  (cfr.  art.  563): 

A3A',B^C',C?B' 

d' onde  segue  appnnto  : 

B  B       ,       C         C_        C  B' 

A    ^(A')    5(A'J     ,  A    ^(A'J     ^(A'J    • 

2")  che  se  (A  ,  A')  =  (E  ,  E'j,  è  anche 

e    B  ,  B'i      e   B     ,_,  B\ 

U     ,(A')    }  =  y.E    ,(E')    ). 

Ed  infatti  sì  hanno  per  supposto  le  disuguaglianze: 

B  =  B' ,  A'  >  1  ,  E'  >  1  ,  A  ^  E' ,  E  ^  A' 

dalle  quali  segue  immediatamente: 

B  B  B'         B  B  B' 

A     ^(EO    ?(E')     ,  E    ^(A'J     ^CA')    . 

605.  In  particolare  ,  se  l' esponente  ^  =  (B  ,  B')  è   razionale ,    ei 
potrà  scrivere  (B  ,  B')  =  (3  ,  ?)  ;  e  si  avrà  per  1'  art.  prec,  : 


(A^{A■)''■)=(A^(A','). 


Ora  il  numero  (A^ ,  (A')^)  non  è  altro  che  l'ordinaria  potenza,  ad 
esponente  Tazionale,  afi,   poiché   dalle    disuguaglianze    A^a<A' 

segne  : 

AP§a^g(Ay. 

606.  Finalmente  è  facile  verificare  la  validità  della  regola  ge- 
nerale espressa  dalla  formola  : 

(A ,  A')  .  (A ,  A')  =  (A ,  A')  .  (5) 

Si  ba  infatti  per  le  regole  già  stabilite  : 


(B,W)HO,C-) 

607.  Dalla  definizione  di  A'  data  all'art.  603  segue  subito  che 
i  teoremi  degli  articoli  583  e  584  sussistono  anche  per  un  espo- 
nente a  irrazionale. 

CiFBLLi.  —  hiUuxioai  di  a»aliti  algebrica,  8.»  udiz.  38 
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Siano  infatti  A  =  (H  ,  H*)  ed  a  =  (A  ,  A^  e  eapponiamo,  per  tta- 
sare  le  idee,  ft  >  1  ed  a  >  0.  Poiché, (H  ,  H')  >  1,  esisterà  (art.  564) 
nella  classe  H  almeno  un  nomerò  Af  maggiore  di  1,  onde  (art,  583) 
sarà  anche  A,  >  1.  11  numero  (h  ,  (H')  )  è  danqae  (art.  564) 
maggioi-e  di  (1  ,  1),  poiché  esiste  nella  classe  H  almeno  un  na- 
mero  maggiore  di  1. 

608.  Corollario  1.°  —  Se  di  due  numeri  reali  positioi  bei.  tia 
b  maggiore  di  k,  sarà  h'  maggiore  di  ìs.*  qualunque  sia  V  espo- 
nente a,  purché  maggiore  di  zero. 

EsBendo  infatti  per  eapposlo  r  >  l,  ne  segae  per  l'art,  prec.  che 

A* 

Ta  >  1  ;  cioè  appunto  che  A"  >  i". 

609.  Corollario  2."  —  Se  V  esponente  reale  x  varia  crescendo 
continuamente  dall'infinito  negativo  all'infinito  positivo,  l'esponen- 
ziale h'^  varia  dallo  zero  all'infinito  positivo  crescendo  pure  con- 
tinuamente, se  lì  >  I.  Varia  invece  da  +  <o  a  0  decrescendo  conti- 
nnamente,  se  h<  l. 

Sia  ÌDfatii,  per  fissare  le  idee,  A  >  1  ;  e  supponiamo  che  all'espo- 
nente X  si  dia  un  accrescimento  positivo  y.  Si  avrà  allora  A*'*''=A'-A^ 
Ma,  per  quanto  si  è  già  dimostrato  all'art.  607,  é  A^>1.  Si  ha  dnu' 
que  evidentemente  A"+'  >  A*. 

610.  Dati  due  numeri  reali  e  positivi  a  e  b,  il  primo  deiqutUi 
diverso  da  zero  e  da  1,  esiste  sempre  un  valore  reale  di  x  soddi- 
sfacente all'equazione  esponenziale: 

a.'  =  b.  (6J 

Questo  valore  di  x  è  unico  e  si  chiamerà  il  logaritmo,  in  base  a, 
del  numero  b;  scrivendosi: 

x  =  log„b.  (6)' 

Supposto,  per  fissare  le  idee,  a  >  1,  sia  L  la  classe  formata  dai 
nomeri  razionali  l  pel  quali  si  ha  a'  <  b,  ed  L'  quella  formata  dal 
rimanenti  I'.  Per  l'art.  609,  è  chiara  resistenza  del  numero  (L,  L"), 
che  diciamo  essere  appunto  un  valore  di  x  soddisfacente  alla  (6). 

Se  a  =  (A  ,  A'),  si  ha  infatti  : 

(A,A./'"'-''  =  (a\(A')''') 
e  per  dimostrare  che  questo  numero  coincide  con  b,  basterà  far 
vedere  che  ò  è  >  di  tutti  i  numeri  della  classe  A    ed  <  di  tutti 
quelli  di  (A')     .  Ora  si  ha  appunto,  indicando  con  A,  A',  L ,  V, 
numeri  qualunque  scelti  dalle  classi  omonime: 

6>a^pA^,6<a^'s(A')^'. 
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.cìih  del  valore  dt  x  soddisracente  alla  (6)  risalta  poi  evi- 
ente  dall'  art.  609. 

Le  proprietà  fondamentali  dei  logaritmi  si  dedaooDo  senza 
k  dalla  etessa  equazione  esponenziale  (6),  che  ha  servito 
irli.  Esse  si  riassumono  nelle  formolo  seguenti  : 

g((tó)  =  Ìoga  +  log6,logr  =  loga  — log6,  logo*  =  6loga 

logge-  logftO  =  1  ,  ioggb  ■  logjc  -  log^a  =  1 ,  ecc. 

Se  a„  e  b„  tendono  rispettivamente  ai  limiti  finiti   A  (pe- 
I  diverso  da  zero)  e  B  col  crescere  indefinitamente  dell'  in- 
la  potenza   a„  "  tenderà  al  limite  A  . 
lè  per  sapposto:  lima.  =  A  e  lim&„  =  B,  se  poniamo: 

^  =  o„  ,  6„  -  B  =  p„ 
{§  6.0): 

lima^  =  1  ,  limp„  =  0. 
ito,  per  le  posizioni  fatte,  sì  ha  : 

a„  =  A  ■  o„  ,  6„  =  B  +  f  „  , 
può  scrivere  : 

ultimo  membro  è  ti  prodotto  di  tre    fattori   ciascuno    dei 

inde,  come  ora  vedremo,  ad  un  limite  finito,  cosicché  per 

ma  del  prodotto  dei  limiti  (§  6.»)  il  limite  di  a„*n  altro  non 

e  il  prodotto  di  questi  tre  limiti. 

0  il  primo  fattore   A    non  dipendendo  da  n  conserva  sem- 

no  valore,  cioè  ha  per  limite  se  stesso. 

:ondo  fattore  A  " ,  poiché   la  base  A  resta  fissa  e  1'  espo- 

^  tende  al  limite  zero,  tenderà  come  già  sappiamo  (arti- 

l)  al  limite  1. 

to  al  terzo  fattore  a„       *  ,  coniinciamo  dal  notare  che,  es- 

im?„  =  0,  esisteranno  evidenicmente  due  numeri  interi  fissi 

he  comprendono  la  somma  B  +  p„  per  tutti  i  valori  abba- 

^andi  dell'indice  n,  Sia  se  : 

A  <  B  +  p„  <  A  , 
nche  (art.  609)  : 

o„  <  a       ■  <  a„  ,  oppure  a„  >  a     "^^  >  a„  . 
lè  ora  lima„=l,  si  lia,  pel  teorema  sul  prodotto  dei  limiti: 
Iima„''  =  lim«„'lima„  . . .  =  (lima„)''  =  l"  =  i 
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e  similmeDte  ; 

lima„*  =  1. 

Dnnqae  il  fattore  o^  ^'  ai  trova  sempre  compreso  fra  dne  i 
tità  che  tendono  allo  stesso  limite  1,  e  perciò  il  suo  limite 
del  pari  1'  unità  (art.  589). 

Dalle  (7)  si  conclude  pertanto  : 

linio„  "  =  A^X  1XÌ=A^ 

come  dovevasi  dimostrare. 

Notiamo  espressamente  ohe  il  teorema  pnò  cadere  in  d 
quando  fosse  A  =  0,  o  quando  l'uno  o  l'altro  dei  limiti  A  e  fi 

infinito.  Cosi  per  es,  il  limite  di  (  1  +  -  J     per  n  =  oo    non  i 

dato  da  1",  ovvero  sia  da  1,  come  parrebbe  a  prima   vista 
da  tutt'aitro  nomerò,  come  vedremo  in  segnilo, 

È  facile  di  riconoscere  che  il  teorema  seguita  a  sussister 
che  quando  A  =  0  e  B  è  finito  e  diverso  da  zero. 

613.  Il  logaritmo  del  limite  di  un  numero  è  uguale  al  limi 
logaritmo  del  numero. 

La  base  dei  logaritmi ,  che  si  suppone  restare  invariabile 
per  fissare  te  idee,  un  numero  maggiore  di  1,  che  indiche 
con  A. 

Se  lima„  =  a,  si  avrà  per  lutti  i  valori  abbastanza  grandi 
comunque  sia  stato  fissato  il  valore  pìccolissimo  di  e  : 

\a~a„\<a{l~A-') 


e  a  maggiore  ragione  : 


Ora  dalie  (a)  e  {p}  segue  evidentemente: 


a-<a""^'""-""^''<a= 

d'  onde  (art.  609)  : 

-  e  <  loga„  —  Ioga  <  s. 

Si   ha  dnnqae  ,   per  tutti  1    valori    abbastanza    grandi   d 
lloga„  —  logo[  <  e,  cioè  appunto  IÌm(loga„)  =  logn,  e.  d.  d. 
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Vota  ei  Eserouì. 


1.  5<  a,  ,  H,  ,  a,  ,  .  .  .  i  una  tueetitione  infinita  di  numtri  politivi,  tali  che 
il  rapporto  "*'  tetula  ad  un  limile  minore  di  1,  eoi  ereietre  di  n  all'infi- 
niti,, tara  limB"=0.  (Cfr.  |  9."). 

2.  Applicare  il  teorema  precedeale  a  dimosli'aro  ohe  : 


3.  Essendo  A>  1,  si  applichi  la  diioguaglianza  ; 

A''>CA-l)'-n*  +  (A-  l)(3-A)-n  1-2 

mte  di  quello  dnto  all'a: 


"t — i  "*i- 

1.  Calcolate  limyA+-     a    ìim^'jA»' 


5.  Dimostrars   che   lim =  0.  Si  faccia  n  =  m*. 

,  6.  Si  6  dimostrato  all'art,  613  ohe:  te  lima„=a,  è  anche  liinlof;a„=loga. 
S  vera  anche  la  proposiiioue  reciproca:  cioè:  te  limloi;a„  =  lo);a,  tara 
B,  =  tt.  Si  ha  infatti,  in  quest'ultimo  Buppoato  (art,  612),  detta  A  la  baae 
dei  logaritmi  : 

lIm(A'°'"'")  =  A"°"°"'»  =  A'''*'=<.. 

7.  Applicare  questo  principio  al  calcolo  di  lim  \Jn.  Teneudo  prosente 
la  nota  G*  si  troverà  per  limite  l'unità.  Si  dimostii ,  più  <;enoralinente , 
ohe  lim  y/n  +  k  =  I. 


S.  Se  lim  a„  =  a,  ì  aneht  lim  \'a,aja, ,  .  .  .  b„  =  a. 

Qnuto  teorema  si  riconduce  immediatamenio,  mediante  il  principio  ora 
nanzionato,  a  quello  già  dimostrato,  al  §  5".  (Nota  3'). 

S.  Cambiando  nella  forinola  della  nota  precedente  a„  in  — ^  se  ne  de- 

dnca  che  :  le  il  rapporto    "   '  fenile,  per  n  =  co  ,  ad  un  limila  jEnito  e  deter- 

"•"alo,  anche   \'a„  lertde  alla  itesso  limi/e. 
10.  SJe  lima„  =  a  e  Iim£n=  p,  sotto  quali   condizioni  si  ha; 

limlogg  ft„  =  ìoggb  ? 
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§  8.0  —  Serie  a  termini  reali. 

614.  Fondandi>si  sol  concetto  di  limite  si  può  dare   un   sigr 
iito  a  certe  cGpreBBioni  che  implicano  an  numero  infinito  di  o 
azioni.  Le  pjù  semplici  ed  importanti  espressioni  di   questo 
ere  sono  le  cosi  dette  serie.  Data  una  successione  infinita  dì 
ieri  : 

d]  I  a, ,  eig  ,  .  .  .  , 
i  chiiima  serie  l'algoritmo: 


he  si  ottiene  congiungendo  qnesti  numeri  col  segno  di  somt 
A  primo  aspetto  sembra  impossibile  che  l'algoritmo  (1)  pò 
sprimere  un  numero,  non  potendosi  concepire  la  somma  di 
umero  infinito  di  termini  ;  ma  Bollante  si  può  concepire  il  bì| 
cato  delle  somme  parziali: 

a,  +  dj  ,  a,  +  CTg  +  «j  ,  n,  +  Oj  +  a,  +  «4  ,  . . . , 

ioè  in  generate  della  somma: 

S„  =  a,  -t-  a,  +  aj  +  .  .  .  +  o„_,  +  n„ 

he  si  ottiene  considerando  soltanto  ì  primi  n  termini    dell'ai 

tmo  (1). 

Intanto  però  queste  somme  parziali  : 


irmano  una  successione  infinita  (§  5.")  di  numeri,  che,  in  m 
asi,  poli'à  avere  un  limite  finito. 

Supposto  ora  che  questo  limile  finito  esista  e  sia  A,  cioè  ch< 
bbin  : 

HmS„  =  A  .  . ., 

dice  che  la  scric  infinita  (1)  ammette  per  somma  A  e  si  seri 
A  =  n,  +  n,  -KJj  +  . .    . 

In  lai  cnso  si  dice  anche  che  la  serie  (1)  è  convergente.  Ci 
na  serie  si  dice  convergente  quando  la  somma  dei  suoi  prim 
irmini  converge  nd  un  limite  finito  col  crescere  indefinltamc 
ci  numero  ». 

Se  invece  la  somma  dei  primi  n  termini  finisce  per  divenire 
alore  assoluto,  più  grande  di  qualsiasi  tiuantità  assegnabile, 
rescere  dell'indice  n,  cioè  se: 

lira  S-  =  00  , 
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che  la  serte  (1)  è  divergente,  e  ai  può  scrivere  : 

00  =  a,  +  ag  +  Oj  + 

mente,  in  tatli  gli  altri  casi,  cioè  qnaiido  la  S„  non  tende 
n  limite  determinato  col  crescere  di  n,  si  dice  che  la  se- 
è  indeterminata. 

ueglio  cliiarire  queste  deRnizioui,  consideriamo  qualche  e- 
di  ognuna  di  queste  tre  specie  di  serie. 

Si  abbia  la  serie  : 


(6) 


srmine  generale  è  0^=^- 


li  pad  anche  scrivere  : 

raiasciando  nel  secondo  membro  i  termini  che  si  elidono  : 

il  segue  evidentemente  : 

limS^-limCa    --^  =  2. 
««  \        nj 

irle  (6)  b  dunque  convergente  ed   ha  per  somma  2. 

I  esempio  di  serie  divergenti  si  hanno  evidentemente  le  due 

1: 

1  +  1  +  1  +  H-... 

1  +  2+3  +  4  +  5.  .. 
esempio  di  serie  indeterminata  basterà  citare  la  serie  : 
l_l  +  l_l  +  1-1  ^..,. 

aale  la  somma  di  un  numero  qualunque  di  termini  oscilla 
fra  il  valore  +1  ed  il  valore  —  1,  ma  non  tende  ad  un 
alore  determinato. 

Se  la  serio  : 

a,  +  Oj  +  flj  4-  .  .  . 

ergente  e  sìa  S  la  sna  somma,  st  ha  : 
limS,,  =  S 
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—  804  — 
e  qntndi  anche,  che  è  sOetanzìalmente  la  steBsa  cosa, 
limS,,..,  =  S. 

Sottraendo  queste  due  agnaglianze  membro  a  membro  t 

IimS„  -  limS„_,  --  0 

od  anche  pel  teorema  Balla  differenza  dei  limiti  (art.  594)  : 

lim(S„-S„  ,)  =  0. 
Ka 
S„  -  S„_,  =  (o,  +  a,  -f  ...  a„.i  +  aj  -  (a,  +  a,  -i-  . .  .  +  a„_,) , 

onde  si  conclude  che: 

lim(i„  =  0, 

cioè:  se  una  serie  è  convergente,  il  termine  generale  a„  dev^ 
dere  al  Umile  zero  col  crescere  indefinitamente  dell'indice  n. 

617.  La  condizione  liinn„  — 0,  che  abbiamo  visto  essere  v 
saria  per  la  convergenza  della  serie  a,  +  a,  4  «s  +  . . . ,  non  è 
sufBcieute.  Infatti  è  agevole  il  trovare  esempi  di  serie  per  le 
t  soddisfatta  questa  condizione,  e  ciò  nondimeno  sono  diver 
o  indeterminate. 

Si  consideri  invero  la  serie: 

.      >   .  l  .  >  . 


in  cui  o„  =  -,  ondo  evidentemente  lima„  =  0. 
n 

Sappiamo  (art.  591)  che  la  somma:  l  +  5  +  3  +  -'-  +  -   di 

inBnitamente  grande,  col  crescere  del  numero  dei  termini.  I 
rie  (7)  è  dnnquc  divergente. 
Se  consideriamo  invece  la  serie  : 

11      1      1      l_l_l      1_1 

2      2  "*"  3  "*' 3  "*"  3      i      4"4      4"'  ■"' 

vediamo  che  essa  pure  soddisfa  alla  condizione  limn„  =  0.  : 
facile  riconoscere  che  essa  non  è  né  convergente  né  diverg 
ma  bensì  indeterminata. 

618.  -Teoheha,  —  Affinchè  una  serie  sia  convergente,  è  neces 
e  sufficiente  che ,  data  a  piacere  una  quantità  piccolissima 
possa  sempre  determinare  l'indice  n  m  modo  che  la  somma  < 
numero  qualunque  di  termini  della  serie   consecutivi  all'  a" 
minore  di  e  in  valore  assoluto. 

Infatti  perchè  Ja  serie  (1)  : 


sia  convergente,  è  necessario  e  sufficiente  (art.  614)  che  la 
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le  di  nnmeri  (3)  : 

Si  ,  S,  ,  Sj  ,  S^  ,  . .  . 

ad  an  limite  fiDito  col  ci-escere  indeflnitamento  dell'indice  n. 
hiamo  dnnque  il  teorema  dimostrato  al  §  b."  (art.  586)  che 
condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una  successione 
di  numeri  ammetta  un  limite  finito.  Applicando  questo  teo- 
'ediamo  che,  data  a  piacere  una  quantità  piccolissima  e,  si 
loter  determinare  n  in  modo  che  le  differenze  : 


utte  più  piccole  di  e,  Ma  dalla  (•2)  sì  dedace  evidentemente: 

)vr&  dunque  avere  simultaneamente  per  lo  stesso  valore  di  e: 

,J  <  E ,  |a„ti  -t  a„+»l  <  E  .  K^i  +  o„M  +  a„+»l  <  E  , 

cosi  dimostrato  il  teorema  sopra 
;ndo  per  brevità  : 


dicando  con  B„  ,  p  la  somma  dei  p  termini  consecutivi  al- 
possiamo  anche  esprimere  la  condizione  necessaria  e  suM- 
per  la  convergenza  sotto  la  forma  : 

iRn.pI<E    ,     i'=l,   2,   3,  4,  ...  (10) 

indo  che,  fissato  a  piacere  s,  si  potrà  poi  fissare  opportu- 
te  il  valore  di  n.  Quanto  al  valore  Aip,  esso  resta  poi  sem- 
jitrario. 

Come  applicazione  di  questo  criterio  generale  dì  conver- 
vogliamo  dimostrare  che: 

termini  di  una  serie  iono  alternativamente  positivi  e  nega- 
■cretcenti  (o  almeno  non  crescenti)  in  valore  assoluto  e  col 
!  generale  tendente  a  zèro,  la  serie  è  convergente. 
nfattì  la  serie  : 

M,  —  Wj   -(-  «3  —  «4    +    M5  .   .    . 

ì  n  sono  nnmeri  positivi,  tali  che  si  abbia  : 

«1  >  «g  >  «a  ^  «1  .  .  -  >  «„-i  ^  "„  5  ■  ■  . 
Ire  : 

limH„  —  0, 

U.LI.-  Itlilttiiom  di  analiti   algebrica,  B.>   udiz .  S9 
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Per  (Ijmostrare  la  convergenza  di  questa   serio    basterà  d 
strure  ciie  si  può  soddisfare  alle  condizioni  (10). 
Ora  nel  nostro  caso  bì  ha  : 

(-  l)"-R„p  =  M„4.,  -"„+ì  +  «„.3-  •  -  -  ±"«.r  ■ 
Apprappando  due  a  due  i  termini  del  secondo  membro  si 
anclie  scrivere  : 

{-  1)"-R„p  =  (m„+,  -  H„ts)  +  («,.«  -  ««^,)  +  ■  ■  - 
dove  le  differenze  w,..i  —  «;,.j ,  w„+)  —  «,,+41  ecc.  sono  tutte] 
live,  poicliÈ  per  supposto  M„^.,  ^H„4.j ,  M„j.g  5  w„ ^3 ,  ecc.  Ciò  p 
ne  p  è  pari,  il  secondo  membro  sarà  coinposlo  eaclusivamen 
queste  differenze  positive;  se  invece  p  è  dispari,  sì  avrà  nel 
condo  membro,  oltre  a  queste  differenze,  un  ultimo  termine 
lato  u„^p  evidentemente  positivo.  Pertanto,  in  entrambi  i  ca 
secondo  membro,  come  composto  di  parti  tutte  positive,  sarj 
sitlvo,  cioè: 

{-ir.R„p>0. 

Se  scriviamo  invece  E„p  sotto  la  forma  : 

{-  h"Kp  =  «n+l  -  {««+ì  -  "«.a)  -  («"+4  -  Wn+s)  +  •  •  •  . 

vediamo  similmente  che  nel  secondo  membro,  dopo  il  primo 
mine  positivo  h„^,  ,  si  hanno  soltanto  delle  parti  negative,  0 

(-i)"B.,<»„,. 

Riunendo  le  due  diseguaglianze  cosi  trovate  conchiudiamo 
(jue  che  : 

0<{-ir-R„^<«„^, 

cioè  che  il  valore  assoluto  di  R„„  è  minore  di  «„+,. 

Ciò  posto,  si  immagini  data  a  piacere  una  quantità  positiva 
eolissima  e.  Poiché  per  supposto  limH„  — 0,  si  potrà  tìssnrc  ^ 
bastanza  grande  perchè  si  abbia  : 


Ma,  allora,  poiché  si  ha  per  quanto  precede  : 

si   dedurrà  a  forliori  : 

|K„p!  <  E     ,     p=  l,  2,  3, 

La  serie  proposta  a  segni  atternatt  è  dunque  convergente. 

Dalla  diseguaglianza  (11)  emerge  inoltre  che  prendendo  1 
f>omma  della  serie  infinita  la  somma  dei  soli  primi  n  termin 
commette  un  errore  non  superiore  al  valore  di  u„^, ,  poiché  la 
ci  dice  che  la  somma  di  un  numero  qualunque  di  termini  c( 
cutivi  all'?»™"  non  può  superare  «„„. 

620.  Es.  La  serie  : 

,       11111 
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ergente.  Volendo  calcolare  la  sua  sor 
Ik  baeterJi  prendere  In  somma  dei  pri 

1  _  '      i_  -LI 

2  "^  3      ■  ■  ■  ^  98  "^  9S 

Chiuderemo  questo  §  con  nn'osservaz 
ottante  nella  pratica.  Se  ad  una  serie 

namero  Unito  di  termini,  ciò  può  sol 
.  ma  noD  f;ià  la  sna  natura;  cioè,  se  e 

ancora  convergente,  se  indeterminata 

tale.  Per  persuaderai  di  ciò  basta  ritì 
0  con  8„  la  somma  dei  primi  n  termi 

la  somma  dei  primi  it  termini  della 
mpio  dalla  serio  data  si  siano  soppre 

sia  A,  si  avrà  per  n  abbastanza  grai 

S'„  +  A  =  Si.„.. 

lò  A  è  un  numero  costante  che  non  di 
la  serie  data  è  convergente,  cioè  se 
lite  per  »  =  ao,  si  dedurrà: 

limS'„  +  A  =  limSj^.,.  =  limi 
IÌmS'„  =  -  A  +  limS„. 

uesta  osservazione  segue  per  es.  che 
rata  all'art,  prec.  sarà  convergente  ai 
:  ai  termini  non  siano  verificato  propi 
:crmine,  ma  soltanto  da  un  certo  lern 
ii  tatti  i  criterii  di  convergenza  che  da 
Data  la  serie  convergente  ; 

S  -  a,  +  a,  +  «3  +  .  .  . 

n  particolare  da  quanto  si  è  detto  ali 
e  anche  la  serio  : 

R„  =  ««  +  «„+i  +  «»+j  +  ■  ■ 
liò  che  resta  della  (a)  quando  si  trasc 
primi  n  termini.  E  si  avrà  : 

S  =  S„  +  E„. 
mero  K„  si  chiama  il  reato  della  serit 
i6  lÌmS„  =  S,  segue  evidentemente  dalla 

Se  sia  stato  determinato  il  valore  di 
lianza  : 

IR„ ,  pi  <  = 

disfatta  per  tutti  i  valori  di  p,  resterà 
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diset^uaglianza  : 


|K,.i  : 


Per  la  definizione  di  R„  è  infatti:  R„  =  liinR„ 


Vote  od  Essroisi. 


la  serie  a  teruiiii  decrescenti  : 
3       4       5        6 

3       4       h        tì 

!  la  cuavergenia  della  serie  : 

la  divergensa  della  aerie  : 


2       3       4       0       tì  ^  7 
4.  Dimostrare  l' iadeterminaiione  dell»  s 


2^3"^8       4       4       4^a^5^5^5~'" 

5.  Tkoreha  di  &iiti,.~Se    la    itrie    n,  +  u,  +  u,  -)-  .  .  .    i    convergente, 

a,  ^  a,  ^  «, ,  •  ■  ■  lono  dei  numtrì  poiilivi  decreteenlì,  o  dimena  non  tretee 
è  caiivergenU  anche  la  $erie  : 


E  questo  un  caso  particolare  dì  nn  teorema  più  f;enorale  che  dimostre 
remo  in  seguito  {Cft.  Gap,  XI,  §  5.°,  Note). 

«cuna  delle  dae  serie  : 


(1)      a,i-a,  +  a,+  .. 


(-'J 


se  oc;m  termino  dell'una  ai  trova,  precisamente  lu  stesso  numero  di  volte 
anello  nell'altra,  si  dice  che  le  dae  serie  (1)  e  (2)  differiscono  soltanto  pei 
r  ordine  dei  termini. 

Siano  ordinatamente  u,  ,  u,  ,  «,  ,...  i  termini  positivi  e  —  o,  ,  — o,  ,  - 1,,.. 
i  termini  negativi  della  serie  (1;.  Poiché  (art.  624)   una    serie    a    termin 
tutti  positivi  (o  tutti  nettativi)  non  può  mai  essere  indeterminata,  possoui 
presentarsi  i  seguenti  tre  casi: 
i"  Caso)  Le  due  $erie: 


(8)     u, +  u, +  u,+  ... 

ione  entrambe  conrtrjentl.  In  quello 
■onvergenti  ed  avranno  la  etetta  ton, 
Si  indichino  infatti   rispetti 


W 


'i  +  V,  +  V,  +  .  .  . 

e  (1)  e  (2)  (iranno  del  par 

cuna  delle  serie  (1),  &);  .iti 
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B„    „  ,  E'„  _  p  .  U„  .  p  ,  V„    p  la  Bomme  dei  p  tannini 

t*".  'Data  a  'piacere  la  quantità  poaitiva  piocoliasima   t,  esisterih , 

osto,  un  Taiore  di  n  pel  qaale  sia  : 


se  prendiamo  N  abbastansa  grande  perchè  i  termini  di  (8)  e  (i) 
e  ^n  si  presentino  latti  cosi  nella  somma  Sh=(Ii+'Ii4-  .  .  .  +as  , 
Illa  somma  8's  =  A.,  +  A,  -|-  .  .  .  +  Ah  ,  si  avrà  evidentemente  : 

l%,,l«s   .    lR'»,pl<s   ;  y  =  i,2,3 

I  (1}  a  (2)  SODO  dunque  convergenti.  Si  avrà  inoltre  : 

|Sn-S'h;|<6, 
olo  poi  detto   valore  di  N,  ma  anche  per  valori  superiori,  cosicché 
lim|a„-  R'„[  ^0, 

i8a  =  limS'a  ,  c.  d.  d. 

C^aso)  Delli  lerìe  (S)  t  (4)  Vurta  è  eonetrgtnle  t  CaUra  è  divtrgente. 
(1)  e  (2)  iDHD  allora  entrambe  divtrgtnii,  t  prtcifameitte  la  loro 
ritderà  all'in   potiiivo  o  negativo  itcondoehè  *ia  divtrgtnle  la  (8)  ov- 

(«■ 

□nvincerst  di  ciù,  basta  considerare  che,  se  sia  p.  G9.  divergente 
i  potrà  prendere  N  abbastauza  grande  perchè  i  termini  positivi  dì 
lino  nna  somma  grande  ad  arbitrio,  nel  mentre  che  la  somma  dei 

negativi  non  potrà  mai  superare  un  corto  limite. 

naso)  Le  Itrie  [8)  s  (4)  lono  tnlrambt  divergenti.  In  quelto  caio,  al- 

opportunamente  nella  (1)  l'ordine  dei  termini,  *>  potrà  eempre  alterare 
<  il  valore  della  ma  lomma,  od  anche  renderla  divergente  o   indeter- 

dosi  p.  es.  che  la  nuova  seria  (2)  riesca  coavergente  ed  abbia  per 
an  certo  numero  h  assegnato  a  piacere,  si  comincerà  dal  prendere 
rie  (8)  i  termini  u,  ,  u,  ,  .  .  .  ,  it, ,  arrestandosi  appenachè  la  somma 
r  ■  ■  .  +  u,  abbia  superato  k,  dopodiché  si  aggiutigfran>i<)  i  termini 
.  .  ,  DJ,  delta  serie  (4)  arrestandosi   appenachè  si  abbia  : 

ti,  +  Uj  .  ■  .  +  J(j  +  r,  +  tij  +  .  .  .  -t-  Uj  <  ft. 

i  termini   u^^^  ,  u^^ , ^  ,  ...  della  serie  (8) 

.  .  .  +  M,  +  «1  +  .  .  .  +  ti;  +  Wj.,  +  .  .  .  +  u^>  h 
ermin:  v^^^^  ,  v^^^  ....  delia  (4)  finché  si  abbia  : 

,  +  f,  +  .  .  .  +  Wjl  +  t(j+,  +     .  .  +  Mp  +  V)_^j  +  ..  .  +  V^<h 


,+  ... +tij+II,+  ...  +lli+Mi+i+  ... +M^  +  fl.,+  ... +r^+Mpn+... 

a  con  questa  legge  è  convergente  ed  ha  precisamente  per  somma 

imo  poi  per  eseroiiio  al  lettore  di  trovare  i  procedimenti,  di  in- 
Mo  analoga,  mediante  i  quali  si  potrà  ottenere  che  la  serie  (2) 
ndeterminata  ovvero  divergente  (verso  +  co   o  verso  -co). 
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7.  Dalla  sintesi  dai  tre  coli  ora  svolti  seffue  i  tu  mediatameli  te  che 
che  nna  terie  a  termini  reali  tia  eonvtrgenU  indìpendenlemeiiSe  dall'ordi. 
termini,  è  neeeitario  e  luffieUnle  cht  la  serie  dei  valori  aitoluli  dei  tu< 
mini  fio  eonvergtnle. 

§  9.0  — Serie  a  termini  reali  e  posKlTt. 

624,  Una  serie  a  termini  tutti  positivi,  o  almeno  tutti  poi 
a  partire  da  un  certo  termine  in  poi  (ari.  621),  non  può  mi 
sere  indeterminata.  Sia  infaUi  S„  la  somma  dei  primi  n  ter: 
Poicliè  1  termini  sono,  come  è  lecito  ritenere,  tulli  positivi,  : 
earaniio  tutte  positive  e  si  avrà  : 

S,  <  Sj  <  S3  . .  .  <  8„.,  <  S„  < 

Quindi  se  la  S„  noti  diviene  infinitamente  grande  col  cresce 
li,  cioè  se  la  serie  non  6  divergente,  la  successione  S, ,  Sj ,  f 
dovrà  tendere  ad  un  limite  Anito,  secondo  quanto  si  è  già  d 
strato  al  §  3»  (art.  588),  cioè  la  serie  proposta  sarà  convergi 

625.  Una  serie  che  abbia  i  termini  rispettivamente  non  viag_ 
dei  termini  corrispondenti  di  una  serie  convergente,  è  anche 
vergente. 

Avvertiamo  una  volia  per  sempre  che  in  questo  paragrafo 
sideriamo  soltanto  serie  a  termini  positivi. 
Sieno  infatti  le  due  serie  : 


IfL  prima  delle  quali  si  sappia  essere  convergente,  e  supponi 
che  si  abbia,  per  ogni  valore  di  i,  r,<«(. 
Posto  allora: 

«1  +  Uj  +  .  .  .  +  «„  =  S„    ,    u,  -h  «j  +  .  . .  +  w„  =  8'„  , 

si  avrà  evidentemente  : 

S'„5S„. 

Poiché  ora  la  prima  serie  è  convergente,  cioè  la  S„  resta  i 
col  crescere  di  n,  a  fortiori  resterà  finita  la  S'„  che  è  minoi 
S„ ,  cioè  per  quanto  si  è  notaio  all'  art.  prec.  anche  la  Bec< 
serie  sarà  convergente.  È  poi  manifesto  che  la  somma  della 
conda  serie  non  potrà  superare  quella  della  prima. 

Una  serie  che  abbia  i  termini  rispettivamente  non  minori 
termini  corrispondenti  di  una  serie  divergente,  è  del  pari  di 
gente. 

Omettiamo  la  dimostrazione  che  è  afi'atlo  analoga  alla  pi 
dente. 

626.  Cerchiamo  di  applicare  questi  teoremi  a  riconoscere  li 
tura  della  serie  : 
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—  311   — 
i  suoi  termini  coi  termini  della  serie  : 


1-2      2-3     3-4 


(3) 

i  abbiamo  dimostrato  essere    convergente,    ed    avere    per 
jl  valore  2.  I  termini  n™'  delle  due  serie   (1)   e   (2)   sono 

'P-  ■!•  ^  '"»  (~ìj7,- 

le  ora: 


lai  teorema  dell'art,  prec.  che  la  serie  (1)  è  anche  conver- 
e  si  avrà  certamente  : 


Una  serie  convergente  a  termini  politivi  resta  convergente 
tè  si  moltiplichino  i  suoi  termini  per  numeri  arbitrari,  pò- 
negativi,  inferiori  in  valore  assoluto  ad  un  certo  numero 


n,  +  flg  +  Oj  +  .  . .  (a) 

:ie  convergente  a  termini  positivi,  e  si  deduca  da  essa  la 
serie  : 

a,a,  +  «adi  +  «s".!  +  ■  •  •  f'') 

icandone  i  termini  pei  coefBcìenti  a,  ,  a^ ,  Sg  , .  .  .  che  sup- 
0  tatti  inferiori  in  valore  assoluto  ad  un  certo  namero  A. 
iondo  con  R„p  la  somma  dei  p  termini  consecutivi  airn""* 
serie  (a)  e  con  R'„p  la  stessa  somma  per  la  serie  (i),  si  ha 
emente  : 

|KVl=l«n+r"«*i +  »..+«"■«-.!+  ■■-  +  «,.  p-p-a..+p! 
SA.o„^.,  +  A'a„^j  +  . . .  +  A-a„^,, 

|R',.,pl§A-|R„.;. 
essendo  la  (a)  convergente,  la  |R„    „|  putì  rendei-si  minore 
per  TI  abbastanza  grande  e  per   qualunque    valore    di    p, 

si  avrà: 

A-1E,.,,|<S 
di  a  fortiori,  In  virtii  della  diseguagUan^a   precedente,   si 

dimostra  appunto  la  convergenza  delia  nuova  serie  (i). 
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COROLLAHIO.  —  Ulta  serie  convergente  a    termini   positivi 
convergente  anche  ae  si  prendano  negativamente  quanti  term 
vogliano. 

Poiché  ciò  equivale  infatti  a  moltiplicare  quei  termiDi  pe 
mero  Anito  (-  l). 

628.  Volendo  determinare  la  natura  di  una  serie,  è  speciali 
importante  di  paragonarla  colla  serie,  i  cui  termini  eroseci 
progresBÌone  geometrica  : 

1  +  A  +  A*  +  A*  +  .  .  .  4  ft"  +  h"-*^  + 

Cominciamo  dunque  dal  vedere  per  quali  valori  di  A  q 
serie  sia  convergente  e  per  quali  divergente.  È  facile  di  i 
care  che  : 

(1  +  A  +  A' +  .  .  .  +  A"  ')(!  -  ft)  =  1  -  A" 
onde: 

S„=  1  +  A  H-  A»  +  .  .  .  +  A"-'  =  i^- 
1  —  A 

il  che  si  può  nuche  scrivere  : 

g    ^_i !^ 

"      1-ft      1-ft' 

Ciò  posto,  se  A<  1,  la  potenza  A"  tenderà  a  zero  col   crei 

di  n  (art.  5^9),  onde  anche  il  quoziente  - — z-  tenderà   a   ze 

dalla  (4)  si  dedurrai  : 

La  serio  (3)  sarà  dunque  convergente  ed  avrà  per  somma  — 

Se  A  =  1,  la  serie  (3)  si  riduce  ad  I  +  l  +  l  -i-  .  .  .  che  è  ev 
temente  divergente,  ed  a  maggior  ragione  sarà  divergente 
A>  1. 

Concludiamo  dunque  che  la  serie  (3)  converge  soltanto  qu 

h  <  1  etf  allora  ha  per  somma  . 

1  —  h 

629.  Se  A  <  1,  affinchè  una  serie  «o  +  w,  +  m^  +  . .  .  sia  co 
gente,  sarà  dunque  sufUcientc  che  (almeno  da  un  certo  pnn 
poi)  i  suoi  termini  sieno  minori  dei  termini   corrispondenti 
scric  1  +  ft  +  ft'  +  ... ,  la  quale  è  convergente  per  l'art,  prec. 

basterà  che  si  abbia  w„<A"  e,  che  6  lo  stesso,  ^/w„<ft.  Pe 
lo:  se  una  serie  gode  della  proprietà  che  le  radici  dei  suoi 
mini,  d'indice  uguale  all'indice  del  tei-mine,  non  superino  un 
numero  fisso  h  minore  di  1,  essa  sarà  certamente  converger 

Nelle  applicazioni  riesce  però  piti  comodo  di  stabilire  il 
gone  fra  una  data  serie  ed  una  serie  in  progressione  geomf 
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la  forma  alquanto  diversa  che  conduce  ai  criteri!  degU  ar- 
^guenii. 

Teobbua.  —  -Se  per  una  data  serie  si  verifichi  che  il  rnp- 
i  uìi  termine  al  precedente,  almeno  a  partire  da  un  ter- 
'.  posto  abbastanza  avanzato,  sia  sempre  minore  (od  uguale) 
quantità  fi'isa  li  minore  deìVvnità,  la  serie  data  sarà  cer- 

convergente. 
nfatti  u^+Uf  +  ìif+  ...  la,  serie  data   e   supponiamo   clic, 

da  an  certo  valore  di  n  in  poi,  si  abbia  sempre  : 


"«+1  = 


A  <  1  (5) 


è  un  nnmero  positivo  fisso  minore  ( 
lè  8Ì  può  scrivere  identicamente: 


le)  secondo  membro  non  figurano  che  rapporti  di   termini 
ulivi,  i  quali  per  supposto  sono  tulli  minori  di  h,  si  avrà: 

!^.<A.  (6, 

W„-fl  <  «n'''-  (7) 

uesta  diseguaglianza  seguo  primieramente  die  : 

liraM„=0,  (8> 

col  crescere  di  e  all'inflniio  si  ha  (art.  599)  che  la  potenza 
le  al  limite  zero. 

;re,  indicando  al  solito  con  R„p  la   somma    dei  p   termini 
ierie  data  consecutivi  all'  n™",  si  potrà  scrivere  per  la  (7): 

t„p=«„+W„..l+  .  .  .  +M„^.p_,<M„+M„A+M„A*+  . . .  u,fi^' 

he  raccogtieniio  il  fattore  comune  «„: 

R„p<u„(l-f-A  +  ft-+...  +A''-') 
laggior  ragione  : 

Rbp  <  w„(l  +  fc  +  A*  +  . .  -  +  A"-'  +  h» +...), 
ssendo  A  <  1,  (art.  628)  : 


he  ora  lìmu„  =  0,  data  una  quantitt'i  positiva  £  piccola  a 
e,  si  potrà  sempre  prendere  n  abbastanza  grande  perchè  sì 
'Xti.1.  —  Uliluzioni  di  aliatili  algebrica,  3.*   idiz.  40 
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abbia   - — '-i—  <  e,  onde  a  maggior  ragione  8i  avrà  per  la  (9)  ; 
&-.,!.<=        )        J»  =  l,  2,  3, 

È  dunque  soddisfatta  la  condizione  necessaria  e  sofBciente  per 
la  convergenza  di  nna  serie  (art.  618). 

La  serie  proposta  è  dunque  convergente  ;  e  dalla  formola  (9) 
si  vede  inoltre  che  l' errore  che  si  comtnetle  prendendo  come 
somma  della  serie  la  somma  dei  soli  primi  n  termini  è  inferiore 

631-  Nella  maggior  parte  dei  casi,  anziché  potersi  determinare 
una  quantità  h  minore  di  1  la  quale  sia  sempre  maggiore  dei  rap- 
porti -^'- ,  riesce  per  lo  più  agevole  di  riconoscere   che   questo 

.  rapporto,  col  crescere  indefinitamente  di  n,  tende  ad  un  certo  li- 
mite finito.  Si  ha  allora  il  seguente  teorema:   Se   per   una   serie 

Uo  +  u,  +  u,  +  Uj  +  .  .  . ,  il  rapporto  -^^  ,  col  crescere  indefinita- 
mente dell'indice  n,  tende  ad  nn  limite 
è  convergente. 


Questo  teorema  si  deduce  senza 
Supponiamo  infatti  che  si  abbia 


dell'unità,  la  serie 
difficoltà  dal  precedente. 


dove  «  è  un  numero  positivo  minore  dell'  unità. 

Si  indichi  allora  con  h  un  numero  compreso  tra  a  ed  1,  p.  e. 
la  media  aritmetica  fra  1  ed  a. 

Poiché  -^^'  tende  al  limite  a,  ciò  signiflca  che  per  tutti  i  va- 
lori abbastanza  grandi  di  n,  il  rapporto  -^'  differirà   da   «   per 

meno  di  quello  che  ne  differisca  h.  Si  avrà  dunque  per  n  abba- 
stanza grande  : 

'^=±1  <  A     ,      h  <  1 

e  si  ricade  cosi  nel  teorema  dell'  art.  prec. 
632.  Esempio.  —  Sia  data  la  serie  : 

a        a(a  +  1)    ,      a^a  +  l)(a  -!-  2)    , 

In  questo  caso  ai  ha  : 

n(a  +  1)  .  ■  ■  (a  +  n)     „^j 
»„,  l-2...(it+l)     '"       _  a  +  » 


o(a 


!)...((. 


-')  , 


•  fi 


.n  1 


D.oiiiz.owGoogle 


-  + 1 

-  =  X  lim = 


pOBitiVO 

Ritornando  alla  serie  generale  u^  +  u,  +  u,  +  .  .  .  ,  si  dimo- 
oi,  in  modo  affatto  analogo  a  quello  tenuto  per  il  teorema 

rt.  630,  che:  se  t7  rapporto  -^  si  conserva  sempre  mag- 
ai un  numero  fisso  h  maggiore  dell'  unità  (e  in  particolare 
i~^  >  1)  la  serie  è  divergente. 

tti  dalla  disegnaglianza  ■-—  >ft  bì  deduce,  come  all'art.  630, 
u„h',  onde: 

R„p  >u„{l  +  h+h*+  ...  h'"') 

jra  la  somma  fra  parentesi,  per  essere  A  >  1,  diventa  igrande 
)  si  vuole  per  p  abbastanza  grande  ;  quindi,  ecc. 

Notiamo  per  ultimo  che,  se  lim-^±^  =  l,  non  può  dirsi   in 

ile  se  la  serie  sia  convergente  o  divergente.  Per  perstia- 
di  ciò  considereremo  per  esempio  le  serie  cosi  dette  armo- 
cìoÈ  le  serie  del  tipo  : 

,-Ì+^.+4  +  i  +  --.-  (10) 


ei  ba  sempre  lim-^  =  1,  poiché: 
1 


alo  la  serie  (10)  è  divergente  (art,  617)  per  «  =  1  ;    invece 
'ergente  lari.  626)  per  a  =  2. 

recisamente  si  può  dimostrare  (cfr.  Nota  9.»)  che  la  serie  (10) 
■ergente  quando  a>  1  od  è  divergente  quando  a^l. 
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Hot«  «d  Eserclsi- 


.  Dimostrare  la  divergenza  della  a 


2.a  +  8.4  "^  4.6  "'"  5.fi  +  ■■■■ 
la  convergenza  delle  serie  : 
1_      a        1_ 
1,2  "''3.4  ■'■4.5  ■•"  "■ 

1111  _1 

l^.S  ■*"  i£A  "*"  SAA  '*'  Tbl  '^  4 

1  1  I  1 

ì.i.s'^ ìJm'^  TJa"*"  10.11.12"^  "■ 

m  '*"  46^  "''  01  *''  làll^Ì2  "^ 
ì  col  criterio  del  rapporto  la  convergenza  della  serie  : 
2*       3*       4" 


ì  la  diverKenia  della  e 


ira  della  serie: 


li  ogni  denominatore  è  ugnate  al  doppio  del  precedeste  dimiiiaito  di  1 . 


-  +  —  f  . . .  (fli,  =  1  ,  a,  =  2  ,  Oj  = 


=  (-  ir 


2      5 


.  Studiare  la  eerie  : 


i  Ogni  denominatore  è  uf^oale  alla  somma  di  tutti  i  precedenti. 
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'.ore  ad  um  numero  politico  k  per  tutti  i  calori  abbattawxa  grandi  di  a,  ■ 
n,  +  D,  +  .  .  .  k  eanvergente. 
o  dalla  dìse^uaKlianza  : 

a„ — —  —a„t.^>k  ossia:  <»„«„— a„^,«„+j>itM„+i  (l) 

videnUmente  :  anU,,  >  o.^ ,us^,.  La  quantità  a^it^  decresce   dunque 
icere  di  n,  epperó  tenderà  (art.  588;  ad  un  certo  limite  finito. 

nto  sarà  converftente  la  serie  : 

(a,a,-<.,u,)  +  <''.«.-'>9''.)  +  K''.-».".)+  ■  ■•  (2) 

per  somma  dei  priioi  n  termini  °|i'i'0„4,u„4., ,  e  quindi  anche  la 

fcu,  +  itu,  +  tu,  +  .  ,  ,  (8) 

'rmini  eono  tutti  inferiori,  in  virtù  detta  (l),  almeno  da  un    certo 
Li  poi,  ai  corrispondenti  termini  della  (2).  Anche  la  serie  u,+«3+u,  +  ... 
ae  conversente  (art.  627),  e.  d.  d. 
I,  =.-1  SI  ricade  nel  teorema  dell'art.  630. 


10.  — Se  l'i  prodotto   d\  — —-1  j   ttnde,  per  □  =  a; ,  i 


d  un  limilt 

\trgente. 

teri»  l+~a  "^  O^'^Ti'^  ■  •  •  i  '*'   *    eéidentemenlt    dinergenle    (cfr. 
')  ptr  i^  1,  i  invece  eonaergenle  per  a  >  1. 

,  infatti  in  questo  paso  speciale  — —  =  (  1  +  -  j    ,   d'  onde  segue 
5):  ''"^' 

Iim«(3L  -  1  \  =  a. 

§  10.°  —  Serie  esponenstale.  Iiogarltml  natarall 
del  numeri  reali. 

In  analisi  ha  molta  importanza  la  serie  : 

convergente  qualuntiiic  sia  il  vaiorc  finito  che  sì  voglia  Rt- 
3  ad  X.  Applicando  il  criterio  del  rapporto  (ari.  631)  si  ha 


^      x'-'ia 
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—  318  — 
d'  onde  segue  evideiitemente  : 

lim  -^  =  lini  -  =  X  lim-  =  0. 
rivo  u„      n^«  n  n 

636.  La  serie  (1)  bì  cfaiama  aerìe  esponenziale  per  nna  ragioi 
che  apparirà  fra  poco  (art.  640).  Facendo  in  essa  a;  =  1 ,  si  I 
come  caso  particolare  la  serie  convergente  : 


la  cui  somma  si  suoi  designare  colla  lettera  é 
Il  numero  e  definito  dall'uguaglianza: 


1    \2       ]_3 

b  stato  adottato  come  base  dei  logaritmi  cosi  detti  naturali  o  A 
periani. 

637.  È  facile  di  dimostrare  che  il  numero  e  è  irrazionale  e  co'i 
preso  fra  2  e  3. 

Invero,  se  it  Damerò  e  fosse  razionale,   dovrebbe   essere   del 

forma  -  ,  p  e  g  essendo  due  numeri  interi  e  positivi,  e  si  avrebt 
9 

«.111  111 

Moltiplicando  allora  primo  e  secondo  membro  per  [^  e   con 

derando  che  ^•\q  è  un  numero  intero  che  indicheremo  con  /, 

che  i  primi  (g+  1}  termini  del  secondo  membro  moltiplicati  p 
[9  divengono  altrettanti  numeri  interi,  la  cui  somma  indicherei 
con  /',  si  deduce: 


i  =  r  +  -i-.. 


1  +  1      (s  +  l)(5  +  2)     {4  +  l)C«  +  2X3  +  3) 
Noi  scriverflmD  ; 

I  =  I'  +  1 
ponendo  : 

11  l  . 


?  +  l      (9+l)(S  +  2)      (4  +  I)(st2)(,  +  3)     ■       • 

Ora  è  facile  riconoscere  elle  il  numero  E,  il  qnale  è   evidenl 
mente  positivo  e  diverso  da  zero,  è  minore  di  1.  Infatti,  se  ai  ii 
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1,  q  ^2,  5  +  3, . .  .  dei  denominatorì  di 
)  dappertntto  il  numero  più  piccolo  2,  d 
)rl  cresceranno  i  valori  delle  frazioni  st 
irivere  : 


2      2-2      2-2. -i"*"    '■ 

serie  ctiiasa  fra  parentesi  è  convergente  ' 
Tt.  628),  poiché  i  suoi  termini  formano  1 

:ca  la  cai  ragione    (=^)  è  più  piccola 


tanto  E  <  1.  Ora  ciò  è  in  contraddizione 
}oichè  nn  namero  intero  /  non  pad  evid 
id  nn  numero  Intero  /'  accresciuto  del  : 
rio  perchè  minore  di  1. 
ique  assurdo  il  supporre  che  il   namero 

0  a  far  vedere  cho  eseo  è  compreso  fra 
giore  di  2  risulta  evidente  dalia  (2),  poich 
della  serie  che  ha  per  somma  e,  danno 

1  2.  Che  poi  esso  sia  minore  di  3  si  ved 
eì  denominatori  nel  secondo  membro  di 
tllora  si  avrft  : 

/111 

«<in»  +  2  +  2r2  +  2-:2r2  +  --- 

ame  sopra,  ia  somma  della  progressione 

2  ;  si  ila  dunque  appunto: 

e  <  1  +  2  ,     cioè  :     e  <  3. 
[udichiamo  con  : 


aa  dei  primi  n  +  1  termini  della  serie  (1^ 
lomma  collo  sviluppo  della  potenza  n'""  de 
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1  teorema  del  bÌDomio    Cap.  ili,  §  *>;  si  ha: 


11 


n  M-  I  ;i.-2)...2.Ì    jc" 

*■■■' ^- 5- 

per  nn  termine  qaalanqae  del  secondo  membro  si  ba: 


possiamo  «nche  scrivere  : 

iraendo  ora  questa  a^uagliaoza  membro  a  membro  dalla  I- 

^--(■%r=['-(' 
^['-(-D('-^)g 

-[■-(-■)(' -l)('-t)]s -■• 

elle  i  fattori  1--,  1-=,  1--,...,  1-  *ì^^~    SODO    lat 
i(  n  II  n 

■i  di  I,  il  prodoiio  (l  -  -  Vi -?  V  ..(  1  - -],  in  cuì/«j 

|)uro  minore  di  1,  oiule  l;i  differenza: 

'-('-:)('-D-('-') 
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va,  e  se  in  esaa  sostitniamo  in  luogo  di  ogni  fattore  il  piti 
cioè  1'  nltimoj  si  avrà  : 

'-(-D('-|)-('-^)<-('-^)'.      <«' 

e  Dell'  identità  : 

l  _  gft  =  (1  _  2)(1  +  24-3»+...  +  2*-») 

amo  in  Inogo  di  z  il  binomio  1  — .si  ottiene  : 

-^r=^!-('-D-('-^)'— ('-ri. 

)olGbè  i  termini  contenuti  entro  la  parenteBi  sono  tutti  non 
ri  ad  1  : 

-(-t)"<tl  — —  ì<r- 

'ontando  con  la  (6)  bì  ba  dunque: 

'-('-^)('-^)-('-D<r 

taendo  ora  queste  espressioni  nel  secondo  membro  della  (5) 

.(,,;)MM%5iH'+?iig-%...  +  (!L^'b!: 

e  ; 

'+»'  »l|2  *  |3  +  14  +■••+  |«  i  W 
la  quantità  fra  parentesi  non  è  che  nna  parte  della   serie 

li  '■"Il        li 

e  è  convergente,  poiché  il  rapporto  di  nn  termine  al  pre- 
!  ha  per  limite  lo  zero,  come  è  facile  verificare.  Se  indi- 
dnnqne  con  T  ta  sua  somma,  si  avrà  dalla  (7)  a  maggior 


:  il  second 
Tt  tende  a 


al  si  deduce,  poiché  il  secondo  membro  ba  evidentemente 
lite  lo  zero  quando  n  tende  all'  infinito  : 


=  0. 
-  Ittitm\o%\  di  analiti  algrbriea,  !).*  udiz. 
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Ma  per  n  =  <a   la  S„  tende  ad  hq  limite  finito,  cioè  alla  se 
della  Berle  convergente  (I).  Si  conchinde  quindi  : 


limS„  =  Iiin^l  + -^ 


e  facendo,  in  particolare,  x=\: 


lim(l  +  J^)   =H 


1        1 


lim    1 


^ir 


639.  È  importante  di  dimostrare  che  la  forinola  (10)  ségn 
gussiatere,  quand'anche  al  numero  n  non  ti  faccia  percorre 
succegsione  dei  numeri  interi  positivi,  vìa  una  successione  q 
voglia  di  numeri  pontivi  o  negativi  tendenti  aU'iiifinifo. 

Sapponiamo  dapprima  che  n  si  conservi  sempre  positivo 
ogni  valore  di  n  esistono  due  interi  positivi  m  ed  m  + 1  e 
comprendono,  e  si  ha  evidentemente  : 

A.  _L-)"<(n- !)"<(. +  !)■*'. 

V         m  +  l/  \  n/  \  m' 

Ma,  per  »  infinitamente  grande,    anche   m   diviene    infinitar 
grande  e  si  ha  : 

e 

limri+— )       ^lÌmA+— )    -lim(^l  +  -)  =  e-l. 

La  potenza    fi  +  -  ]     è  dnnqne  compresa  fra  due  numei 

tendono  allo  stosso  limite  e  per  «  =  co;  onde   anch'essa  ter 
(art.  589)  a  questo  stesso  limite. 

Finalmente  il  caso  dì  «  negativo  si  ricondnce  subito  a  q 
di  n  positivo  osservando  che  si  ha  identicamente  : 

0-!,r^(-;rèT)""'(-..-^). 

onde  : 

lim(l+-)  "=lim(n-— -)"  '-lirafl +-^-.) -e. 
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,  Comunque  sia  fissato  il  valore  di  x,  il  rapporto  -  diviene 

ameDte  grande  insieme  con  n.  Si  può  dunque  scrivere  per 
:olo  precedente  : 


im  /l  +  \ 


le  (art.  612): 


4C-éfI 


lim(l  +=^)"  =  «^  (11) 

lendo  ciò  in  (9)   si  giunge  cosi  all'importante  uguaglianza: 

nstiHca  la  denominazione  di  serie  esponenziale  data  ad  (1). 

.  Per  il  teorema  dell'art,  639  si  può  anche  scrivere,  in  luogo 
(10),  comunque  sì  faccia  tcudere  a  zero   la   quantità   posi- 


llm/l+ J_V  = 


lim(l  f  zf 


le  si  deduce  ancLe  (art.  613)  prendendo  dei  due  membri  il 
imo  secondo  la  base  e  : 


':  Se  nella  (14)  si  introduco,  in  luogo  della  variabile   infini- 
a  E,  la  variabile  intinìtetiima  h  legata  ad  e   dalla   relazione: 

loga(l  -H  e)  -  tì     ossia:     e  =  a*  —  1 , 

prende  la  forma  : 

log.d'logjl  '  E)  _ 


lira  — '- 


^  log/(  ■  lira    5       -  =^  1 
6=u  n"  —  1 
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d'  onde  la  formola  notevole  : 

log,a=lim— ^ —  (15) 

643.  Se  Invece  si  fa  nella  (14)  la  sostituzione: 

s  =  (l  +3:)''-  l     da  cui:     log,(l  +  e)- !xlog,(l  +  x) 

essendo  |i  un  esponente  reale  qualunque  ed  x  una  variabile  che 
tende  a  zero,  si  ottiene: 

•^      i^olOg/l  +  a:)        x_ol  X  ìoe,{l+x)\ 

cioè  per  la  (14)  : 

,.     (l+a:)"-! 
hm^ =V.. 

Hot»  «d  Eivrcùi. 
t.  Dimoetrare  che: 


±=11»:^. 


Si  osBervi  a  tale  oggetto  che,  ponendo:  o„  =  ^,  si  h»  -  =  lim  ~^^,  «  «i 

applichi  quindi  il  teorema  citato  alla  Nota  9*  del  g  7°. 

2,  Per  tutti  i  Talori  di  X  ÌJ  cui  valore  assolato  è  inferiore  ad  1,  si  ha, 
come  vedremo  in  aegoito,  lo  sviluppo  in  serie  convergente  : 

X*       3?       ic' 

Sottraendo  da  questa  formola  quella  che  se  ne  deduce  cambiando  z  in 
1+a:     „/        x*      aj"  \ 

Se  m  ed  n  sono  due  nomeri  positivi  e  sia  m  <  n,  potremo  porre  in  questa 
formola  (ohe  è^  valida  per  \x\  <  1,  come  sì  È  detto)  x  =  —  ,  con    che  essa 


log.',» +  »)  =  l0S,(»-».)  +  2|- +  3-^5!, +  ...}. 

8.  Qaest'nttima  formola  si  presta  aaaai  bene  al  calcolo  pratico  dei  loga- 
ritmi naturali  dei  numeri  interi.  Infatti,  se  si  pone  in=I  ed  n='2II-i-l,  si 
ha  in  particolare  : 

..g,(N  +  1,  =  .og,N  +  2{^-^  +  -  L-^  +  ^^^^  +  . .  1 
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Mediante  questa  forinola,  tappoilo  già  nolo  il    logaritmo   dtlf  intero   N  ,   ti 
cateolerà  /acitmtnli-  quello  di  ìi  +  l. 
i.  Dimostrare  che  : 

1  <  lim  -.-^.t —  —ri,  <  e- 

b.  11  namoro  e  ha  anchi  molta  impoTtansa  unitamente  al  numero  n  (rap- 
porto della  circonfcrenta  al  diametro)  nel  calcolo  approesìmato  di  [u, 
quando  N  è  un  numero  assai  grande.  Tato  calcolo  6  fondato  buIIb  forinola 

lini     -     — =1 

„_«   1.2.3..  .» 

detta  di  Stirting  dal  nome  del  suo  scopritore. 
Più  precisamente,  si   può  dimostrare  cbo: 

1.2.3  . . .  H  =  ^2zn-H"e      '"* 

per  un  oonvenieuta  valore  di  B  comproso  fra  0  od  I.  (Cfr.  Ceiàro:  Cono  di 
Analiai  Algebrica,  pag.  271  e  270). 


:  ii.o — Prmlotil  oontlnae. 


644.  Un  altro  esempio  importante  di   operazioni    infinite    si   ha 
Dell'algoritmo  di  fraziono  continua: 


dove  a^  ,  a,  ,  CI,  , .  . .  è  ana  successione  inflniu  di  numeri.  Questa 
espressione  è  per  sé  stessa  priva  di  senso.   Soltanto   ; 
Benso  le  snccesslTc  pani  : 


che  si  chiamano  ridotte  della  frazione  continua  (1). 

Noi  indicheremo  queste  ridotte  con  R,,  ,  R,  ,  Rj , .  .  .  ;  cosicché 
si  avrà,  esprimendole  sotto  forma  di  unica  frazione  : 

^-1'  ^»-    a,"""*  ^*-    "«.«i+r^ '•••      f^' 

645.  Osserviamo  che  la  Ej  ha  per  numeratore  il  numeratore 
della  R,  moltiplicato  per  a^  più  il  numeratore  di  E.„  e  per  deno- 
minatore il  denominatore  della  E,  moltiplicato  del  pari  per  a^  piti 
il  denominatore  di  R(,.  Questa  legge  di  formazione  è  generale,  ^a- 
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tendosi  mettere  tntte  le  BuccesBÌTe  ridotte  : 


sotto  forma  di  frazioni  uniche  i  cui  numeratori  e  denomin 
soddiefano  alla  stessa  legge,  cioè  :  ìa  ridotta  di  ordine  n  è 
frazione  che  ha  per  numeratore  il  nuvieratore  della  ridotta  p 
dente  moltiplicato  per  a„  piit  il  numeratore  dell' antiprecedenU 
milmente  il  denominatore  è  uguale  al  denominatore  della  p 
dente  moltiplicato  per  a„  piii  il  denominatore  dell' antipreced 
Per  dimostrare  questa  legge,  che  già  abbiamo  visto  verifii 
per  le  prime  tre  ridotte,  basterà  far  vedere  che,  se  essa  è 
per  la  ridotta  di  ordine  n,  lo  sarà  del  pari  per  quella  di  ordine  : 
Invero  per  il  supposto  si  ha  : 


K«=«o  +  - 


Ora  la  ridotta  R„+,  si  può  evidentemente  calcolare  sostituì 
in   R„  ad  (i„  la  somma  a,.  H ;  si  ha  dunqne  : 

P_^(„„,_L.),P„_, 

cioè  appunto: 

K„..^  "-'■'' ■'''•'--' 
come  6Ì  doveva  dimostrare. 

646.  1  numeratori  e  denominatori  di  due  ridotlc  consecutive 
sono  indipendenli  fra  loro.  Essi  sono  legati  dalla  relazione  g 
ralo . 

P,.Q„_,  -P„-,Q„ -(-»)""'■ 
Invero ,  poiché  : 

P,  =  n„  ,  P,  ^  «„n,  +  1  ,  .  .  . 
Q.=  l    ,Qi  =  ai, 


la  relazione  (4)  è  vera  per  n=l.  Potremo  dunque  supporre 
la  (4)  sia  stata  già  dimostrata  fino  al  valore  n  ;  e  basterà  d 
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che  essa  è  anche  vera  per  n  -I- 1.  In  effetto  si  ha  : 

P-wQ,  -  P.Q,., 
=  K+.P»  +  P.-,)«.  -  P.Kt.Q.  +  Q,-,) , 
=  P,-iQ.  - P,<iw,  =  -  (P.Q.-,  -  Pn-.Q,) . 

ppunto,  in  virta  della  (4)  : 

P.„9.  -  P.Q.-1  =  -  (-  1)""'  =  (-  1)"  • 


Se  indichiamo  con  A„  la  differenza  tra,  la  ridotta  R„ 
i  R^,  ,  sì  avrà  : 

e  la 

1  -P._£5=. -M._-._zi-.Q- 

P) 

er  la  formola  (4)  : 

4    -f  C 
"0.9,.. 

(6) 

la  di/gerenza  fra  due  ridotte  consecutive  è  uguale  all'  in- 
del  prodotto  dei  denominatori  di  tali  ridotte,  col  legno  + 
•condochè  l' indice  della  ridotta  dì  ordine  minore  è  pari   o 

he  evidentemente  : 

=(E^-R„_,)+(R,_,-R„_,)+(R„_,-R„_j)-)-  .  .  .  (R,-RJ+Ro 

=  i,.  +  A„_,  +  4„_,  +  .  . .  +  li  +  Ro ,  (7) 

endo  per  ie  i  le  espressioni  (6)  si  oitiene  : 

a  detta  dì  Eulero. 

Noi  sapporremo  d'  ora  innanzi  che  i  numeri    a,  ,  a^ ,  .  .  .  , 
Ite  i  quali  è  composta  la  frazione  continua  (1),  siano   tutti 
i  e  diversi  da  zero, 
corremo  che  neanche  si  possano  avvicinare  indefinitamente 

col  variare  dell'  indice  n.  Ciò  equivale  a  suppoire  che  le 
,  flj  ,  . ,  .  siano  tutte  maggiori  di  un  certo  numero  fisso  E, 
in  è  zero. 

ale  supposizione  dalla  le^ge  di  formazione  delle  Q^,  ,  Q,  , 
j  , . ,  .  contenuta  nella  l'ormola: 

Q„  -  «„Q„_,  +  Q,_s  (8) 

evidentemente  che  i  numeri  Qj,  ,  Q,  ,  Q^ , .  . .  sono  tutti  pn- 
e  che  Q„  è  maggiore  di  Q„_j. 
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Qo<Q.<Q4<Q«-"  (9) 

Q,  <  Qs  <  Qs  <  Q,  ■ .  ■  -  (IO) 

Inoltre  è  facile  riconoscere  che  in  ciascuna  di  queste  due  sac- 
cessioni  il  termine  generale  Q„  tende  a  divenire  infinitamente 
grande  col  crescere  di  n. 

Infatti,  Bostjtnendo  nella  prima  delle  due  inGgoagliaiize: 

il  valore  di  Q„_,  dato  dalla  seconda,  viene  ; 

onde  : 

e,  poiché  le  a„  sono  tnttc  maggiori  di  E,  a  fortiorì: 

Q.>  {!+••)■(!.-,• 

Se  dunque  consideriamo  per  es.  la  sticcessione  (9),  si  dedurrà 
a  maggior  ragione  : 

QrtXl  +  eVQo- 

Ma,  essendo  1+e*  un  numero  maggiore  di  1,  la  potenza  (1+tV 
diviene  infinitamente  grande  per  k  =  <r>.  Dunque,  ecc. .  . . 

649.  Se  confrontiamo  lo  due  differenze  successive  ; 

Qn-»Qn-t  Qh-iQb 

vediamo  che  la  seconda  è  di  segno  contrario  alla  prima  e  minore 
in  valore  assoluto,  poiché  Q„  >  Q„_j.  Inoltre  è  chiaro  che  si  ha  : 

limi„^0 

essendosi  veduto  poco  fa  che  le  Q„  divengono  infinitamente  grandi 
col  crescere  di  n  all'infinito.  Da  tutto  ci&  segue  lart.  619)  chela 
serie  infinita  : 

a(,  +  i,  +  Aj  +  Aj  +  .  . . 

è  convergente.  D'altrn  parte  la  somma  dei  primi  n+ì  termini  dì 
questa  serie  è  appunto,  come  si  vede  dalla  formola  (7),  la  ridotta 
B.„  della  nostra  frazione  continua. 

Concludiamo  dunque  che  le  successive  ridotte  della  frazione 
continua  tendono  ad  un  limite  finito  e  determinato,  il  quale  altro 
non  è  che  la  somma  delia  serie  convergente  : 


Q.Q,   Q,Q,  0,0;  ■ 
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Questo  limite  sì  chiamerà  il  valore  della  frazione  continua  : 
finita  a^  H 


fiso.  Circa  ti  modo  secondo  cui  le  saocessive  ridotte  tendono  al 
valore  /  delia  frazione  contìnua,  c'è  da  osservare  quanto  segue  : 
l")  le  ridotte  di  ordine  pari  E^  ,  R,  ,  R^ , .  .  ,   formano    una 
iuccetsione  di  valori  sempre  cregcenti.  Si  ha  infatti  : 

fi,  =  R(,  4  (4i  +  A,)  ,  R(  =  Ro  +  (i,  +  i,l  1-  (ij  +  4^), .  .  . 
e  le  somme  A,  -h  1, ,  1,  +  4^  ,  ...  sono  Iurte  positive,  poiché  per  es. 
4j  é  positivo  e  maggiore  in  valore  assoluto  di  i^  che  è  negativo. 

20)  (e  ridotte  di  ordine  dispari  Rj  ,  R,  ,  R^  ,  .  .  .  formano  una 
tuccesfione  di  valori  sempre  decrescenti.  Infatti  : 

Rj  =  R,  +  {ig  +  Aj) ,  Rs  =  R,  +  (i,  +  ij)  4-  .  .  . 
dove  ora  le  somme  fra  parentesi  sodo  invece  tutte  negative. 

30)  il  valore  I  della  frazione  continua  narà  dunque  l'elemento 
di  separazione  delle  due  classi  di  ridotte,  cioè  si  potrà  scrivere  : 
I  =  (R„  ,  fi,  ,  R,  ,  .  . .  ;  R,  ,  R, ,  R5  , .  .  .). 

40)  di  qui  segue  come  corollario  che  due  ridotte  consecutive 
qualunque  R„  ed  R„*i  comprendono  fra  di  loro  il  valore  della  fra- 
zione continua, 

5»)  poiché  il  valore  /  della  frazione  continua  è  compreso  fra 
R„  ed  R„_| ,  l'errore  che  si  commette  prendendo  E„,  od  R„_i , 
come  valore  approssimato  dì  /,  sarà  evidentemente  minore  della 

differenza  R„  -  R„„,  =  i„  =  p~    ■       ■ 

651.  Sia  I  =  ^  un  numero  razionale  (m  ed  n  interi).  Se  n,    è 

il  resto  (positivo)  della  divisione  di  m  per  n,  si  può  scrivere,  in- 
dicando  con  fl|,  nn  numero  intero,  me  a^n-i  n,,  onde: 

m  n,  1 

—  =  «(,  +  -!=  «0  +  — . 


Essendo  n,  <  n,  sia  a^  il  quoziente  intero  ed  n^  il   resto   della 
divisione  di  n  per  n,  ;  sarà  : 

n  71,  1 

—  =  a,  +  —  =  «,  +  — 


e  Bostitnendo  nell'eguaglianza  precedente: 


-  Itliluzioni  di  analiai   uli/el,iiea,   S-    .-iliz 
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Se  il  numero  n^  fosse  uguale  a  zero,  questa  espressione 
dnrrebbe  ad  «o+^^i  ™*  se  n^  è  diverso  da  zero,  si  può 
dere  allo  stesso  modo  e  si  troverà  ; 


e  cosi  di  se^ito  finché  si  giunga  ad  un  resto  np,^,  =0,  il  e 
cadrà  certamente,  poiché  i  noineri  n  ,  n,  ,  «^ ,  «ij  , . .  .  vanm 

pre  diminuendo  almeno  di  un'unità.  Allora  il  numero  —    e 

vera  sviluppato  sotto  forma  di  una  frazione  coutiuua  limit 


a* 
652.  Se  II  numero  /  è  irrazionale ,  è   chiaro   che ,    prece 
come  si  6  fatto  pel  caso  di  un  numero  razionale,   si   dai-à 

ad  una  frazione  continua  illimitata  a»  +  —       1  in 

a,  +  — 

a,+  . 

a,  ,  rtj ,  .  . .  sono  numeri  interi  e  positivi  diversi  da  zero.  E 
riconoscere  che  il  valore  di  tale  frazione  continua  è  precisa 
il  numero  irrazionale  /  che  le  ha  dato  origine.  A  tale  ogge 
sta  evidentemente  di  dimostrare  che  il  numero  /  è  sempre 
preso,  come  lo  è  il  valore  limite  della  frazione  continua,  f 
ridotte  consecutive  quali  si  vogliano  R„_,  ed  K„.  Infatti  si 

Rn-i  =  «D  +  -  B,.  =  «o  +  — . 


e  queste  sono  appunto  due  ridotte  consecutive  della  frazion< 
tinua  : 


I^«o  + 
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ppresenterebbe  il  valore  esalio  di  I,  qualora  non  si  volesse 
rmente  sviluppare  il  numero  irrazionale  A.  Ora  noi  sappiamo 
valore  di  una  rìdotla  qualniique  è  sempre  compreso  fra 
delle  due  ridotte  che  la  precedono. 

Un  nnmero  qnalaiique  si  pn6  sviluppare  in  un  solo  modo  in 
le  continua  ad  elementi  inferi.  Infatti,  quando  le  a,  ,a, ,... 
nmeri  interi  positivi,  ogni  espressione  della  forma: 


imente  una  fi  azione  dell'unità.  Se  dunque  si  avesse: 


landò  nei  due  menitu'i  le  partì  Jnltn:  e  le  frazionarle  si  de- 
be  appunto  a^  =  a'g.  Similmente  si  proverebbe  poi  che 
I ,  ecc. 

Essendo  per  supposto  i  numeri  ly  .  a,  ,  a^ , . . .  tutti  interi 
rivi  dal  secondo  in  poi),  è  chiaro  che  t  due  termini  P„  e  Q„ 

ridotta  qualunque  R„  saranno  numeri  interi.  Inoltre  essi 
0  primi  fra  loro,  poiché  dall'  eguaglianza  già   dimostrata  : 

che,  se  P„  e  Q,,  avessero  un  divisore  comune  diverso  da  1, 
dovrebho  dividere  ( -l)""*,  Il  che  ò  assurdo.  Dunque  le 
live  ridette  calcolate  colla  legge  data  in  principio  si  pre- 
inno  sempre  sotto  l'orma  di  frazioni  già  ridotte  ai  minimi 


Notiamo  per  ultimo  che,  essendo  ora  le   a,  ,  Oj 
inferi  e  positivi,  le  formole  (8)  ci  dicono  che  : 


Qo  <  Q.  --  Q,  <  Qs  <  . 


"Q,^iQ„    QV 


icfr.  art.  650)  :  l'  errore  che  et  commette  prendendo  conte 
approssimato  della  frazione  continua  una  delie  *we  ridotte 
•re  dell'unità  divisa  per  il  quadrato  del  denominatore  di  tale 


Ritornando  al  numero  razionale  /= —  già  sviluppato  al- 
S51  mediante  la  frazione  continua  limitata  (11),  importa  an- 
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in      P» 
cora  notare  che  l'aguaglianza  —  =  ?r  ^^  P*""  conseguenza  n( 

aaria  vi  =  g-P^  t^  =  ff-^in  essondo  g  mi  certo  numero  intero, 
che  Pj  e  Qt  sono  primi  fra  loro  (art.  654). 

Se  dunque  si  supponga  la  frazione  —  già  ridotta  ai  minimi 

mini,  si  avrà  g=dii-  e  precisamente  (poiché  Q^  è  sempre 
tivo)  sarà  g  =  +  l  ovvero  g  =   -  l,  secondochò  sta  positivo  o 
gaiivo  il  numero  n  ;  cosicché  la  relazione  : 

P*Q*-,  -  P*->Q»  =  (-  !)*■* 

si  potrà  scrivere  sotto  la  forma  : 

ma:  +  m j  =  1 
essendo  x  ed  y  gii  interi,  positivi  o  negativi,  dati  da  : 

L'equazione  indeterminata  (13)  è  dunque  sempre  rÌBolubìle  co, 
lori  interi  di  x  erf  y,  comunque  siano  stati  fissati  i  coefflcieni 
teri  m  ed  n,  purché  primi  fra  loro. 

657.  Il  risultato  dell'art,  precedente  ci  da  ora  il  modo  di  i 
vere  l'equazione  indeterminata  più  generale  : 

Mx  +  Ny  =  L 

comunque  siano  siati  fissati  i  coefficienti  interi,  positivi  o  r 
tivi,  M,  N,  L. 

È  chiaro,  in  primo  luogo,  che  l'equazione  (15ì  non  sarebt 
solubile  con  valori  interi  di  x  ed  y,  qualora  11  massimo  comn 
visore  di  H  ed  N  non  fosse  anche  divisore  di  L;  e  che,  se 
si  verifica,  l'equazione  si  sempliflcherubbe,  dividendone  tutti 
i  coefficienti  per  tale  comuii  fattore,  in  modo  da  cambiarsi 
1'  equazione  equivalente  : 

nix  +  ny  —  l 

con  ni  ed  n  primi  fra  loro. 

Ciò  posto,  per  avere  una  prima  soluzione  della  (16),  basterà 
dentemente  di  prendere  : 

x-lxg     ,     y  =  ij/o 
essendo  a-g  ,  Ju  due  interi  che  soddisfano  all'equazione: 


i  quali  si  potranno  determinare  nel  modo  già  indicato. 

658.  Determinata  cosi  una  coppia  di  valori  di  x  ed  y,  sod( 
eenti  alla  (16),  che  indicheremo  con  X  ed  Y,  tutte  le  altro  j 
bili  coppie  X,  y,  che  la  risolvono,  dovranno  evidcntemcnle  s 
sfare  all'  equazione  : 

m{x--iL)^-n{y-Y) 


iceyGoOt^lc 
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sce  dal  eoitrarre  dall'eqaazioae  (16)  l'equazione  gt&  eoddi- 

wiX  +  nY  =  /, 
crocamente, 
la  (17)  ci  dice  che  il  prodotto  m{x  -  X) ,  di  cui   il   primo 

è  primo  con  n,  esser  deve  divisibile  per  n.  S.  Sarà  dunque 
=  p;n  e  conseguentemente  y  -  Y  =  —  -xm,  per  ^  intero   poai- 

negativo. 

amo  la  coppia  più  generate  dei  valori  di  x  ed  y  soddisfa- 
tlla  (16)  è  data  da: 

x  =  X  +  [jin     ,     y  =  Y—  iim 

io  l'intero  [A  adatto  arbitrario, 

Hote  ed  Esercixi. 


.      ,      .  .    Bifi2  3482 

iluppare  in  fraiionu  continua  i    numeri    -  —   e . 

1248  1J.13 


y~  ~    Q' 


dimostri  che,  nel  convertire  una  frazione  ridotta  ai  minimi  ter- 
frasiuDS  continua,  due  resti  consecutivi  sono  uempre  primi  fra  loro. 
luppare   \''2  in  frazione  continua. 

lolvero  le  equazioni  indciermiuate: 

bx+liy  —  l     ,     5x-14i;  =  l. 

positivi  o  iioKBtìvi,  a,  p,  Y,  3  Boddi- 


arbitrario  x  il  numero  y  loft^to  ad   x   dalla 

V^    — -^dacnix=-    "  -^  (1) 

essersi  effettuata  aopra  a;  una  loitiluzione  linear»  (*)  (a  coeffioìenti 
di  modulo  £=.±1).  L'operazione  cusl  eseguita  sopra  x  si  suol  rap- 
are col  simbolo  (^  Pj  e  il  risultato  di  tale  operazione  con  ('  'i\x, 
6  si  potrà  anche  scrlveru  in  luogo  della  (1): 

la  notazione  si  raccomanda  per  questo  the,  se  dopo  aver  eaegnito 


iceyGoOt^lc 


—  zu  - 

au  x  1'  operaiione  (  '  |Y  si  esej^uisoa  poi  sul  risultato  nn'  ftltra  e 
mila  operaiione  (".  W  ,  ìl  riiuttnto  finale  si  potrà  rspprcseotare  e 
dameute  con 

11  simbolo  (",  w(_  »)i  premPBso  ni  nninpro  x,  Tiene  cosi  a.  rappr 
tare  un' operaEione  che  li  chiana  il  prodotto  (o  la  l'isultante)  dell'o 
Eione   (     Et  e  dell' aperaEione  (".   C.Y  Si  verificherà  immediatamente 

d'onde  appare  che  il  prodotto  di  due  sostifaiioni  llaeari  aun  è  in  j 
rale  indipeudente  dall'ordine  dei  fatiori.  Esso  è  una  nuova  Boatito; 
lineare  il  cui  modulo  è  il  prodotto  dei  noduli  dolio  due  componenti,  pò 

(a«  +  P'tHt'P  +  S'6) -  (t'«  +  8t)(«'P  +  p'3J  =  («'S'  -  Pt')(ì.S  -  pr)- 
So,  dopo  eseguita  queste  due  sostttuxioni,   si   esegua   buI   rÌBultato 
terza  Bostitutioue    ('.,  ^,Y  l'operazione  risuliauie  dalle  tre  sostituì 
si  iudicherà  similmente  con    (<.  |,')(j!  |!)(^  Q.  e  cosi  via. 
7.  Si  ha  in  particolare: 

d'onde  si  deduce  subito: 

e  applicando  la  formola  più  volto  di  seguito  : 
/a,   IW»!    i\       /Co  1\     _  J^ 


8.  Poiché  il  primo  membro  di  (6)  altro  non  è  che  il  risultato  di  i 
nica  BOBtituiiono  lineare  (di  modulo  (—  1)")  applicata  alla  quantità 
vede  che  te  jra  due  quanlilà  x  td  y  ha  luogo  un  ìtgamt  della  /orma: 


uifiido  le  a^  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a^  numeri  interi,  avrà  anche  luogo  un    legame 


i.zo=o,(jOO'^IC 


r  =  — gf   .   .8-Pi  =  (-irt'=±i  <8) 

ciiHtdo  a,   ^,  Yi   S  numtri  interi  td  ai  —  ^-f  =:  t  =  di  ì.. 

9.  Reciprocamente  ad  ogni  legame  della  forma  (8)  corriiponderà,  fra  ±  y, 
ed  1,  un  legame  della  forma  (7).  Infatti  si  può  dimostrare  facilmente  (cfr. 
Cap.  XtV}  che  ,  fatta  astrazioue  dal  segno,  il  risaltato  della  Bostiluzione 
|8)  si  può  anche  ottenore  mediante  sostituzioni  dei  due   tipi   più  semplici 

CJ)-ttJ> 

10,  Per  invertire  la  relazione  (7),  cioà  per  esprimere,  sotto  forma  ana- 
loga, s  in  funzione  di  y,  basta  osservare  che  la  (7)  equivale  (per  la   no- 

"'"'"'  «=G toc ;)(;;')(? 5)- (;;■)(?:> 

e  che  si  ha,  qualunque  sia  X  ; 

cosiccbA  dalla  (7/  seguirà  snbito  : 

(:;)G-;")-(;m -;■)(!  x -;•>='• 

Di  qui  si  trae  facilmente  : 


ti.   Date  le  due  fra 


»t  -^   ed   —  timo  riip.  la  penultima  td  ullima    ridotta    detta    frazione    x  , 

'imllt  della  frazione  y   tono  -—  ,   _. 

Per  la  dimostrazione  di  questa  proprietà  delle  frazioni  continue  inverte 
(conosciuta  sotto  il  nome  di  teorema  di  Orroao)  e  di  altre  notevoli  pro- 
prietà riguardanti  le  frazioni  continue  tintmetriche,  rimandiamo  alla  me- 
moria di  Catalan:  Remarquet  tur  la  Ihiorie  dei  nombret  et  tur  tei  fraelioni 
tontÌ»vtt  (Oiornale  di  Battaglini-Tomo  XXXI,  189S). 

12.  Si  indichino  (come  all'  art.  fifil)  con  n,  ,»,,...,  m  i  resti  snoceB- 
)ÌTÌ  della  divisione  di  m  per  n.  L'  equazione  indeterminata    a   coefficienti 

ma;  -f-  ni/  =  1 
è  risolnta  dagl'  interi  : 

/  1  11  ,  <-l)*""\ 

\mn        nn,        n,n,  n^.l     / 
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CAPITOLO  vm. 


ENERALITÀ   SULLA   CONTINUITÀ    E    DERIVABILITÀ 
DELLE   FUNZIONI    DI    VARIABILI    REALI. 


§  1.°  —  Campo  di  variabilità  reale  di  specie  ì 


Siano  n  variabili  reali  fra   loro  affatto   indipendenti:  a:,  , 
. ,  x„.  Dae  siatemi  di  valori  particolari  : 


qaesle  variabili  si  riguarderanno  come  digtinti  se  almeno 
Ile  Of  non  coincida  colla  corrispondente  òj. 

inaienae  od  aggregato,  finito  od  infinito,  parcliè  ben  deter- 
,  di  siffatti  sistemi  di  valori  delle  x,  ,  .  .  .  ,  x„  si  chiamerà 
brevemente  un  campo  di  variabilità  di  specie  n.  Un  campo 
lecie  n  si  dirà  contenuto  in  un  altro  campo  J  della  stessa 

se  ogni  sistema  di  valori  delle  Xj  , . .  .  ,x„  appartenente 
ppartenga  anclie  ad  J.  Il  campo  di  specie  n  costituito  da 
possibili  sistemi  di  valori  delle  ic,  , . . .  ,  x„  si  chiamerà  il 
generale,  0  completo,  dì  questa  specie,  giacché  è  evidente 
IO  contiene  in  sé  ogni  altro  campo  della  stessa  specie. 

Ogni  sistema  di  valori  delle  k,  ,  ,  . . ,  a:,,  contenuto  in  un 
impo  I  8Ì  chiamerà,  per  brevità,  un  elemento,  o  anche  un 
analitico)  del  campo  stesso.  Cosicché  si  potrà  anche  dire 
campo  generale  di  variabilità  di  specie  nel'  insieme  di 
punti  analitici  di  specie  n. 

:mento  di  specie  n  definito  da  un  certo  sistema  di  valori 
,  ,  o„  delle  x^  , . ,  .  j  x„    si    potrà  rappresentare  con  : 


(«,, 


.a»)- 


;,  ,  rtj  , .  .  -  ,  o„  si  chiameranno  talvolta  le  coordinate 
lo  (a,  ,  Og  , . .  .  ,  a„)  ;  e  precisamente  a^  si  dirà  esserne 
ordinata,  a^  la  seconda  coordinata,  ecc. 

ai,a^,.  ..,a„     ,     6,  ,  6,  ,  .  .  .  ,  6„ 
ementi  di  specie  n,  i  due  elementi  : 
n,  +  b,  ,  n^  +  fcj  ,  .  .  .  ,  rt„  +  b„ 
-  Iililuiioni  di  ttnaliii  algebrica,  3.*  ediz.  48 
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662.  Il  valore  aritmetico  di 


si  chiamerà  il  valore  assoluto  dell'elemento  (a,  ,  «j , .  .  .  ,  a„).  Non 
è  difficile  riconoscere  che  il  valore  assoluto  della  somma  di  più 
elementi  analitici  è  uguale  o  minore  della  somma  dei  valori  as- 
soluti degli  elementi  stessi. 

Siano  infatti  (a,  ,  a,  ,  .  .  . ,  «„)  e  (&,  ,  èj  , .  .  .  ,  6„ì  i  due  elementi 
analitici.  Dall'  identità  : 

(«,  -  b^y  +  (a,  -  6,)»  +  .  .  .  +  (a„  _  b^y  = 

(a,»  +  a,*  +  ...  +  a„*}{b,*  +  &,*  +  ...  +  6„«)  -  (a,6,  +  a,&,  +  ...  +  a^ftj' 

segue,  poiché  il  primo  membro,  come  somma  di  quadrati  di  nu- 
meri reali,  è  certamente  positivo  : 

{a,»  +  .  .  .  +  a„*)(&,*  4-  .  .  .  +  6„*)  ?  {a,b^  +  a,6,  +  .  .  .  +  a  A)' 

d'onde  è  ora  agevole  dedurre  la  diseguaglianza  da  dimostrarsi: 

i/ai^'+T-T+a^»  +VV  +  -  ••  +  ''«' 5 N^(<ii  +fcif +  ••■  +  (<*«  +  '-)*• 

663.  Il  valore  assoluto  della  differenza  di  due  punti  analitici 
(dj  ,  Qj ,  .  .  .  ,  a„)  e  (&,  ,  6j  ,  .  . .  ,  A„),  cioè  il  valore   aritmetico  di 

ai  chiamerà  anche,  per  brevità  (per  una  ragione  desunta  dalla  in- 
terpretazione geometrica  di  punto  analitico)  la  distanza  dei  due 
punti. 

Il  punto  di  coordinate  nulle  (0  ,  0  ,  . .  .  ,  0)  si  chiama  spesso 
l' origine  dei  punti  analitici  (a:,  ,  ar^  , .  .  , ,  a:„)  di  specie  «.  In  con- 
formità a  di}  si  può  dire  evidentemente  che  i7  valore  assoluto  di 
nn  elemento  analitico  di  specie  n  altro  non  è  che  la  sua  distanza 
dall'origine  degli  elementi  di  specie  n. 

664,  Un  campo  di  specie  «  si  dirà  finito  (o  limitabile)  se  esiste 
un  numero  positivo  superiore  ai  valori  assoluti  di  tutti  i  suoi  ele- 
menti. In  caso  contrario  si  dirà  che  il  campo  si  estende  all'infi- 
nito, o,  più  brevemente,  che  è  infinito  (o  illimitabile). 

Cosi,  ad  esempio,  11  campo  di  à^  specie  costituito  da  tutti  i 
punti  (x,  ,  Xg ,  x'j)  le  cui  coordinate  sono  numeri  interi,  è  un  campo 
ìnfiDÌto.  Invece  il  campo  di  3»  specie  formato  da  tutti  i  punti  le 
cui  coordinate  soddisfano  alla  condizione  : 

X,*  +  Xg*  +  x,*  <  1 

è  Bailo,  benché  contenga  un  numero  infinito  di  punti. 
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665.  Fra  i  campi  di  prima  specie  si  considera  spesso  il  cosi 
dello  ittteroallo,  cioè  l' insieme  di  tutti  i  valori  dell'  unica  varia- 
bile X  ebe  soddisfano  alla  condizione  : 


666.  Fra  quelli  di  seconda  specie  ha  importanza  speciale  in 
analìai  la  cosi  detta  corona  circolare,  cioè  l' insieme  dei  pnnti 
(x,i/)  che  soddisfano  alle  condizioni: 

essendo  dati  i  numeri  se,  ^,  r,  f  (i  due  ultimi  positivi). 

Hote  ed  Eaaroisi. 

I.  L'elemento  analitico  di  specie  n  si  chiama  anche,  come  si  è  detto, 
punta  analìtico  di  specie  n,  per  il  fatto  che  il  puuto  geometrico  si  indi- 
vidna,  p.  es.  nello  spazio  a  tre  dimeosionì,  mediante  uu  eistema  di  tre  na- 
meri  z,  y,  x  (le  sne  coordinale). 

Se  1'  elemento  analitico  <ai ,  y  ,  i)  ni  rappresenta  geometricamente  me- 
diante il  pnnto  ohe  ha,  rispetto  a  certi  tre  assi  ortORoDali,  le  coordinato 
cartesiane  ordinarie  x,  y,  x,  il  punto  P  che  rappresenta  la  somma,  defi- 
nita all'art.  b61,  di  n  punti  analitici: 

f.  =  Cr,  ,  y,  ,  »,)  ,  P,  =  (i,,i/,  ,M P„  =  (*■,¥„■!■) 

SI  può  ottenere  mediante  lasegaente  costruzione  j^eometrioB:  dal  punto  P, 
si  tiri  un  segmento  P,Q,  eguipotlenie.  cioè  avente  la  stessa  direzione,  senso 
t  ftrandezEB,  al  Begmento  OP,  (essendo  O  l'origine  delle  eoordinsite,  quindi 
da  Q,  un  segmento  Q,Q,  equipollente  al  segmento  OP, ,  e  cosi  di  segoito 
fiticbÈ  si  giungerà  al  pnnto  Q,  ohe  rap  presenterai  precisamente  la  somma: 

(*i  +  **  -^  ■  ■  ■  +  »^a  ,  s,  +  y,+  ■  ■•+y»  .  z,  -H,  -I-  ..,-»■  i„). 

Inratti  la  projezione  ortogonale  stili' asse  delle  x  della  linea  spezzata 
^''iQiQj  •  '  ■  Qfl  ^  uguale  alla  projezione  del  segmento  0Q„  ,  cioè  alla 
coordinata  :  del  ponto  Qn-  Ma  quella  piojazioiie  non  è  altro  che  la  somma 
Ielle  proiezioni  dei  singoli  lati  OP,  ,  P,Q,  ,  .  .  .  ,  Pq-gQa  le  quali  sono  risp. 
«EOtli  alle  proiezioni  dei  segmenti  equipolleoti  OP,  ,  OP,  ,  .  .  .  ,  0P„  ,  cioè 
alle  coordinate  s  dei  punti  P,  ,  P, P»- 

2.  11  valore  assoluto  (art.  f>iì2j  del  punto  annliticu  (x,  y,  zy  essendo  il 
numero  ohe  misura  la  distanza  del  corrispoodente  geometrico  dall'origine 
<lelle  coordinate,  e  i  valori  assoluti  dei  punti  analitici  P,  ,  P, , .  .  .  ,  P„ 
della  nota  precedente  essendo  quindi  i  numeri  che  misurano  risp.  le  lun- 
gheiie  dei  segmenti  ; 

OP,  ,  P.Q,  ,  P,Q,  , .  . . ,  P„_iQ„ 

<i  vede  che  il  teorema  dell'  art.  u62  ai  traduce  nel  noto  teorema  geome> 
trito  che  la  ìunghaita  di  vna  linea  ipezxata  non  i  mai  inferiore  alla  lun- 
dittia  dtl  tegatento  che  congiunge  i  iiioi  due  eitremi. 

S.  Biconoscore  che  la  distanza  analitica,  definita  all'art.  ti68,  di  due  punti 
tealitici  coincide  col  numero  che  misura  la  distanza  geometrica  dei  corrì- 
spandeuti  punti  geometrici. 

4.  Riconoscere  come  la  formola  : 

v'{iE,-*,)'  +  (Vi-Vyf+  (^,-',)'<\'(x,-V'+(Va-ya)*-t-U.-^.)* 
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5.  La  defiDÌEione  di  inlertallo  fra  un  punto  od  un  altro  punto 
estendere  opportunamente  a  campi  di  qualsivoglia  specie  n  comi 
Per  intervallo  dal  punto  (a,  ,  o,  ,  .  .  .  ,  a„)  al  punto  (i,  ,  i,  ,  .  .  .  fr 

deremo  il  campo  di  speoie  »  i  cui   punti    (z,  ,  x, x„)    sono 

dalle  formole  : 

a,  =  a,  +  X(6,  -  o,) 

x,  =  a,  +  Kb,  -  a.)         ,         0  §  X  ^  1 


1  elemento  qualunque  del 


Hi  +  X(6,  -  ai)  ^  bi  +  (1  -  X){a^-b,). 

7.  Sia  P  un  punto  qualunque  dell'intervallo,  di  Bpacie  a,  che  ' 
punto  A  al  punto  B.  Riconoecera  che  la  distanza  fra  A.  e  B  è  ugni 
somma  della  distanza  fra  A  o  P  e  della  distanza  fra  P  e  B. 

8.  Riconoscere  che  anche  l  punti  analitici  di  specie  n  sono  ori 
{uome  lo  sono  evidentemente  quelli  di  prima  specie,  cioè  i  sempli 
meri  lealij;  ossia,  che  si  può  sempre  definire  la  notaxione  : 

(*,,  T,  ....,*„><  Ufi  ,  y,  ,  ... .  y„) 

in  modo  che  ne  sia  : 

i,  ,  I,  ...  .,!„)<  (l/,  ,  j),  ,  ...  ,  v„]  ,  (V,  .  y,  .  ■  ■  ■  .  y„><  f*i  ,  «,  .  ■ 

sia  anche  simultaneamente: 

(^,  .  ^1 *„)  <  (y, ,  y,  >  -  .  ■  ,  y„V 

§  'i.°  —  Interno,  contorno  e  conflne  di  an  campo. 

667.  Sia  C  un  campo  di  punti  analitici  (a;,  ,  a;, ,  . .  .  ,  x„)  t 
eie  n,  e  sia  (a,  ,  a^  , .  .  .  ,  oj  un  punto  apparlenente  a  C.  E 
che  esso  si  trova  negl'interno  di  C,  se  eBiBte  un  numero  posi 
tale  che  ogni  punto  analitico  soddisfacente  alla  condizione 

appartenga  del  pari  al  campo  C.  0,  in  altri  termini,  ai  dir; 
un  certo  punto  di  C  è  interno  a  C,  se  tutti  i  punti  analitU 
bastanza  vicini  ad  esso  (cioè  la  cui  distanza  da  esso,  cfr.  ari 
è  abbastanza  piccola)  appartengono  pure  a  C.  In  caso  con 
si  dirà  che  il  punto  (a^  ,  a^  ,  .  .  . ,  a„)  si  trova  sul  contorno 
Come  si  vede,  noi  facciamo  distinzione  fra  la  locuzione 
appartenente  a  C  e  la  locuzione  punto  interno  a  C. 

668.  Un  campo  di  specie  «  può  anche  essere  sprovvisto  d 
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Cosi  p.  es.  il  campo 


contomo.  Invece  l' i 


onga  danqne  attenzio 
tie  <  an  panto  cade  ii 
unto  cade  nell'interne 

Non  è  difflcile  di  rie 
specie  n  dotato  di  e 
ciò  che  rimane  è  un 

(  interni  di  un  quaUi 

contorno, 

:,  se  dal  campo  di  2» 

::on dizione  : 


primono  i  punti  ( 
campo  : 


;ampo  senza  contorno 

Sia  finalmente  (a,  ,  o 

di  specie  n,  il  quale 
remo  che  esso  si  troi 

numero  positivo  fi,  e 
stanza  da  esso  sia  ini 
nenie  soddisfatta  se 

di  C,  giacché  in  tal 
ante  da  (a,  ,  a,  , . . . , 
,,..,,  a„).  Il  confine 
di  C  e,  almeno  in  gei 


APIO  a).  Il  campo  di 


contorno  i  due  punti 
il  contine. 


iipio  b).  Il  campo  : 


i  contorno,  ma  ha  i 
HPio  e).  Il  campo  : 
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ha  per  contorno  il  solo  pnato  a  e  per  confine  l' insieme  dei 
punti  a  e  6. 

671.  I  ponti  che  non  cadono  né  sul  confine,  né  all'  intero 
campo  C,  si  diranno  esterni  a  C.  Si  badi  a  non  confondere 
CQzione  esterno  a  G  colta  locuzione  ettraneo  a  C  (cioè  non  a^ 
tenente  a  C). 

Tutti  i  punti  (a;,  ,  aij  ,  .  .  . ,  a:,,)  si  dividono  dunque  rispeti 
nn  dato  campo  C  in  tre  categorie:  punti  interni  a  C,  punti  al 
fine  di  G  e  punti  esterni  a  C. 


Vots  ed  Saaroùi. 


o  che  l'iDBieme  dei  due 
dì   essi. 

2.  Data  una  proRteBsìoDe  finitft  di  panli  analìtici  A,  ,  A,  ,  .  .  .  ,  A 
specie  qualsivoglia,  U  progressione  degli  inlervalli  (cfr.  la  Nota  5> 
prec.)  che  vanno  rispettivamente  da  A,  ad  A,  ,  da  A,  ad  A, ,  e  co 
fino  ad  A„,  ,  la  chiameremo  per  brevità  una  progréitione  d^  iìderva 
collega  il  punio   A,    col  punto   A^. 

Ciò  premesso,  ai  dirà  chn  l'inlerno  di  un  campo  C,  dì  specie  ».  é  co 
se  due  ponti  qualisivogliano  dell'interno  di  C  possono  essere  collega 
diante  una  progressione  di  intervalli  del  pari  interni  a  C  (cioè  i  cui 
siano  tutti   interni  a  C). 

Goal,  secondo  la  definizione  data,  si  dirà  continuo  l'interno  di  u 
tervallo  di  I*  specie.  Quanto  agli  intervalli  di  specie  superiore,  non 
luogo  a  parlare  di  ci*  essendo  e     '  -.•..-. 


.  Diremo  che  t 

i  di"», 


mpo  C  è  compatto  i 
"    tale  che  t 


Tipo  continuo,  d 
ipattezia  di  C) 
quali  C  6  com] 
rvalli  i  cui  punii 


confine  dì  C.  É  eh. 
anche  punto  di  coi 
propriamente,  che 

Analogamente  poi  alla  definizi 
che  C  (o  meglio  il  campo  formato  dai  punti 
campo  compatto,  se  due  punti  qualunque  A  e 
possono  essere  collegati  con  una  progressione 
tutti  i  punti  di  compattezza  di  C. 

4.  Consideriamo  il  campo  di  l*  specie,  F,  definito  dalle 

a<x<b 

alle  quali  si  aggiunga  quella  che  a  sia  □ 

che  questo  campo  non  ha  affatto  interno; 

centi  olle  (oi  saranno  punii  di  contorno  di  Y  ovvero  semplici  punti  d 

line,  secondochò  essi  siano  razionali  od    ìrraKionali.    Bicouoscere    ii 

che  il  campo  T  è  compatto  in  ogni  punto  x  soddisfacente  alle  (o); 

per  conseguenza  si  può  anche  dire  che  è  compatto  l'infero  campo  F. 

5.  Un  punto  A  (di  specie  n)  si  dice  iiolabiie  rispetto  ai  punti  e 
campo  C  della  stessa  specie,  se  esista  un  numero  positivo  S  tale  che 
i  punti  distanti  da  A  per  meno  di  S  siano  estranei  al  campo  C  (fa' 
pili  eccezione  per  Io  stesso  A,  il  quale  In  tal  caso  è  un  cosi  detto 
itolalti  di  C). 
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liasBumendo,  vediftino  che  fra  i  punti  A  appartenenti  kI  campo  0  si 

IO  fare  le  seguenti  diatiniioni  : 

')  il  punto  A  è  isolato  ; 

')  il   punto  A  non  è  iaolabile  ; 

')  il  punto  A  é  un  punto  di  compatteEia  di  0  (cioè  un  punto  in  cui 

ipo  C-è  compatto)  ; 

'}  il  punto  A  è  un  punto  di  continuità  di  C  (cioè  cade  nell'interno 

iconosca  su  qualche  esempio  come  i  punti  della  2*  categoria  possano 
appartenere  alla  8*,  ma  non  ueccssanamente, 

'bohkiu.  — 5e  ogni  punto  di  ipeeie  n  è  iialabiU  dai  punti  del  campo  fi- 
,  della  ttetia  ipteie,  il  campo  C  non  pab  conttart  che  di  un  eerto  nu- 
Unito   di  punii, 

,tCt,  essendo  il  campo  C  finito,  le  variabili  «,,«,,..., 
mti  di  C  rispettivamente  entro  certi  limiti  : 


;  oj  ,  6j  ,  . 


.,K- 


posto,  diviso  ognuno  degli  intervalli  a,'£f  in  k  intervalli  di  eguale 
lisa,  si  vede  che,  se  il  teorema  non  si  verificasse,  il  campo  C  do- 
<  avere  infiniti  punti  compresi  in  un  campo  della  forma  : 


lo  |6' 


-a',\  U  t°"  parte  di  1 6^-0^1,  per  i  =  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  n.  Suddivi- 
>vo  ognuno  di  questi  n  intervalli  in  k  intervalli  eguali  e  cosi 
i  finirà  per  concludere  che  il  campo  C  ha  influiti  elementi 
i  un  certo  punto  ben  determinato  (X,  ,  X,  ,  .  ■  •  ,  X„)  cioè  nel 

■,  -  X,l  <  5  ,  |a^  -  X,|  <  3  , .  .  .  ,  |a:„  -  X„|  <  8 


§  3.0  —  Bitremo  superiore  ed  estremo  Inferiore 
di  an  campo  finito  di  prlms  specie. 


'..  Ogni  campo  finito  C,  contenuto  nel  campo  generale  di 
1  specie  rappresentato  dalla  variabile  x,  ha  ncceaBariamcnte 
innti  di  confine.  Noi  dimostreremo  anzi  qnalche  cosa  di  più, 
l'esistenza  di  dae  valori  a  e  b,  che  chiameremo  risp.  l'estremo 
iorp.  e  l'estremo  superiore  del  campo  C,  i  quali  godono  dille 
;nti  proprietà:  esistono  punti  di  C  che  di/feriscoiio  da  a  (o 
)  per  meno  di  un  numero  positivo  6  assegnabile  ad  arbitrio; 
etistono  valori  di  C  inferiori  ad  a,  o  superiori  a  h. 
'  infatti,  detto  a  un  punto  di  G  ed  e„  un  numero  positivo  ten- 
;  a  zero  per  w=  oo,  nella  progressione  aritmetica: 


o  ,  a  +  6i  ,  a  +  2é,  ,  a  +  3s, , 
rvallo  che  ha  per  eslremì  : 


1)6. 


mo  che  contiene  qnalche  punto    di    C.   Suddiviso    di   nuovo 
,'  intervallo  in  intervalli  a  differenza  Ej  mediante  la  progres- 

6,  ,  6,  +  Si ,  6,  +  2Ej  ,  .  .  . , 
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siano  similmente  b^  e  c^  gli  estremi  dell'nltimo  intervallo  che  com- 
prende qaalche  ponto  di  C.  Cosi  procedendo  si  verrà  a  definire 
nn  numero  : 

b  =  (&,  ,  ò, ,  b, ,  . .  .  ,  e,  ,  e,  ,  Cg ,  .  . .) 

il  qnate  potrà  evidentemente  essere  raggiunto,  o  almeno  avvici- 
nato indefinitamente,  dai  pnnt!  di  C.  Inoltre  unnnmero  qualunque 
e,  maggiore  di  6,  non  può  appartenere  a  C;  poiché  e  dovrebbe 
superare  (art.  562)  qualche  numero  Cj  della  classe  c^  ,  e, ,  e, , ... , 
nel  mentre  che  l'intervallo  avente  per  estremi  bj  e  Cj  era  l'ul- 
timo, fra  quelli  a  differenza  e^,  che  potesse  contenere  elementi 
di  C.  Il  punto  b  cosi  determinato  è  dunque  il  limite  superiore  del 
campo  C,  Similmente  si  dimostrerebbe  l'esistenza  del  limite  infe- 
riore, per  mezzo  delle  progressioni  a  differenza  —Sf. 

Hot*  9i  Batreui. 


1.  DìmoitTM'e  che  in  un  campo  Jinilo  di  quahivoglia  iptcie  e»ùle  ttntprt 
qualeht  punto  di  eonjins.  A  quest'of^getto  si  consideri  ne  punto  qualunque 
(o,  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a„)  appartenente  al  campo  dato  C.  I  valori  di  x^  tali  che  ti 
punto  (x,  ,  a,  ,  a,  ,  .  .  ,  ,  a„)  appartenga  al  campo  dato,  formano  nn  campo 
di  prima  epecie  per  il  quale  eEÌsterb  uu  lìmite  superiore  A,,  i:  facile  ri- 
conoscere  che  il  punto  (A,  ,  a,  ,  o,  ,  .  .  .  ,  a„)  è  necessari  amen  (e  un  punto 
dì  confine  del  campo  C. 

2.  Supponiamo  ora  ohe  il  campo  C  sia  di  seconda  specie.  I  saoi  elementi 
(ai,  ,  X,)  bÌ  potranno  rappresentare  geometricamente  mediante  i  ponti  di 
un  piano;  cioè  il  punto  analìtico  (x,  ,  x,)  mediante  il  punto  geometrico 
ohe  ha  per  ascissa  x^  e  per  ordinata  x,.  Sia  A  un  punto  interno  al  campo 
C  e  su  ogni  retta  passante  per  A  ai  segnino  i  due  estremi,  analoghi  a 
quelli  diami  definiti,  del  campo  formato  dai  punti  della  retta  appartenti 
a  C.  Il  luogo  di  tutti  questi  estremi  sarà  ancora  un  campo  di  seconda  spe- 
cie ma  ad  una  tola  dimtniione,  p.  es.  una  cosi  delta  linea,  che  ai  potri 
chiamare  una  finca  di'  confine  di  C.  Si  studino  le  oondisioni  sotto  le  quali 
la  linea  cosi  costruita  costituirà  l'intero  confine  di  C. 

B.  Si  estendano  queste  considerazioni  ai  campi  di  qualsivoglia  apei^ie, 
mostrando  coma  si  possa  costruire  per  un  campo  di  specie  r  uu  suo  conpo 
di  confine  di  specie  n,  ma  dì  dimensione  n—l. 

§  4."  —  Oontlnaltà  delle  fanzlonl  di  una  variabile  reale. 

673.  Sia  C  un  intervallo  {  cfr.  art.  665  )  conlenato  nel  campo 
generale  di  prima  specie  percorso  dall'unica  variabile  i^alea;;e 
sia  f{x)  una  funzione  {cfr.  Gap,  IV,  §  15}  di  x  data  nel  campo 
C,  coslccliè  ad  ogni  valore  di  a:  contenuto  in  0  corrisponda  un 
unico  valore  ben  determinato  di  f{x). 

Se  a  è  un  punto  qualunque  di  C,  si  dice  che  la  flinzìone  f\x)  è 
continua  nel  punto  &  di  C  qualora,  fissato  a  piacere  il  numero  po- 
sitivo S,  esista  un  numero  positivo  e  tale  che  per  tutti  i  valori 
di  X  contenuti  in  C  e  soddisfacenti  alla  disegnaglianza  : 

|a;  -  ol  <  e 
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a<x<3  (1) 

segaaglianze  che  definiscono  l'intervallo  C.  S&  f(x}  è  continua 
;ni  punto  di  C,  cioè  per  ogni  valore  di  x  soddisfacente  le  (1), 
no  che  essa  è  continua  nell'intervallo  C.  Se  invece  si  sappia 
nto  che  essa  è  continua  in  ogni  ponto  x  soddisfacente  alte 
^aglianze  : 

a  <x  <^, 

ri  (cfr.  §  2",  art.  667)  che  essa  6  continua  neW  interno  del- 
er vallo  C. 

5.  Se  la  funzione  ffx)  è  continua  nell'intervallo  C,  essa  è  an- 
tnila  in  C,  cioè  i  valori  da  essa  assunti  in  C  non  possono  su- 
re,  in  valore  assoluto,  un  certo  numero  positivo  assegnabile. 
amettiamo  infatti,  se  è  possibile,  che  f{x)  possa  prendere  va- 
grandi  quanto  si  voglia  nel  campo  C,  i  cai  estremi  siano  a 
Suddiviso  questo  intervallo  in  k  intervalli  eguali,  è  chiaro  che 
no  in  uno  di  essi,  che  sia  l'intervalio  avente  per  estremi  a, 
,  potrà  la  fix)  divenire  infinitamente  grande.  Suddiviso  di 
'0  allo  etesso  modo  anche  questo  intervallo  in  k  più  pìccoli, 
e  sarà  fra  essi  almeno  uno,  di  estremi  a,  e  &, ,  nel  quale 
potrà  prendere  valori  grandi  a  piacere.  Cosi  procedendo  si 
ì  ad  individuare  un  punto: 

«=(a,Ot,a,,-..;6.&.  ,6.,...) 

che  f[X)  potrà  divenire  grande  a  piacere  per  valori  di  a;  di- 
i  da  a  di  tanto  poco  quanto  si  voglia.  Ora  ciò  è  in  contrad- 
me  colla  supposta  continuità  di  f{x),  in  virtù  della  quale  f{x) 
risce  da  f(,a)  per  meno  di  una  quantità  assegnata,  per  tutti  i 
ri  di  a:  abbastanza  vicini  ad  a. 

6.  Se  la  funzione  f(x)  i  continua  nell'intervallo  C,  esiste  in  C 
no  un  valore  x  pel  quale  f(x)  raggiunge  il  valore  massimo  (e 
pure  un  punto  nel  quale  raggiunge  il  valore  minimo),  cioè 
:alore  maggiore  od  al  più  eguale  (risp,  minore  od  al  più  e- 
e)  a  qualsiasi  altro  valore  da  essa  assunto  in  C. 
iminciamo  dall'osservare  che,  dovendo  la  f^x),  per  quanto  si 
(tè  dimostrato,  restare  finita  in  C,  l'insieme  dei  valori  che /'(x) 
prendere  in  C  costituirà  un  campo  finito  di  prima  specie,  il 
e  ammetterà  (art.  67ii)  un  estremo  superiore  h  ed  un  estremo 
■iore  k. 

)ichè  ora  il  valore  k  non  può  essere  superato,  ma  può  essere 
cinato  indefinitamente  dai  valori  che  flx)  pu6  assumere  in  C, 
laro  che,  suddiviso,  come  all'art,  precedente,  l' intervallo  C 
iniervalli  più  piccoli,  ne  esisterà  fra  questi  almeno  uno,  di 
^mì  Oj  e  &, ,  tale  che  fx)  potrà  avvicinarsi  indefinitamente  nd 
n  valori  di  x  in  esso  contennii.  Lo  atesso  accadrà  per  un 
^AFKLU.  —  Itlittizioni  di  analiti  algtbrica,  8.*  ediz.  44 
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erto  nuovo  intervallo  più  piccolo,  di  estremi  n,  e  6,,  otte 
addividendo  aoche  l' intervallo  d&  a,  a  b^  ìd  £  intervalli  più 
olì;  e  cosi  di  seguito.  Cosi  procedendo  si  verrà  a  determi 
n  punto  : 

a  =  {a  ;  Oi  ,  Of  ,  .  . .  \b  ,  bi  ,&,,...) 

ile  che  f{x)  potrà  avvicinarsi  indefinitamente  ad  h  per  vaio 
distanti  da  a  per  meno  di  ona  quantità  fissata  piccola  a 
ere.  Pertanto,  detto  5  nn  numero  positivo  fissato  a  piacere,  e  Si 
i  E  in  modo  che  per  tatti  1  valori  di  x  distanti  da  a  per  i 
i  e  si  abbia  : 

lA^)-«a)|<ò, 

che  è  possibile  essendo  f(x)  continua  per  supposto  nel  pan 
ovrà  essere  soddisfatta,  almeno  per  un  valore  di  x,  eimalta 
lente  alla  (2),  anche  la  disuf^aglianza  : 

\f{x)~k\<Ò. 

Ira  dalle  (2)  e  (3)  sommate  membro  a  membro  segue  a  fori 

\f(a)-h\<28 

questa  diseguaglianza,  dovendo  essa  sussistere  per  gli  steas 
}ri  a  ed  A  qualunque  sia  S,  ci  dice  appunto  che  : 

f{a)  =  h, 

iob  che  esiste  eflfettivamente  nell 'intervallo  C  un  punto  a  nel  ( 
{x)  raggiunge  il  suo  valore  massimo,  cioè  h. 
Io  modo  del  tatto  simile  si  dimostrerebbe  poi  l'esistenza  e 
■unto  ^  pel  quale  f{^)  =  k. 

Vote  «d  Esflrcui. 

1.  Se  la  fanziotio  /(z)  resta  finita  nell'intervallo  C,  l'Mtremo  sape 
el  campo  formato  dai  valori  Astanti  da  /(x)  in  C  si  mol  ohiamare 
lite  tuperìore  della  fanzione  /(x)  in  C. 

Ciò  premesso,  la  prima  parte  della  dimostraiìone  da  noi  data  all'art 
ichiedendo  soltanto  che  fix)  testi  finita  in  C,  ci  dice  che  le  la  /« 
;x}  rtila  finila  neU'intervaUo  C,  erUle  in  C  almtao  un  punto  a  tale  cA 
«ò  avvicinarli  indtfinitameitle  al  tuo  limitt  tuperiore  in  C  ptr  valori 
istanti  da  a  di  tanto  poco  quanto  »'  vuole. 

2.  E  importante  di  osservare  che  i  teoremi  de^li  articoli  Iì75  e  6Ti 
preliberà  di  aussistere  qoalora  nei  loro  enunciati,  in  luogo  di  snp 
be  f(x)  sia  continua  in  C,  si  presupponesse  soltanto  cha  essa  sia  con 
ili' inferno  di  0. 

Si  riconosca  la  verità  di  questo  asserto  esaminando  la  fnnsione  /(x): 

i  quale  è  continua  nell'interno  dell'intervallo:  l<x<2,  ma  è  dÌB< 
uà  (e  del  resto  neanche  ben  determinata)  nel  punto  x  =  1. 
8.  Bicoiioscere  che  le  a  i  un  punto  interno  al  campo  in  cui  è  data 
ginchi  f(x)  lia  continua  nel  punto  a,  è  ntcttiarìo  e  ivfficitnU  che   li   a 
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i.  TuoBtuA.  —  Si  la  /uniÌ0R«  f[x)  i  conttnaa  neW' 
prt,  fittalo  a  piaetre  il  numtro  potilivo  S,  tin  nuna 
tu  valore  attoltUo  inferiore  a  S  la  difftrenta  f(y)  — 
i  valori  jet  taira  C,  purchi  tia   |y  —  el  <  t. 

Sapponiamu  infatti  che  la  proprietà  da  dimoiti 
l'ictervallo  C  e  per  un  certo  valore  prefissato  di 
due  estremi  a  e  ò  dì  C  altri  due  punti  e  e  d,  aol 

o<c<£(<6     ,     e  —  a  =  d  —  c  = 

e  si  considerino  i  due  intervalli  C,  ,  0, ,  dei  qna 
stremi  a  e  d  ed  il  necondo  gli  estremi  e  e  6.  La 
non  BussÌBterà  allora,  sempre  per  lo  stesso  S  prefi 
dei  due  nuuvi  intervalli  C,  ,  C,  ;  poiché,  se  esia 
dendo  e  =  E,  e  per  C,  prendendo  c=t, ,  essa  snssi 
•oche  per  C,  prendendo  per  t  la  più  picoola  fra  1 


Esiste  dunque  in  0  un'  intervallo  C,  di  lunghe»! 

la  proprietà  da  dimostrarsi  non  è  soddisfatta.  Baj 
si  è  fatto  su  C,  si  dimostrerà  1' e  si  a  tema  di  nn  i 
in  C,  di  lungheiEa  eguale  ai  due  tersi  di  qnella  di 
■assiste,  sempre  per  lo  stpaso  E  già  fissato,  la  pri 
Cosi  procedendo  si  stabilirà  V  esistenia  di  nn  pni 
cornane  a  tutti  gli  infiniti  intervalli  C,  C,  C",  ... 
Ticini  quanto  si  voglia  a  P  non  sussista  la  propr 
oiò  è  in  manifesta  contraddizione  col  supposto  oh 
punto  P. 

§  5.°  — Sulla  contlnaltà  dell»  fun 


677.  Data  una  certa  funzione  intera,  di   g 
bile  x: 

f(x)  =  Oax"  +  a,a:"~'  +  o,3c""*  +  .  .  .  4 

imaginiamo  di  considerare,  in  luogo  del  vali 
il  valore  x  +  h,  cioè  il  valore  x  a  cui  Bi  sia 
l' incremento  b  ,  b  potendo  essere  del  resto  u 
Il  nuovo  valore  della  funzione  sarà  f(x  +  h), 

f{x  +  h)-fix)  =  B, 
8i  potrà  scrivere  : 

oDde  si  vede  che  H  è  l'incremento  sabito  di 
l'increraento  h  dato  alla  variabile.  D'  ora  ine 
rfi  una  funzione  f{x)  corrispondente  alt'incre 
MU  intenderemo  dunqìie  la  differenza  f{x  +  h 

678.  Poicbè  (art.  503)  : 
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si  avrfi,  per  il  teorema  che  il  valore  assolato  di  una  somma  noo 
pub  superare  la  somma  dei  valori  assolati  delle  parti  : 

Wx+4)-/-(«)iaw-|^'j  +  w-|"'-[P|  + 

+  W-|-jj-|+.--  +  W  -l-g-j- 

Si  vede  danqae  che,  prendendo  il  valore  assoluto  )A|  sempre  più  pic- 
colo, ciascuno  degli  n  termini  che  compongono  il  secondo  membro, 
e  quindi  anche  la  loro  somma,  finirà  per  diventre  e  conserviirsi  piii 
piccola  di  qualsiasi  quantità  positiva  è  assegnata  piccola  a  pia- 
cere. Lo  stesso  dunque,  a  maggior  ragione,  accadrà  del  primo 
membro,  cioè:  fissata  a  piacere  una  quantità  positiva  piccoHgsima 
Ò,  si  avrà: 

|f(x  +  h)-f(x)|<S  (4) 

per  tutti  i  valori  dell'incremento  h  il  cui  valore  assoluto  sia  ab- 
bastanza piccolo. 

Questo  teorema  si  suol  enunciare  comunemente  in  modo  piti  seni' 
plice  ma  meno  rigoroso,  dicendo  che,  per  ogni  funzione  intera  f(x); 
ad  incrementi  piccolissimi  dati  alla  variabile  corrispondono  incre- 
menti piccolissimi  della  funzione. 

Noi  possiamo  però  enunciarlo  in  modo  rigoroso  ed  ancor  pit 
breve,  in  base  alla  detinizione  dì  funzione  continua  da  noi  dati 
nel  precedente  §,  con  dire  che  le  funzioni  intere  sono  continue 
in  ogni  plinto  del  campo  percorso  dalla  variabile. 

679.  Dividendo  entrambi  i  membri  della  (3)  per  h  si  ha: 

dove  la  quantità  scritta  fra  parentesi  nel  secondo  membro,  cera 
ponendosi  di  parti  ciascuna  delle  quali  tende  al  limite  zero  quandc 
k  tende  al  valore  zero,  avrà  essa  pure  per  limite  lo  zero  per  h 
tendente  a  zero.  Si  avrà   dunque  : 

,,_f(x  +  h)-f(x)  _ 

Il  primo  membro  di  questa  eguaglianza  è  il  limite  cui   tende; 

per  A  =  0,  il  quoto -,  che  suol  chiamarsi   brevemente 

rapporto  incrementale  della  funzione  f(x),  essendo  esso  appunto  il 
rapporto  fra  l'incremento  della  funzione  e  l'incremento  corrispon- 
dente  della  variabile.  La  (5)  ci  dice  dunque  che  la  prima  derivala 
f  (x)  di  una  funzione  intera  f(x)  è  il  limite  del  rapporto  incremea 

tale  di  f(x;,  quando  l'incremento  tende  a  zero. 

680.  Si  è  già  notato  che,  se  si  ha  una  funzione  Cf{x)  della  forma 

a^x  +  a,a;*  +  .  . .  +  a„a:^ , 
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cioè  una  funzione  intera  che  si  annulla  por  x  =  0,  il  valore  asso- 
Iato  di  questa  fuoziene  si  può  rendere  più  piccolo  di  an  numero 
positivo  S,  assegnato  a  piacere,  per  tutti  ì  valori  abbastanza  pie- 
poli  dì  |x|.  Ora  è  utile  di  avere  un'espressione  sempliice  di  un  li- 
mite al  disotto  del  quale  si  possa  poi  prendere  a  piacere  \x\  colla 
sicurezza  che  i^sti  soddisfatta  la  disuguaglianza  : 

|9C»)I  <  8.  (a) 

Per  il  teoreme  già   invocato   sulla  somma  dei   valori   assoluti, 
detti  A| ,  Àj , . . .  risp.  i  valori  assoluti  di  n, ,  a^ , . .  . ,  si  ha  : 

\tix)\^A.,-\x\  +  A,-ix\^+...-i-A„.\xr, 

onde,  indicando  con  A  il  massimo  tra  i  numeri  Aj ,  A,  ,  ...  ,  A„ , 
si  ha  anche  a  fortiori  : 

ed  effettuando  la  somma  della  progressione  geometrica  : 

,■,...„■  M-M—      .    H        .  H""  . 

Ixl"*' 
ed  n  fortiori,  trascurando  la  parte   —  A  -^ — r-.i  clie  è  certamente 

negativa  quando  si  prenda  : 

\x\<\,  (?) 

si  avrà  : 

La  diaeguaglianza  (a)  sarà  dunque  certamente  soddisfatta,  se  si 

prenda  \x\  in  modo  da  avere  : 

l-\x\ 
0,  che  è  la  stessa  cosa: 

A'|a:|  <  S  -5-la;|     ,     (A  +  5).]a:]  <  S  , 

ciot  se  8Ì  prenda  : 

e  notiamo  che,  se  si  prende  |x|  in  modo  da  soddisfare  a  questa 
'disegnagli anza,  esso  soddisferà  poi  anche  certamente  all'altra  dise- 

L  è  evidentemente  già  un 

numero  minore  di  1. 

Pertanto  :  se  A  è  il  massimo  fra  i  valori  assoluti  dei  coefficienti 
ài  una  funzione  intera  ^W,  che  si  annulla  per  x=0,  e  si  prenda: 

larà  certamente  )?(x)[  <  5. 
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681.  Ebbhpio.  —  Se  a  è  il  massimo  valore  assolato   dei  e 
cienti  di  f{x)  =  (i,x  +  .  .  .  +  a„x'*,  e  si  prenda  : 


si  avrà  certamente  : 


-  Balle  radlol  di  Dna  fnnslone  oootinaa 
di  nnft  variabile  reale. 


682.  Sia  f[x}  una  funzione  continua  per  ogni  valore  di  i 
partenente  all'  intervallo  : 

a§x<b. 

Se  f(a)  ed  f(b)  sono  di  segno  contrario,  esisterà  nel  detto  intet 
almeno  una  radice  di  f(x),  cioè  almeno  un  valore  di  x  sodi 
cente  all'equazione  f{x)  =  0. 

Detta  8  la  lunghezzn,  b  —  a,  dell'intervallo  In  parola  e  e  i 
dio  aritmetico  di  a  o  di  b,  per  l'uno  o  per  l'altro  dei  dne   : 

valli,  da  a  a  e  oppure  da  e  a  ii,  la  cai  langhezza  è  ~  S,  scc 

che  f(x)  assuma  nei  dne  estremi  valori  di  segno  opposto;  a  : 
che  fosse  f{c}  =  0,  nel  qual  caso  sarebbe  già  dimostrato  quai 
desiderava.  Infatti,  se  ^c)  lia  lo  stesso  segno  di  f^a),  avrà  ii 
segno  opposto  a  quello  di  f{b)  e  viceversa.  Vediamo  dnnqni 
dall'intervallo  (1)  di  langhezza  5,  possiamo  passare  ad  an 
vallo  più  piccolo  : 

a'  <  X  §  6' 

di  lunghezza  -  S,  tatto  contenuto  nel  precedente  e  pel  quale 

similmente  che  f{a')  ed  f[b')  sono  di  segno  contrario.  Allo  s 
modo  si  dedurrà  ora  dall'intervallo  (2j  un  nuovo  intervallo 


di  lunghezza  -r^  S  e  tutto   contenato    nel    precedente ,    pel 

siano  di  segno  contrario  f(a")  ed  f(b"),  e  cosi  di  seguito. 

Poiché  ognuna  delle  a,  a',  a", ...  è  minore  di  ognuna  de 
b',  b",  ...ed'  altra  parte,  per  k  abbastanza  grande,  il    unn 


si  può  rendere  piccolo  a  piacere,  esisterà  il  numero  : 

a  =  (a,  «',  a",  ...  ;  6,  6',  6",  .  .  .)  ; 
ed  è  facile  riconoscere  che  esso  è  appunto  una  radice  di  fin 
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loichè  f{x)  è  continua  per  x  =  a,  e  i  numeri  a'*',  fc'*'  diffe- 
>  da  a  di  tanto  poco  quanto  si  vuole  purché  si  prenda  k 
anza  grande,  anche  /(«'*')  ed  /^6'*')  potranno  farsi  differii'e 
)  di  tanto  poco  quanto  si  vuole.  Ma,  dei  dae  numeri /"(a'"') 
I*'),  ano  è  positivo  e  l'altro  è  negativo.  Il  namero  f{a)  pu6 
ì  essere  avvicinato  indefinitamente  sia  con  nomeri  positivi 
in  numeri  negativi  ;  onde  esso  è  evidentemente  lo  zero , 
i. 

Se  {(x)  è  continua  in  tutto  l'intervallo  da  a  ah  ed  A  è  un 
0  qualunque  compreto  fra  f(a)  ed  f(b},  esisterà  fra  a  e  b 
)  un  valore  di  x  pel  quale  sia  f(x)  =  A. 
lesto  un  corollario  del  teorema  dell'art,  prec.  ;  poiché,  se 
A  è  positivo,  /T^fc)  — A  è  negativo  e  viceversa.  La  fanzii>ne 
A  ha  dunque  una  radice  a  nell'intervallo  da  a  a  6,  cosic- 
rà: 

/(o)  —  A  =  0,  cioè  appunto  :  /X»)  =  A. 
Vote  ed  Eieroisi. 

conoscere  ohe  1'  eq astiane  ; 

{«  -  a)"  +  c{*  -  fi)»  =  0 

Il  b  dispari  e  e  è  positivo,  ha  ona  radice  compresa   fra  a    e   fi.   Si 
poi  anche  la  verifica  di  ciò  mediante  il  calcolo   della    sna   espree- 
iffetliva  in  fuoiione  dì  a,  b  e  e. 
ili'  equaiione  /(i)  =  0  in  cui  : 

/(x)  ^  pox»  +  P,x"-'  +  ...+»-  r, 

il  massimo  fra  i  valori  assoluti  dei  ooefBcienti  pg  ,p,  .  .  . .  ed  t*  à 

n  e   minore   di —  ,  vi  è  nns  radice  reale  positiva  minore  di '2r. 

odhnnter.  Teoria  delle  eqaasioui.  Kftpoli'1872,  §  TU,  art.  111). 

-  Definlslone  generale  della  derl¥ata  di  aoa  fìmslone. 
Esempi. 

La  proprietà  della  prima  derivata  di  una  funzione  intera 
i  data  all'art.  679,  potrebbe  anche  assumersi  come  sua  de- 
tio  in  luogo  della  definizione  da  noi  già  data  (art.  501)  fon- 
mila  legge  di  derivazione.  Si  avrebbe  cosi  il  vantaggio  di 
iella  prima  derivata  una  definizione  che  può  estendersi  anche 
■ioni  di  X  cbe  non  siano  intere.  In  effetto,  qualunque  sia  la 
i  della  funzione  F(a:),  si  definisce  come  prima  derivata  F'(x) 
zione  : 

FW  =  lln.''"-^'''-^W 

)i=0  ft 

le  volte  cbe  il  rapporto  incrementale  di  F(a:)  tenda  effettiva- 
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mente  ad  un  limite  finito  e  ben  determinato  col  tendere  a  ze 
dell'  incremento  h. 

685.  Esempio  I.  —  Se  a  è  una  costante  reale  e  positiva  ed  x  ui 
variabile  limitata  al  campo  reale,  la  fanzione  d^  ba,  come  sa 
piamo,  un  valore  unico,  finito  e  ben  determinato  per  ogni  vaio 
di  X.  Il  ano  rapporto  incrementale  è  dato  da 

--T~=°   bi- 
onde si  ha  (art.  642); 

a"+*  —  a"  a*"  -  1 

lim =  a_  lim- — j —  =  a'^log.a. 

Cioè  :  la  funzione  esponenziale  b.'^  ha  per  derivata  la  fumio 
stessa  moltiplicata  per  il  logaritmo  naturale  di  a. 

686.  Esempio  II.— Consideriamo  ora  )a  funzione  log^a:,  alla  qns 
si  può  attribuire  (art.  610}  un  valore  unico  e  finito  per  ogni  vaio 
reale  e  positivo  di  x  (purché  diverso  da  zero],  se  la  costante  f 
sitiva  a  è  diversa  da  zero  e  dall'anìlà.  Il  suo  rapporto  increme 
tale  : 

h  h  X         A         \         X  J 

si  può  anche  scrivere  (cfr.  art.  611)  ponendo   —  =  t: 

1    log,(l  +t) 1        log,(l  +  s) 

X  E  a;loggO  e         ' 

cosicché  BÌ  ha  subito  (art.  641)  : 

logjx  +  A)  -  log„a!  1 

"Ui-        -     ---— . 

h=o  h  X  log,a 

Dunque:  la  funzione  log^x  ha  per  derivata  l'unità  divisa  per 
e  per  il  logaritmo  naturale  di  a. 

687.  Se  per  un  dato  valore  di  a:  la  derivata  di  f(x)  è   dìvei 

da  zero, 

remo  ora  che  h  sia  un  incremento  positivo,  tenderà^  col  tendt 
dì  A  a  zero,  verso  un  limite  detcrminato  e  diverso  da  zero,  il  e 
valore  è  f'{x).  Pertanto,  se  /"la:)  è  positiva,  la  differenza  f{x+h)-fi 
dovrà  essere  positiva  per  tutti  i  valori  abbastanza  piccoli  di  h 
dovrà  invece  per  tutti  i  valori  abbastanza  piccoli  di  A  essere  i 
gativa,  se  f'ix)  ha  valore  negativo.  In  altri  termini:  per  tutti  i* 
lori  positivi  abbastanza  piccoli  di  h  si  ba  algebricamente: 

f(x  +  h)>f(x),    ovvero    f{x  +  h)<f{x) 
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risp.  secontlochè  : 

fix)  >  0,     ovvero    f'{x)  ;  0. 

688.  Net  primo  caso  è  chiaro  che,  facendo  crescere  algebrica-  ' 
mente  il  valore  di  x,  crescerà  anche  il  valore  della  funzione  fiso)', 
nel  secondo  all'opposto  la  f{x)  decrescerà  col  crescere  di  x.  Il  ri- 
ealtato  dell'  art.  precedente  si  può  dunque  anche  enunciare  più 
brevemente  dicendo  che  :  il  valore  di  f{x)  cresce  o  decresce  col 
crescere  di  x,  secondochè  f(x)  ha  valore  positivo  o  negativo, 

Sot*  od  Essroisi- 

1.  Tvovare  le  derivale  delle  faniìoni  : 


2.  La  derivata  di  z'  è  data  da  kt^'',  qualunque  sia  a,  come  ffi&  sap- 
piamo pel  caso  di  a  intero  e  positivo. 

3.  BicoDOscere.  iu  base  alla  definìiione  stessa  di  derivata,  che  se  una 
fnnzione   di  x  ammette  la  derivata  per  un  certo  valore  a  di  x,  essa  è  an- 

i.  Se  una  /unzione  f(z>i  dtUa  variabilt  reale  l,  ammelle  una  derivata  finka 
e  deUrntinala  per  ogni  valore  dì  x  compreeo  fra  a  ed  a  -(-  h,  <t  Aa  ; 

f(a-Hh)-f(a)  =  hr;a-Hlh),       0  <  6  <  1. 

Omettiamo  la  dimostrazione  di  questa  formola  che  lo  stadioso  troverà 
data  Dalle  prime  pagine  di  ogai  trattato  di  calcolo  infinitesimale, 

ó.  Da  questa  formola  aof\iti  manifestamente  che:  i«  una  funzione  diva- 
riniiie  reide  ha  la  derivala  nulla  per  tutti  i  valori  di  x  compreii  fra  a  e  b, 
ii  tuo  valore  è  collante  in  quello  intervallo. 


689.  io  derivala  della  gomma  di  due  o  piii  funzioni  (ciascuna 
delle  quali  ammetta  una  derivata)  è  uguale  alla  somma  delle  di:- 
rivate  delle  singole  funzioni. 

Sia  infatti  : 

data  come  somma  di  dae  fanzioni  f(x)  e  i/{x).  Si  avrà: 

F{x  +  h)  ----  z{x  i-  A)  -F  4(a:  -n  Al, 
onde  : 

■        A  ~  A  "^  A 

R  passando  al  limite  per  A  ='  0,  nell'ipotesi  ohe  ciascuna  delle  due 
funzioni  9(z>  e  i/{x)  ammetta  una  derivata  : 

^.^F(^  +  A)-FW^  j.^9(a:-HA)-9(a:)  +  i\mi({x  +  h)  ~  Mx) 
*=a)  A  *=()  A  A  ' 

CAVhU.!.  —  Iitiluxioni  di  aimliii  algebrica,  It.'   udiz.  43 
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cioè  appunto  (art.  684)  : 

F'(3:)  =  <f'{a:)  +  ^'(x). 

690.  Per  formare  la  derivata  del  prodotto  di  due  fui 
moltiplica  la  prima  funzione  per  la  dei-ivata  della  feconda,  quindi 
la  seconda  per  la  derivata  della  prima,  e  »i  fa  poi  la  somma  dti 
due  risultati. 

Sia  infatti  : 

Dando  ad  x  V  incremento  A  si  ha  : 

F(_x  +  h)  =  if(3:  +  h).^{x  +  h), 
onde  : 

F(a;  +  A)  -  F^x)  =  5(3=  +  A)  <i/(x  +  A)  -  :}(x)  ^(x) 

=  [c(x  +  A)  -  <i{x)]<f(x  +  A)  +  [^(x  +  A)  -  ^(x)]<f{x) 

e  dividendo  per  A  : 


e  passando  al  limite  per  A=0,  nell'ipotesi  che  ^{x)  e  i^{xì  ainniei- 
tano  una  prima  derivata: 

F(x  +  A)-P{a;)_ 


+  lim- 

\=o  n 

691.  Corollario.  —  La  derivata  del  prodotto  di  una  funtiont 
per  un  fattore  costante  è  uguale  al  fattore  costante  moltiplicato 
per  la  derivata  della  funzione. 

Infatti  la  derivata  di  una  costante  è  evidentemente  onlla. 

692.  La  regola  si  estende  facilmente  ad  un  prodotto  di  n  fon- 
zìoni.  Sia  p.  es.  il  prodotto  di  tre  Inazioni  : 

r(x)  =  ,W.««)-);(;.:).  (1) 

Considerandolo  come  un  prodotto  di  dae  sole  funzioni,  cioè  scrì- 
vendo ; 

F(x)r-.[0{X)^X)].X(X), 

si  ha  per  la  regola  dell'  art.  precedente  : 

F'{x)  =  [?{a:)  ■I'(!c)]-X'(x)  +  [<f(a:)  i/{x)V ■xi.x). 
Ma  per  la  stessa  regola  si  ha  poi  : 

\<i{x)  ^(x)]'  =  <i\x)  ò(x)  +  <i{x)  ii-(x)  , 
onde  si  conchiude: 

r{x)  =  <i\x)  ^{x)  y.(a:)  +  <f{x)  x'(.x)  ^{x)  +  <iix)  yjx)  <!*'(»).        {ì) 
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—  ses- 
si Tede  dnnqae  in  generale  che  :  la  derivata  di  un  prodotto  di 
n  funzioni  è  uguale  alla  somma  dì  n  prodotti  che  n  ottengono  mol- 
tiplicando  successi oamente  la  derivata  di  ogni  fattore  per  i  rima' 
nenti  (n  —  1)  fattori. 

693.  Se  dividiamo  entrambi  i  membri  di  (2)  per  P(a;)  e  teniamo 
presente  la  (1),  troviamo  : 

F(x)       9(x)  ^  </{xi      x(*l' 
in  (renerale,  se  F(ar)  =  5(a!)  ^ix)  y(xj  .  .  .  it{x),  si  avrà  : 

Fi":)    »w    tw    ■<(«)  »W 

694.  La  derivata  della  potenza  n""  (n  intero  e  positivo)  dì  ana 
funzione  f[x)  sì  calcolerji,  colla  stessa  regola  dell'art  692,  cunsi- 
derando  la  potenza  n""  come  il  prodotto  di  n  fattori  tatti  eguali 
ad  A^)- 

Evidentemente  si  otterrà  : 

[Ax)"1' =  -«»:)"-•/-«• 

695.  Se  F(iì  =  ^^— ^  è  data  come  quoziente  di  due  funzioni  ^{x) 
e  ^(x),  la  »ua  derivata  è  espressa  da 

Invero,  poiché  ; 

m,J.l^     „,■■^     «(»+«     J(f) 

F(x  +  »)-F(x)  =  ^;jj-p^-5;jj;, 

si  pnò  scrivere,  facendo  sparire  i  denominatori  : 
4.(1  +  M««)[F(x  +  *)  -  F(x)] 
=  5te  +  ftj'J.:i:)  -  Y'"  +  »)?(»:) 
=  [9(a:  +  ft)  -  JlDl'K»!  -  ['Wa;  +  ft)  -  *(x)l»(x) 

d'  onde  : 

F(a;4-ftì-F(a;)      ^        h  ^^'_  _h ^ 

h      ~  =  '  i;.(x+À)"+(x) 

la  qual  fonnola  si  converte  precisamente  nella  (4),  quando  si  passi 
al  limite  per  A  =  0, 
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Hot*  «d  EBsroisi. 


I.   Essendo  le  /f  ,  fi ,  ^f  fauzioni  di  x,  di 


?i     9i     '• 

I  il    +1    -l-s 


l/>  /;  /. 


?'i     9*     ?.   I  +  j  9i     ?'»     ?. 
f  1     "W     ')'»    I       I   -t.    fi     -l'I 


a  BÌniiliuente  I&  regola  generalo  per  la  derirazionB  dì  un  de- 
terminante di  ordine  n. 

2.  Applicando  qaeata  regola  dì  dcrivaiione  (rispetto   alla  variabile  >,) 
all'  identità  : 


!=<=^-3'iK*.-a:,K^,-»!iXa'.-x,Xx,-i,:(«,-i,) 


dedurne  l' identità  : 


=  .i^  +  _^+. 


Indicando  poi  con  A(  la  derivata  di  A  rispetto  aJ  Xj,  dimostrare  che: 
A,  +  i,  +  \  +  i,  =  0. 


(uv)("'=uv(")  +  (^Vf"-')v'j-  Q^a'''-«v"+...  +  nv''''.      (a) 
Si  troverà  infatti  dapprima  ; 

(mo)'  =  un'  +  u'p 
e  poi  derivando  una  seconda  volta  : 

(Bu)"  =  uo"  +  2«-t-'  +  u\- 
0  derivando  una  terza  volta  : 

(ut.)'"  =  W"  +  Bii'i!"  +  3u"u  +  «'"«. 

Queste  espressioni  essendo  conformi  alla  (a),  i  cai  coefficienti  numerici 
iODO  gli  stessi  che  si  presenterebbero  nello  sviluppo  di  (u  -i-  «)",  la  vali- 
dità della  formola  (a)  si  potrà  stabilire  col  noto  metodo  d'induiione  ma- 
tematica. 

4.  Trovare  la  derivata  n-i'""  dol  prodotto  x'a^  e  cosi  pure  quella  dtl 
prodotto  l'o^,  essendo  a  i 
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Dalla  Nota  5*  del  precedente  §  Bc^ua  come  curollario  che:  «£  tJue/un- 
hanHO  ta  tirila  dirivata  per  lutti  ì  (-alari  di  x  contenuti  in  un  certo  in- 
lo,  la  loro  differenza  è  coifaute  in  liitlo  l'inUrvello, 
ero.  se  fix)  e  ip(i)  sono  le  due  funzioni  in  discorso,  la  loro  differenza 
if(x)  ha  per  derivata /'(i)-9'(ii,  cioè  lo  zero. 

8.*>  —  Balla  maltlpUcltà  delle  radici  di  an'eqaazlone. 

>.  Se  f(x)  è  una  funzione  razionate  intera,  a  coefficienti  reali, 
ed  a  è  una  radice  dell'  equazione  : 

mostrerà  con  procedimento  identico  a  quello  degli  articoli 
;  493  che  il  polinomio  f(x)  è  divisibile  esattamente  per  x~a, 
ò  però  accadere  che  f(x)  sta  divisibile  non  solamente  per 
;,  ma  anche  per  [z  —  o:)',  ovvero  anche  per  (a;  -  a)*,  ecc.  In 
ì  casi  si  dice  che  a  è  una  radice  multipla  dell'equazione  (1). 
ecisamente,  se  fa;  —  af  è  !a  più  alta  potenza  di  a:  —  a  che  di- 
flx),  si  dice  che  a  è  una  radice  multipla  del  grado  k  0  an- 
:he  l'equazione  (1)  ammette  k  radici  tutte  eguati  ad  a. 
a  non  6  radice  multipla,  cioè  se  f{x)  è  divisibile  per  (z-a), 
lon  per  (x  —  a}*,  si  dirà  che  a  b  radice  semplice  di  f(x)  =  0. 

I.  Se  nello  sviluppo  (cfr.  art.  505)  : 

fix)  =  Ad)  +  (a:  -  a/-^  ^  ^^  - -x)^^  ^■  . . .  (2) 

lale  qualunque  siano  i  valori  di  x  e  di  a,  supponiamo  che  a 
adice  non  solo  dell'equazione  f{x)  =  0,  ma  anche  della  sna 
ata  f(x)  =0,  o  piti  generalmente  di  un  certo  numero  di  do- 
e,  cosicché  sì  abbia  : 

tl^)  =  0  ,  f(a)  -  0  ,  .  . . ,  /t*-"(a)  =  0  ,  /-"'(a)  2 0 , 

ci  da  per  f(x),  qualunque  sia  x: 

l'espressione  fra  parentesi  è  una  funzione  intera  di  x  del 
o  n  — fc.  Quest'identità  ci  dice  che  il  primo  membro /'la:)  del- 
lazione  f{x)  =  0  è  divisibile  esattamente  per  (a;  —  o)*,  cioè  an- 

per  la  definizione  data  all'art,  prec-,  che  a  k  una  radice  mul- 

,  del  grado  k,  dell'equazione  f(,x)  =  0. 

e.  Passiamo  ora  a  dimostrare  che,  reciprocamente,  se  a  è  ra- 
mnltipia  di  grado  k  dell'equazione  /'ia;)  =  0,  essa  dovrà  ai- 
essere  radice  delle  prime  k  ■■  l  derivate.  Infatti,  se  a  è  ra- 
doppia  di  /ia;i=0,  dovrà  ftx)   essere   divisibile   esattamente 

(a:  -  aj'.  Ma,  essendo  Aa)  =  0,  la  (2)  ci  da: 
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come  quoziente  della  divisione  di  f{x)  per  (as  -  a)  ;  onde  questo 
quoziente  dev'essere  ancora  divJBibile  per  a;— o,  ossia,  che  è  la 
stessa  cosa,  deve  aiiiiullaisi  per  x  =  i.  Ciò  avviene  evidenlemenle 
sol  quando  sia  f(i.)  =  0,  cioè  naando  a  sia  anche  radice  di  f<.xì=0. 
11  quoziente  di  f{x)  per  {x— a)-  è  allora  : 

8e  (X  è  soltanto  radice  doppia  di  f{x)  =  0,  questo  quoziente  dou 
sarft  più  divisìbile  per  (x  -  a) ,  ma  so  a  6  radice  tripla,  esso  do- 
vrà ancora  esserlo  ;  cioè  dovr&  annullarsi  se  io  esso  facciamo  x=a, 
e  ciò  richiede  che  sia  /"'(ai  =  0.  Cosi  procedendo  si  vede  che,  se 
a  b  radice  quadrupla,  dovrà  essere  nache  /"'(a)  =  0,  e  cosi  di 
seguito. 

Concludiamo  dunque  che:  affinchl  una  eerta  radice  a,  di  atta 
equazione  Ax)  =  0,  sia  radire  mulfifila  di  grado  k,  è  necessario  i 
sttfficieHte  che  essa  sia  anche  radice  delle  prime  k  —  1  equaiioai 
derivate: 

f  (X)  =  0  ,  f'\x)  =  0  ,  .  .  . ,  fl*-"(x)  =  0.  {3, 

699.  Di  qui  segue  come  corollario  il  teorema  equivalente:  af^ 
/incile  a  sia  radice  multipla  del  grado  k  di  un'equazione,  è  necu- 
tario  e  sufficiente  che  a  sia  anche  radice  multipla  del  grado  k-1 
della  sua  prima  derivata. 

Infatti,  se  a  è  radice  multipla  del  grado  fc  di  Aa')  =  0,  essa  sod 
disfa  per  il  teorema  dell'art,  prec.  a  tutte   le   |3)    le   quali,  per 
quello  Slesso  teorema,  ci  dicono  che  a    è    radice   multipla,  dei   ■ 
grado  k-  l,  di  f  \x)  =•  0  ;  ecc.  i 

700.  Tutto  quanto  si  ò  stabilito  o  definito  ni  Cap.   IV   (articoli    , 
.'141-5461  circa  la  divisibilità  delle  funzioni  intere  a  coefficienti  ra-   . 
zionali  si  estende  senz'altro  anche  alle  funzioni  intere  con  coef- 
licicnli  reali. 

Ciò  posto,  è  agevole  riconoscere  che  se  le  funzioni  intere  f'^'  | 
ed  f(xi  sono  prime  fra  loro,  te  radici  di  Ux)  =  0  sono  necessaria- 
mente tutte  semplici  (*).  Infatti,  se  f{x}  ammettesse  una  radice  toal- 
tipla  a,  le  due  funzioni  f[x)  ed  f{x)  avrebbero  il  divisore  comone 
(ar  —  <x),  e  non  sarebbero  quindi  prime  fra  loro,  contro  il  supposto. 

701.  ^e  D(x)  sin  (7  massimu  comun  diofsorc,  che  si  determinerà 
col  procedimeato  dell'art.  545,  di  fix)  e  di  f(x),  e  sia: 

f(x)  =  D(x).F(x),  (J) 

le  radici  reali  di    f(x)  =  0    saranno    anche    radici    dell' equazioif 

<*}  La  prò  pò  si  7:1  o  ne  retri  pi'outt,  che  non  sarebbe  vera  nel  campo  dei  d"; 
meri  runti,  è  vera  inveire,  come  .«i  riconoscerà  a  bdo  tempo,  nei  campo  P'" 
usteso  dei  numeri  compies»!.  In  quest'ultimo  campo  ai  potrà  asBenrecI" 
uffinehh  rtquazione  f(x)  =  0  abbia  soìtanto  radici  itmplic'    '  ■-  -~- 

H-riftìte  rie  f'xi  ed  fi,s)  nano  iirim'  fra  (oro. 
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=  0  la  quale  avrà  però  il  vantaggio  di  avere   soltanto  radici 

infatti  a  una  radice  semplice  o  multipla  di  grado  ìe,  dell'e- 
one  f[,x)  =  0.  Poiché  fix)  è  dlvieibile  per  (a?  — a)*,  dovrà,  in 
dell'identità  (4),  il  prodotto  i 

E  dÌTisibile  per  (a:  —  a)*.  Dì  qnì  sì  vede  che  se  a  non  fosse  ra- 
di F(a;)=0,  cioè  se  F[x)  non  fosse  affatto  divisibile  per  x-a, 
ibbe  essere  divisibile  per  {a;  —  a}*  il  fattore  T>[x)  ;  e  quindi 
;bbe  essere  divisibile  per  {x—a*  anche  f[x.),  di  cui  \){x)  k 
ire.  Invece  f{x)  è  divisibile  soltanto  (nrt.  699;  per  (a;— a)*"'. 
iponiamo  in  secondo  luogo,  se  è  possibile,  che  a  non  fosse 
e  semplice  di  Fia:}  -  0.  Sarebbe  alloi'a  F  a;)  divisibile  almeno 
X -■  ny  e  quindi  poiché  Dfa;)  è  divisibile  per  (x— a)'^'  (che 
e  simultanea  mente  fix)  ed  f{x)  e  per  consesruenza  anche  il 
massimo  comun  divisore),  il  prodotto  D(a:j-Pa;),  cioè  f(x) , 
dovrebbe  divisibile  per  {x  —  a}*"'(a:  —  o)*,  ossia  per  (a;  -  a)*", 
o  il  supposto. 

Vota. 

loi  abbiamo  dato  la  definieionc  di  radice  maltipla  di  flx)  =  (i  sol- 
□el  caso  in  cui  fix)  à  una  funsinne  razionale  intera,  È  però  facile 
lera  come  quella  definizione  si  poma,  estendere  ad  una  funsione  qua- 
s  f(x}  che  sia  continaa  nel  punto  tc  =  a.  Se  col  tendere  di  «   ad   a 


ad  un  valore  finito  e  diverso  d 
di  gra<lo  I:  dell'cquaiione  /(x)  - 
f{x)  aiumette  le  prime  it  —  I   dei 


/W  =  (X  -  =)'-M) 

f(-r)  è  pure  continua  ed  ammi'ttc  le  |jrinie  Al- 
lindo ora  la  {a}  cola  rej^olu  del   prodotto  it  —  1 

1  derivate  per  x  = 

volte  dì   seguito, 

/(o)  =  0  , /-(a)  -  0  , /»  =  0  ,  .  ,  .  , /l*- 

"(a)  =  0, 

f(x)  ammetta  anche  la  t"'»"  derivata  : 

/'■''Hat  ~  0. 

^  9.»  —  loterprotazlone  f^eometrlca  dt  una  fonzlone 
e  della  saa  prima  derivata. 

.  Sia  y  =  f'x)  una  fanzione  data  di  x  per  tutti  i  valori  reali 
0  almeno  per  tutiì  i  valori  di  a;  compresi  entro  certi  limiti. 
terpretìamo  ogni  valore  di  x  ed  il  corrispondente  valore  di  y 
come  l'ascissa  e  l'ordinata  di  un  punto  P  del  piano,  vediamo 
variuado  a:  da  —  od   a  +  ce ,  il  punto  P  varierà  nel  piano  Aib- 
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scrìvendo  ana  cena  curva  che  si  itotrà  considerare  come  ia  ra(>- 
presentazione  geometrica  della  funzione  f{x). 

703.  Ciò  premesso,  passiamo  a  ricercare  l'interpretazione  geo- 
metrica della  prima  derivata  f{x),  che  è  definita  (ari.  684)  dalla 
formola  : 


Siano  P  e  Q  i  dae  punti  della   cnrva  rappresentante  f(xì   die 
liauuo  rìsp.  per  ascissa  : 

OP,  =  x    ed     OQ,  ^  a:  +  fc. 

Tirata  da  P  la  parallela  all'asse  delle  x,  sia  R.  il   punto    in   cai 
essa  incontra  la  Q,Q. 
Si  avrà  evidentemente  : 

RQ  =  Q,Q  -  P.P  =  fix  +  h)-  f{x) 


A  PR      ^*  ' 

e  quindi  :  detto  ?  l'angolo  QPR,  per  una  nota  proprietà  dei  trian- 
goli rettangoli  (giacché  noi  supponiamo  i  due  assi  OX,  OY  orto- 
gonali). 

Facendo  ora  tendere  A  verso  zero,  è  chiaro  che  iJ  punto  Q,  si 
avvicinerà  sempre  più  a  P,  ed  il  punto  Q  al  punto  P  ;  onde  la 
retta  FQ  tenderà  a  confondersi  colla  tangente  PT  alla  curva  nel 
punto  P  e  l'angolo  9  coll'angolo  6  clie  questa  taugenle  PT  fa  colla 
direzione  positiva  dell' asse  delle  x.  Si  avrft  dunque  al  lìmite 
fix)  r-.  tg'l,  cioè:  la  prima  derioatn  f'ix)  è  uguale  alla  tangente  tri- 
gonometrica dell'angolo  't  che  la  tangente  alia  curva  nel  punto  di 
atcissa  X  forma  colla  direzione  posilioa  dell'ama  delle  x. 

704.  Perchè  sia  f'(x)-0,  dev'essere  ig?  =  0,  cioè  la  retta  PT 
deve  riuscire  parallela  all'asse  delle  X.  Di  qui  è  facile  dedurre, 
mediante  la  stessa  intuizione  geometrica  che  quei  valori  di  x  pei 
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quali  la  corrispondoiite  ordinata  y  =  f^x)  prende  i  valori  masBimi 
0  minimi,  sodo  altrettante  radici  della  prima  derivata  di  ff,x). 


705.  Se  la  curva  toccasse  in  nn  punto  Q  l'asBe  OX,  il  numero  x 
che  misura  11  segmento  OQ,  non  sarebbe  dunque  solamente  radice 
dell'equazione  /(x)  =  0,  ma  altresì  dell'equazione  f(x)  =  0.  Esso 
sarebbe  dunque  (  cfr.  art.  697  )  nna  radice  doppia  di  f(x)  =  0.  E 
questa  la  giastificazìoDe  della  locuzione  usata  dai   geometri  che, 


eioè,  in  questo  caso  la  curva  incontra  la  retta  OX  tn  due  punti 
infinitamente  vicini  (riuniti  in  Q). 


Vota  «A  EioroUì- 


1.  BioonoBoere  (cfr.  la  nota  del  precedente  §)  olie  s 
■entaiitelKfanzione/(a:)  toccft  l'asee 

OX  nel  ponto  Q  in  modo  da  attra-  _ 

versarla  (come  è  HÌgnìficato  dalla  fi- 
gura qDÌ  accanto),  l'ascissa  del  punto 
Q  è  almeno  radice  tripla  dell'eqna- 
«ion6/{*)  =  0. 

2.  Terìficare     che    il    polinomio 
f  —  2x+  l  acqaiet*  no  Talore  mas- 


3  par 


mimmo  par  x  = 

Capelli.  —  Ittilutioni  di  analiti  algebrica,  8.*  edìz. 
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§  tO.o  —  Limite  di  ana  progressione  Infinita  di  panU  anal 
di  specie  n. 

706.  Sia: 

P' ,  P"  ,  P'" 

nna  progressione  infinita  di  punti  analitici,  di  specie  n,  app 
nentì  ai  campo  generale  x,  ,  x,  ,  .  .  .  ,  x„.  8ì  dirà  che  essa  h; 
limite  xm  certo  punto  II,  se  la  distanza  {ctr.  art.  663)  fra  il  i 
n  ed  un  punto  qualunque  P''l  della  progressione  'tende  allo 
col  crescere  dell'apice  i  all'infinito. 

Cioè,  se  a,'*'  ,  a,'*'  r  ■  •  •  >  a„"'  sono  i  valori  di  a;,  ,  a:,  ,  .  .  , 
che  defluiscono  il  punto  P'"'  (le  coordinate  di  Pt*')  ed  a, ,  a,  ,. 
sono  le  coordinate  di  II,  si  dovrà  avere  : 

limi  (a, l'I  -  a,y  +  (a,W  -  a,)*-  +  . . .  +  (a„'"'  -  «„}'  [  =  0 

e  quindi,  a  maggior  ragione,  poiché  i  quadrati  nel  primo  mei 
sono  numeri  positivi  : 

lima,'*'  =  a, 


lima„<''=  a_. 


Reciprocamente,  se  sono  soddisfatto  le  (3),  sarà  evìdenten 
soddisfatta  anche  la  (2),  cioè  il  punio  (i,  ,?,,...  ,  a„)  sarà 
mite  della  (1).  Pertanto  possiamo  anche  dire  che  affinchè  il p 
(a,'*'  ,  Bj")  ,  .  -  .  ,  a„'''l  abbia  per  limite,  col  crescere  di  i  all' 
nito,  il  punto  (a,  ,  0,-,  .  .  -  ,  a^),  è  necessario  e  sufficiente  eh 
coordinata  a,'''  abbia  per  limite  la  coordinala  a,  ,  la  coordi 
a,'*'  abbia  per  limite  la  a,,  ecc. 

707.  Affinchè  una  progressione  infinita  dì  punti  analitici  P' ,  '. 
ammetta  un  limite  finito,  è  necessario  e  sufficiente  che,  fissa 
piacere  il  numero  positivo  E,  esista  un  indice  k  tale  che  la  dist 
fra  il  punto  P'*'  ed  uno  qualunque  dei  successivi  Pl*'"  ,  P'* 
sia  inferiore  ad  e. 

Abbiamo  infatti  dimostrato  tesiè  che,  affinchè  la  successìon 
ammetta  un  limite,  è  necessario  e  sufficiente  che  ammetta  ui 
mite  ciascuna  delle  n  progressioni  di  numeri  reali  : 


iceyGoet^lc 


iDqae  necessario  (art.  586)  che,  scello  a  piacere  e,  esista  an 
:e  k  tale  da  soddisfare  le  disuguaglianze  : 

•Jn 
(„  <»)  -^eui"*''']  <~  ,  A  =  1,  2,  3, ... 


ta  queste  disaguaglianze,  sommate  membi'o  a  membro,  segue 
nto  : 

(»J  _  a,'*-^''')'  +  (a/*  -  a^'*+''')»  +  ...  +  (a„t1  -  a„<''+''')'  <  E*,    (5) 

/i=I,  2,  3,  .  .  .  , 

cbe  la  distanza  fta  il  punto  P'^'  ed  ano  qaalunqne  dei  suc- 
vi  b  inferiore  ad  e.  Reciprocamente,  dalla  disegnaglianza  (5) 
e  a  maggior  ragione  : 

'a,<»'  -  a/**"!]  <  e  ,  .  .  . ,  |o„l*'  -  a»'**"']  <  e,        per  A=l,  2,  3,... 

lali  ci  dicono  (ari,  586)  che  ognuna  delle  progressioni  (4)  am- 
ì  nn  limite.  L'asserto  resta  cosi  dimostrato. 

ì.  Teorema.  —  Sia  C,  0",  G"',  . .  .  una  proffressione  infinita 
tmpi  analitici  di  specie  n,  ognuno  dei  quali  sia  contenuto  nel 
.dente.  Supponiamo  inoltre  che,  per  ogni  numero  positivo  e, 
I  un  campo  C'*'  tale  che  la  distanza  fra  due  qualunque  dei 
punti  sia  inferiore  ad  e.  Esisterà  allora  un  punto,  unico  e 
ieterminafo,  Il  il  quale  godrà  della  proprietà  di  essere  punto 
no,  0  almeno  punto  di  confine,  rispetto  a  ciascuno  degli  infi- 
campi  C,  C",  .... 

scelga  infatti,  secondo  una  legge  da  fissarsi  ad  arbitrio,  nna 
ressionc  infinita  di  ptinti  P',  P",  P'", .  . .  contenuti  risp.  nei 
li  C,  C',  C"',  ,  .  .  ,  Scelto  a  piacere  un  numero  positivo  e , 
jrà  fra  i  punti  P',  P", . .  .  ,  per  la  seconda  ipotesi  fatta,  un 
D  P'*'  la  cui  distanza  da  ogni  altro  punto  del  campo  C'*'  sìa 
iore  ad  e.  Sarà  quindi  inferiore  ad  E  la  distanza  fra  P'*'  ed 
qualunque  dei  ptinti  Pl*+"  ,  pi*'*), .  .  .  ,  i  quali,  in  virtù  della 
li  ipotesi,  sono  tutti  contenaci  in  C<*'.  La  progressione  P', 
.  .  ammetterà  dunque  un  limite  II,  il  quale  dimostrereuio  ora 
G  ponto  intemo  o  almeno  punto  di  confine  per  uno  qualnn- 
p.  es.  C"),  dei  campi  dati. 

tale  oggetto  basterà  dimostrare,  che,  fissato  a  piacere  un  nti- 
positivo  5,  esiste  in  C'"'  qualche  punto  la  cui  distanza  da  11 
èriore  a  3.  In  effetto,  poiché  la  progressione  P',  P",  ...  ha 
imito  n,  esìste  un  ìndice  k,  maggiore  di  i,  tale  che  il  punto 
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pi*)  diati  da  II  per  meno  di  8  ;  ed,  essendo  k  >  i,  il  punto  P''J 
parte,  per  la  prima  delle  dae  ipotesi,  del  campo  C'. 


B  dei  punti  della  progreasion»  P',  P",  P"',  .  ,  .  forma  nn  cam] 
di  specie  n,  i  cui  elementi,  oltre  ad  essere  ordinali,  cioè  disposti  in  un  e 
dina  di  sDcceaaione  ben  determinato,  si  fanno  corrispondere  unìvocamen 
ai  numeri  naturali  1,  2,  3,  ....  Si  può  però  facilmente  ooocepire  1'  e! 
stenzB  di  nn  campo  ordinato  per  il  quale  non  aia  possibile  stabilire  n: 
cosiffatta  co rri^pon densa.  In  tal  caso  il  campo  ordinato  non  si  chiame 
più  progretiione,  ma  soltanto  iiiecsdione  di  punti  di  specie  ».  Il  lettore  t 
drft  facilmente  come  si  debba  definire  il  limite  di  una  successione  di  spet 
n,  e  come  ì  teoremi  dimostrati  in  questo  §  si  estendano  quasi  immedisl 
mente,  cioè  senza  modificazioni  essenziali  nelle  diroostrasioni,  anche  ai  lim 
delle  sucoessioni,  di  cui  le  progressioni  non  sono  che  nn  caso  particolai 

§  11.°  — Oontlnatt&  delle  fanilonl  di  pl&  varlablU  reali. 

709.  Sia 

una  funzione  {cfr.  Gap.  IV,  art.  400)  delle  n  variabili  reali  a 
Wg ,  . .  .  ,  x„ ,  e  0  un  campo,  di  Bpecie  n,  contenuto  nel  campo  ^ 
nerale  Xi  ,  x^  , .  .  .  ,  x„.  Si  dice  che  la  funzione  y  è  data,  unii 
camente,  nel  campo  C,  quando  per  ogni  ponto  del  campo  C  è  da 
in  modo  unico  e  ben  determinato,  il  corrispondente  valore  di 
Se  ora  («j  ,  a,  ,  ,  ,  .  ,  a„)  è  un  punto  situato  nell'interno  (o  anc 
sul  contorno)  del  campo  C,  si  dice  che  tale  funzione  è  congni 
in  questo  punto  di  C  ee,  preso  a  .piacerò  il  numero  positivo 
esiste  nn  numero  positivo  s  tale  che  per  ogni  punto  (a:, ,»:,,...,  a 
di  G,  la  cui  distanza  da  (tt, ,  a,  ^ . . . ,  a„)  sia  inferiore  ad  e  , 
abbia  : 

\n^x,^, x„)-f(a,,ci,,...,a„)\<S. 

710.  Se  la  funzione  y  =  f(x,  ,  x^,  , .  .  . ,  x„)  è  data  ed  è  contin\ 
in  ogni  punto  del  campo  finito  0,  essa  si  mantiene  necessari 
mente  finita  entro  queste  campo,  sempreckè  i  punti  di  confine  di 
facciano  parte  del  campo  (cioè  siano  anche  punti  di  contorno  di  < 

Quando  diciamo  che  una  funzione  si  mantiene  finita  o  resta 
nita  entro  il  campo  C,  intendiamo  significare  l'esistenza  di  un  r 
mero  positivo  L,  tale  che  il  valore  assoluto  di  qualsiasi  vaio 
preso  dalla  funzione  nel  campo  C  sia  inferiore  ad  L.  0,  iu  al 
termini  (cfr.  art.  664],  che  il  campo,  di  prima  specie,  costituito  ( 
valori  assunti  dalla  funzione  nel  campo  G,  è  nn  campo  finito. 

Per  dimostrare  il  teorema  ora  enunciato,  supporremo,  per  n 
glio  fissare  le  idee,  che  il  campo  C  sìa  di  seconda  specie.  Ima 
niamo  anche  ,  per  rendere  la  dimostrazione  più  intuitiva,  che 
punto  {Xi^  ,  x^ì  di  C  sia  rappresentato  da  quel  punto  del  piano  ci 
rispetto  a  certi  due  assi  coordinali  OX,  ,  OX, ,  ha  per  ascissa 
ti  ptn'  ordinata  x^.  Poiché  il  campo  C  è  Unito  ,  esisterà  un  quadn 
ABCD  nella  cui  area  siano  contenuti  tutti  i  punti  di  C. 
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Divideodo  il  quadrato  in  qaattro  parti  mediante  le  parallele 
condotte  dal  centro  ai  lati,  anche  il  campo  C  el  verri  a  scindere  in 
quattro  campi  C'i ,  C, ,  C, ,  C'^  con- 
tenuti risp.  nei  quattro  quadrati  più 
piccoli;  ed  è  chiaro  che  ammes 
so,  se  è  possibile ,  che  la  funzione 
f(x, ,  Xj)  non  restasse  finita  nel  cam- 
po C,  essa  dovrebbe  divenire  infi- 
nita almeno  in  ano  dei  quattro  nuo- 
vi campi,  p.  es.  in  C  j.  Diviso  ora 
allo  stesso  modo  il  quadrato  in  cui 
cade  C,  In  quattro  quadrati  più  pic- 
coli, anche  il  campo  C'g  si  sc-inderà 

in  quattro  campi  C"i ,  C, ,  C"j ,  C"^  a^ 

in  uno  almeno  dei  quali,  p.  es.  C, , 
la  funzione  f{x,  ,  xj)  non  resterà  fi- 
nita. Cosi  procedendo  si  verrà  a  oostmire  una  prof^ressione  infi- 
nita di  campi  : 

C  ,  C  ,  C"  ,  C"  , .  . .  (1) 

o^uno  dei  quali  ècontnnuto  nel  precedente  e  tali  che  la  distanza 
tri  due  punti  qaalunqne  di  C"  è  piccola  quanto  si  vaole,  pur- 
che  si  prenda  l'indice  i  abbastanza  grande.  Esisterà  dunque  (ar- 
ticolo 70fj)  un  punto  ben  determinato  F  il  qnalo  è  punto  interno , 
0  almeno  di  confine ,  per  ognuno  dei  campi  (1),  cosicché,  se  a, ,  a, 
sono  le  coordinate  di  P ,  la  funzione  f{x,  ,  x,)  è  continua  nel 
punto  (a, ,  a,),  nel  quale  assume  il  valore  Adi ,  a,)  rispetto  ad  ognuno 
degl'infiniti  campi  (I). 
Si  avrà  dunque,  purché  si  scelga  l'indice  i  abbastanzafgrande, 

per  tutti  i  punti  (x,  ,  x^)  contenuti  in  C^" ,  giacché  questi  punti , 
per  i  abbastanza  grande,  distano  di  quanto  poco  si  vuole  dal  punto 
("i  I  "()■  ^^^  ^'"''  '  punti  di  C"'  la  funzione  f(x, ,  Xj)  avrebbe  dun- 
que un  valore  compreso  fra  /(a,  ,  a,)  -(-  1  ed  fia,  ,  n,)  —  1,  cioè  si 
manterrebbe  finita,  contro  quanto  si  è  ammesso.  Il  teorema  è  dun- 
que dimostrato. 

IH.  Per  »=  1  11  teorema  testé  dimostrato  ricade  in  quello  del- 
l'art. 675.  E  la  dimostrazione  di  indole  affatto  generale  da  noi  qui 
data  prende  la  forma  semplicissima  della  dimostrazione  data  in 
queir  articolo. 

Not*. 

1.  La  notione  di  faniione  dei  punti  di  uà  campo  di  Bpocie  u  nou  è  cbo 
nocaao  particolars  della  aoiiona  di  corriapondenia  fra  i  punti  (x,  ,  x, ,-.,  x„) 
di  UD  campo  C  di  specie  *■  ed  ì  punti  (a,  ,  y,  ,  ■  ■  ■  ,  $«■)  di  uà  campo  1'  di 
specie  tn.  La  corrispondenza  fi  dico  bi-unicoca  (o  univoca  nel  senso  aaso- 
lato  della  parola)  quando  ad  ogui  punto  C  corrisponde  un  unico  punto 
di  r  e  reciprocamente.  Se  si  sappia  soltanto,  come  nel  caso  considerato 
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diami,  che  ad  ogni  punto  di  C  corriaponda  un  nnico  punto  di  1',  la  cor- 
rispundenza  si  dirà  univoca  ritpetlo  al  campo  T. 

2.  Supposto  cha  ad  ogni  punto  P  di  G  corrisponda  an  unico  punto  Q 
di  r,  tale  corrispondenza  si  dirà  continua  nel  panto  P  bb,  fissato  a  piacere 
il  numero  positivo  ò,  eeista  un  numero  positivo  e  tale  che  ad  ogni  punto 
di  C  la  cui  distanza  da  P  sia  inferiore  ad  e  aorrisponda  un  punto  di  F  la 
cui  distanza  da  Q  aia  inferiore  a  Ò. 


-  Altri  teoremi  snlle  fonslonl  oontlone 
di  più  Tftriablli  reali. 


712.  Teorema.  —  Sia  f(X|  ,  x,  ,  .  .  . ,  x„)  una  funzione  data  i 
conlintia  in  ogni  pitnto  situato  nell'interno  o  sul  confine  di  un 
certo  campo  finito  C.  Sia  poi  h  un  certo  numero  ben  determinato, 
tale  che  scelto  a  piacere  il  numero  positivo  e,  esista  nel  campo  C 
almeno  un  punto  (x,  ,  Xj ,  .  .  . ,  x„)  pel  quale  sia  : 

|f(x,  ,x,  ,...,s.)-h|<t. 

Esisterà  allora  anche,  entro  il  campo  C,  un  punto  neZ  quale  lo 
funzione  assume  precisamente  il  valore  li. 

In  altri  termini,  so  il  valore  h  può  esaere  avvicinato  indeflnila 
mente  mediante  valori  di  f{xi  ,  a;, ,  .  .  .  ,  xj,  esso  può  anciie  es- 
sere raggiunto. 

Diviso  infatti,  precisamente  come  all'  art,  710,  il  campo  C  ne; 
quattro  campi  più  piccoli  C'j  ,  C'j  ,  C'j  ,  C^,  è  chiaro  che  il  va 
lore  A  potrà  essere  avvicinato  indefinitamente  mediante  i  valor 
assunti  da  f{x,  ,  x^)  in  uno  di  questi  campi,  p,  e.  nel  campo  C'j 
poiché  altrimenti  esso  non  potrebbe  essere  avvicinato  indefinita 
mente  neanche  nel  campo  Ò.  Diviso  poi  a  sua  volta  il  campo  C, 
nei  quattro  campi  0",  ,  C'g  ,  C'j ,  C"^  ,  dovrà  h  essere  avvicina 
bile  indefinitamente  anclie  coi  soli  valori  assunti  da  /(x,  ,  x,)  ir 
uno  almeno  di  essi,  p.  es.  in  C,.  Cosi  procedendo  si  verrà  a  co 
Btruire  una  progressione  infinita  di  campi  C,  C ,  C",  C",  .  ■  ■ 
ognuno  dei  quali  è  contenuto  nel  precedente  e  tali  che  la  distanzi 
fra  due  punti  qualunque  di  C'  aia  inferiore  ad  un  numero  fissati 
piccolo  a  piacere,  purchò  si  scelga  opportunamente  l' indice  t 
Siano  fi,  ,  dj  le  coordinate  del  punto  P  che  si  trova  (art.  708)  nel 
l'inierno  o  sul  confine  di  ognuno  dei  campi  C,  C,  C',....  Poicbi 
il  punto  P  è  evidentemente  situato  nell'interno  o  sul  confine  de 
campo  C,  la  funzione  data  avrji  iu  esso  un  valore  ben  determi 
nato  f(a^  ,  a^),  e  sarà  in  esso  continua.  In  virtù  della  continuità 
ai  avrà  dunque  per  ogni  punto  (a:,  ,  se,)  di  C',  purché  si  sia  sceilt 
opportunamente  l'indice  t: 

\f(x,  ,  X,)  -  f(a,  ,  ai)\  <  £.  {a 

D'  altra  parie,  poiché  il  valore  h   ò    avvicinabile    indefioitamenti 

mediante  I  punti  di  C" ,  esisterà  in  C")  un  punto  (y,  ,  y,)  \'f 
quale  sia  : 

in*,  .!/,)-»)i<s  <s 
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liccome  (y,  ,  jf^)  appartiene  al  campo  C'^' ,  si  avrà  al  tempo 
ISO,  per  la  (a)  : 

irCy.-y^ì-A»,  ,«,)!<  E.  (y) 

le  (^)  e  (-]')  Begae  ora  manifestamente  : 
lAo,  ,  «ì)  -  Al  <  2j. 

!8ta  disngnaglianza,  dovendo  sussistere  per  gli  steBsi  valori  di 
a,  e  di  A  comnnque  si  scelga  e,  ci  dice  che  it  suo  primo  mem- 
è  pib  piccolo  di  qualunque  numero  assegnabile.  Esso  è  dun- 

:  rigorosamente  uguale  a  zero,  cioè  si  ha /'(a,  ,  af)  =  h:  con  che 

:a  dimostrato  quanto  si  voleva. 

13.  8e  f(x,  ,  Xg ,  .  .  . ,  x„)  è  una  funzione  data  univocamente  in 
i  punto  di  un  certo  campo  C,  entro  il  quale  essa  ei  mantiene 
ta,  esiste  nn  numero  reale  b  {che  si  chiama  il  liuite  superiore 
valori  della  funzione)  il  quale  non  è  superato  da  alcuno  dei 
yri  assunti  dalla  funzione  nel  campo  C,  ma  può  essere  da  essi 
icinato  a  meno  di  tanto  poco  quanto  si  voglia. 
)  questa  una  facile  conseguenza  del  teorema  dell'art.  672.  In- 
i,  l'insieme  dei  valori  assunti  dalla  funzione  data  nei  punti  di 
lostituiace,  per  ipotesi,  un  campo  finito  r  di  prima  specie  ;  per 
|uale  esisterà  quindi  un  estremo  superiore  6  ed  un  estremo  in- 
oro a.  Il  numero  b,  non  essendo  superato  da  alcun  valore  di 
sarà  dunque  uguale  o  maggiore  ad  ogni  valore  di  ^  in  C  ,  e 
h  avvicinabile  indefinitamente  dai  punti  di  T,  ossia  appunto  dai 
ori  che  f  prende  in  C. 

Similmente  si  vede  che  il  numero  a  è  uguale  o  minore  ad  ogni 
ore  di  f  in  C,  ma  può  essere  avvicinato  dai  valori  di  f  in  C 
%eno  di  tanto  poco  quanto  sì  voglia.  Il  numero  a  si  chiamerà, 
logamente  a  b,  il  limite  inferiore  dei  valori  assunti  dalla  fun- 
se f  nel  campo  C. 

11.  Teobeua.  —  Sia  f(x,  ,  Xj ,  .  , . ,  x„)  una  funzione  data  uni- 
amente  e  continua  in  ogni  punto  situato  nell'interno  o  ani  con- 
!  di  un  certo  campo  finito  C.  Esisteranno,  neW  interno  o  sul 
fine  di  C,  un  punto  (a,  ,  a^  ,..  .,  a„)  ed  un  punto  (£[  ,  p^  ,...,  ^„) 
'.  che  ogni  valore  assunto  dalla  funzione  data  sia  maggiore  od 
tale  ad  f(a,  ,  a, ,...,  a„)  e  minore  od  uguale  ad  f{fl,  ,  {ij  ,...,  g„}. 
n  altri  termini:  la  funzione  f  non  solamente  ammette,  come 
caso  dell'  art,  prec.,  un  limite  inferiore  a  ed  un  limite  supe- 
re 6,  ma  questi  valori  a  b  b  possono  anehc  essere  effettivamente 
igiunti  dalla  funzione  riap.  nei  punto  ben  determinato  (a, , 
, .  .  .  ,  a„)  e  nel  punto  (P,  ,  Pg ,  ■  ■  ■  ,  ?„)■ 

'er  dimostrare  ciò,  cominciamo  dall'oascrvare  che  la  funzione  f 
mantiene  (secondo  il  teorema  dell'art.  7lO)  necessariamente  fi- 
li entro  il  campo  C,  inclusovi  il  conline.  Esisteranno  dunque, 
'  l'art,  prec,  un  limite  inferiore  a  ed  un  limite  superiore  b,  dei 
ori  da  essa  assunti,  i  quali,  potendo  essere  avvicinati  indcfint- 
aente  dai  valori  di  /,  verranno  anche  raggiunti   risp.   In   certi 


iceyGoOt^lc 


dne  punti  (a,  ,  o^ ,  .  .  . ,  a„)  e  (6,  ,  b,  ,  .  . .  ,  6„)  di  C ,  secondo  il 
teoroma  dell'art.  712,  giacché  la  fanzione  f  è  coutinoa  cosi  nel- 
l'interno, come  sul  confine  di  C. 


1.  TaoBEKi..~$<  f(s,  ,  X,  ,  .  .  .  ,  Xa)  ^  uiia/unzions  ijafa 
tlnua  «n  ogni  jianto  dti  campo  finito  C  (il  cui  confint  faefia  part  parte  (M 
campo  tUito),  fittalo  a  piacere  il  numera  potitivù  S,  etitterà  un  nunuro  pò- 
(ilioo  e  tale  cAe  •  valori  oMunfì  dalla  fttmiont  in  ili(«  punfi  qutUìMqut  di  C 
(jittenii  /ra  loro  per  meno  di  i,  differiteano  fra  loro  di  una  qnantiià  inft- 
fiore  in  colort  aiioluto  a  3. 

La  dimostrazione  bì  può  fare  modificando  opportanamente  il  metodo,  d» 
noi  ormai  già  più  volte  usato,  di  cui  abbiamo  dato  il  primo  esempio  nella 
dimostrazione  dell'art.  710.  Invece  di  considerare,  come  in  qoeU'  articolo, 
nel  quadrato  ÀBCD  j  soli  quattro  quadrati  C,  ,  0',  ,  C,  ,  C'^,  considere- 
remo anche  altri  cinque  quadrati  C^  ,  C'^  ,  C',  ,  C.  ,u^  eguali  fra  loro  e  coi 
lati  paralleli  ai  primi,  aventi  rìsp.  i  centri 
nei  punti  deaiftuati  nella  figura  qui  aC' 
T  canto  colie  lettere  Oj  >  Og  ,  x,  ,  >,  ,  a,.  In 

qnesta  fijfura  è  messa  in  evidenia,  co- 
me esempio,  l'area  del  quadrato  0  ',,  Ci* 
posto,  supponiamo,  se  é  possibile,  che  la 
proprietà  da  dimostrarsi  non  abbia  luo- 
go per  il  campo  C  e  per  una  certa  quan- 
tità prefissata  S.  É  facile,  allora,  di  ri- 
conoscere che  essa  non  avrà  luogo,  sem- 
pre per  la  stessa  quantità  prefissata  S, 
neanche  quando  il  campo  di  variabili- 
tà del  punto  si  ristriuga  ad  uno ,  op- 
I  portnnamente    scelto  ,   dei    nove   campi 

C,  ,  C,  ,  .  .  .  ,  C'g.  Infatti,  se  essa  avesse 
luogo  per  ognuno  di  essi,  dando  ad  e  risp.  certi  valori  e,  ,  e,  ,  .  .  .  ,  e, ,  i 
chiaro  che,  detto  e  il  più  piccolo  dei  nove  numeri  e,  ,  e,  ,  .  ■  .  ,  e,  ,  due 
punti  di  C  distanti  per  meno  di  e'  cadrebbero  timultaaeamtnte  almeno  in 
uno  dai  nove  quadrati  C,  ,  C,  ,  .  .  .  ,  0',  ;  cosicché  la  differensa  dei  valori 
assunti  in  essi  da  /  esser  dovrebbe,  in  valore  assoluto,  inferiore  a  S,  con- 
tro il  supposto. 

Detto  ora  C  uno  dei  nove  campi  C, ,  . . .  ,C,  formati  rìsp.  dai  punti  di  C 
che  si  trovano  nei  nove  quadrati  C,  ,  .  .  - ,  C, ,  per  il  qaale  non  sussiste, 
sempre  rispetto  al  numero  prefissato  S,  la  proprietà  da  dimostrarsi,  bì  con- 
sidereranno anche  per  C,  analogamente  a  quanto  sì  è  fatto  per  C,  i  nove 
quadrati  C,  ,  C",  ,  -  .  ■  ,  0",  per  uno  almeno  dei  quali,  p.  es.  per  C",  non 
sussisterà,  per  la  differenza  S,  la  proprietà  da  dimuatrarsi.  Si  verrà  don- 
que,  cosi  procedendo,  a  costruire  la  progressione  infinita  di  campi  : 

C  ,  c  ,'c-  ,a" ,... 

ognuno  dei  quali  è  contenuto  nel  precedente,  con  area  tendente  a  sero, 
tali  che  in  uno  qualunque  di  essi  si  possono  sempre  trovare  due  pnnti, 
distanti  fra  loro  di  tanto  poco  quanto  ai  vuole,  par  i  quali  i  corrispon- 
denti valori  di  /  non  dìfFeriscono  di  una  quantità  inferiore  in  valore  as- 
soluto a  S.  Ma  ciò  6  manifestamente  in  eon tra ddiz ione  coll'ipotesi  che  / 
aia  continua  nel  punto  P,  di  cui  ai  è  dimostrata  1' usisteuia  (art.  706), 
che  si  trova  nell'  intemo  o  sol  confine  di  ognuno  degli  infiniti  campi 
C  ,  C' ,  a"' 
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CAPITOLO  IX. 

PHOPRIETÀ   GENEHALI   DELLE    EQUAZIONL 
A   COEFFICIENTI    REALI. 


§  ì.°  —  Oaservasionl  preliminari. 

15.  In  questo  e  nei  seguente  capìtolo  ci  occuperemo  specittl- 
ite  di  funzioni  razionali  intere  a  coefficienti  reali  e  dei  valori 

esso  assumono  per  valori  reali  della  variabile, 
ata  una  funzione  Intera  f(xi  della  variabile  x  di  un  certo 
lo  n,  essa  può  anche  non  essere  completa,  cioè  putì  mancare 
ilcuni  termini  ;  in  particolare  potrà  mancare  dell'ultimo  termine 
eì  due  tiltimi,  ecc.  riascendo  cobI  divisibile  esattamente  per 
E*,  ecc.  Sia  in  generale  Ap.x''(p>0)  il  termine  di  grado  più 
90  ed  A„x"  quello  di  grado  piti  alto,  cosicché  sarà  ; 

r{x)  =  K^x"  +  Ap^.a^"'  '  +  .  .  .  -t-  Kx".  (1) 

er  le  cose  già  dimostrate  è  facile  di  riconoscere  che  : 

1)  per  tutti  i  valori  abbastanza  piccoli  {positivi  o  negativi) 
K  il  segno  di  f{x)  coincide,  col  segno  del  termine  di  grado  più 
ttì   A  -ni'  ■ 

2)  per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi  (positivi  o  negativi) 
s.  il  segAO  di  f(x)  coincide  col  segno  del  suo  termine  di  piii 
'  grado  AnX". 

16.  Scrivendo  infatti  la  (1)  come  segue  : 


luO  rendere  piccolo  a  piacere  ed  in  particolare  si  può  rendere 
piccolo  del  valore  assoluto  di  Ap  ;  onde  per  questi  valori  ab- 
lanza  piccoli  di  x  il  segno  della  somma  i 

Ap+[Ap.i3^  +  Ap,ja;!+  .  .  .] 

renderà  dal  segno  della  prima  parte  Ap  il  cui  v.ilore  iissoluto 
!vale  sui  valore  assoluto  della  seconda.  Dunque  nell'  espres- 
CiPKi,!.!.  —  lalitmiotti  di  analiti  algebrica,  S."  eiìia,  47 
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aiono  (2)  dì  f{x)  il  segno  del  fattore  fra  pareatesi  coinoiderft  col 
Regno  di  Ap ,  eppcrò  il  segno  dì  f{x)  cotncider&  appanto  col  segno 
di  x'-Ap. 

717.  Per  dimostrare  la  seconda  asserzione,  si  osservi  che  la 
fanzlone  : 

r(x)  =  A„x"  +  A„_,a:"-'  +  A„.^"-»  +  .  .  . 

uì  può  anche  scrivere  : 

/(x)  =  x".JA.  +  A„,(t)  +  A...(l)%...}. 

Ciò  posto,  poiché,  crescendo  sempre  più  il  valore  assoluto  di  x, 
il  valore  di  (     J  diviene  sempre  più  piccolo,  è  chiaro,  per  la  di- 
mostrazione stessa  di  poco  fa,  che,  per  valori  abbastanza  piccoli 
,  cioè  por  valori  abbastanza  grandi  di  x,  il  segno    dell'  e- 

spressiouc  fra  parentesi  coinciderà  col  segno  di  A„.  E  quindi  il 
segno  di  f^x)  coinciderà  per  valori  abbastanza  grandi  di  a:  col 
segno  di  x"A„ ,  e.  d.  d. 

718.  Un'equazione  algebrica  di  grado  dispari  ammette  tempre 
almeno  tma  radice  reale. 

È  questo  un  corollario  della  seconda  parte  dell'  enunciato  del- 
l'art. 715.  Infatti,  se  il  grado  n  dell'equazione: 

fx)  =  aax"  +  «,a;"-'  +  .  .  .  +a„=0 

è  dispari,  il  segno  di  fix)  per  un  valore  negativo  abbastanza 
grande,  —A,  di  x  coinciderà  col  segno  di  a„(—A)",  cioè  col  segno 
di  -  «0  nel  menire  che  per  un  valore  positivo  abbastanza  grande 
B  coinciderà  col  segno  di  «dB",  cioè  co!  segno  di  ag.  La  funzione 
f(x)  assumerà  dunque  segni  opposti  per  a:  —  —  A  e  per  a;  =  B;  onde 
fra  -  A  e  B  dovrà  trovarsi  (art.  682;  almeno  una  radice  di  Aa:)=0 

719.  Se  V  equazione: 

f(x)  =  a^x"  -t-  a,x"""  J-  .  . .  +  a„  =  0 

non  ha  radici  reali. 

lo)  il  grado  di  fix)  sarà  un  numero  pari; 

2°)  la  funzione  {[}.)  conserverà  sempre  lo  etesio  segno  qnalun 
que  sia  il  valore  di  x  ; 

3»)  il  segno  costante  di  f(x)  coinciderà  col  segno  del  suo  prime 
coefflciente  »„, 

La  prima  proprietà  è  un  corollario  immediato  dell'art,  prec.  Le 
seconda  è  un  corollario  del  pari  ovvio  dell'art.  682.  Quanto  alla  terzs 
propriutà,  essa  si  dimostra  osservando  die  per  un  valore  positive 
abbastanza  grande  di  x  il  segno  di  f{x)  coincide  appunto  (art.  715' 
col  segno  di  a^. 
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Dkte  le  fnaiioni  ; 

-  a'  +  Bx»  +  &):•  +  10  ,  -  i'  +  8x»  -  Bar' 
^  +  10^:^-100  ,  «■  +  10*" 
detmmin&re  i  aejtni  dei  valori  che  esse  assamono  pur 

egBen<li>  t  una  quAiitità  positirk  piocolÌBBÌma. 

§  2.0— Pariti  o  dliparitfc  del  nomerò  di  rodlel  di  un'eqaailone 
comprese  fra  dB«  namerl  d«tl,  • 

730.  Dati  a  piacere  dae  ntimeri  re^i  a  e  ^  (a-<^i,  ci  propo' 
Diamo  di  dimostrare  che;  il  numero  delle  radici  reali  dell'  equa- 
zione a  coefficienti  reali  ffx)  =  0,  che  si  trovano  comprese  in 
lore  algebrico  fra  a  e  ^,  è  pari  se  f{a)  ed  f(g)  hanno  lo  stesso 
ffHO  ed  è  invece  dispari  se  f(ff)  ed  f(P)  hanno  segno   contrario. 

Siano  infatti  x^  ,  x^ , . .  . ,  Xj,  tutte  le  radici  reali  dell'equazione: 

f(x)  =  a^  +  a,x"-'  +  . .  .  +  a„  =  0  (1) 

contate  ciascoDa  anche  piil  volte  a  seconda  del  stio  g:rado  di  mal- 
I  tiplicita.  Si  avrà  identicamente  (art.  493),  qualunque,  cioè,  sia  il 
valore  di  x: 

f[x)  =  (x  -  x,Xx  -x,)...{x-  aip)  ■  <ìix) 

essendo  ^(x)  una  funzione  razionale  intera  di  x,  con  coe$cienti 
reali,  del  grado  n-j>,  che  non  è  annullata  da  alcun  valore  reale  di  x. 
Da  questa  identità,  sostituendo  in  esaa  in  Inog^o  di  x  una  volta 
il  valore  a  ed  una  volta  il  valore  p,  segue  : 

f(a)  =  (a  -  a;,)(a  -  a;,) ...  (a  -  x^)j{fi) 

fi^)=(^-xM-x,)...i!^~x^)-,{'f) 
d'  onde  : 

f{a)  ^  a-x,   a-x^        a-Xp 

dove  P=lLi.  è  una  quantità  positiva,  giacché,  se  ìf(a)  e  ;f{^)  fos- 

aero  di  segno  contrario,  dovrebbe  fra  a  e  ^  essere  compresa  al- 
meno ana  radice  dell'equazione  f(x)  =  0;  ohe  invece  non  ne  può 
avere  affatto,  come  già  si  ò  notato. 

Considerando  la  t™  frazione:  = -,  è  ora  facile  di  riconoscere 

che  essa  avrà  valore  negativo  se  la  radice  a;,  è  compresa  fra  a 
epe  positivo  in  caso  contrario.  Infatti,  B6  a.  <  Xf  <  '^,  sarà  a  —  Xf 


yGoo'^lc 


~   372   — 

negativo  e  ^  —  x,  positivo,  onde  la  frazione  sarà  negativa.  Se 
vece  si  abbia  a  <  g  <  a!;  ovvero  x,  <  a  <  ^,  le  differenze  o  -  a 
^  —  Xj  saranno  entrambe  negative  ovvero  entrambe  positive,  o 
il  loro  quoziente  sarà  positivo,  Concladiamo  clie  delle  p  fraz 

; ve  ne  sono  tante  di  negative  quante  sono   le  radici  r 

(■  -  X( 

di  f{x)  ^-0  comprese  fra  (a)  e  (J);  le  altre  son  tutte  posit 
Perciò  il  secondo  membro  della  (2)  sarà  evidentemente  posi 
o  negativo  secondocbè  il  numero  di  tali  radici  comprese  fra  a 
ahi  pari  ovvero  dìspari.  Ma,  se  il  secondo  membro  è  positive 

f(a] 
primo  membro  -T^  dev'essere  pure  positivo,  cioè  /(a)  ed  f{^' 

segno  eguale,  e  ee  il  secondo  membro  ò  negativo,  dev'essere 

gativo  -^ ,  cioè  f{a)  ed  f(^)  di  segno  contrario.   Kesta   cosi 

mostrato  quanto  sì  voleva. 

721.  In  particolare,  si  potrà  sempre  decidere,  per  mezzo 
teorema  dimostrato,  se  l'equazione  f(x)  =  0  abbia  un  numero 
ovvero  disparì  di  radici  positive.  Supponiamo  per  semplicità 
l'ultimo  coefficiente  a„  di  f(x)  sia  diverso  da  zero  (giacché 
caso  di  n„  =  0  l'equazione  f(x)  -  0  ai  dividerebbe  esattamente 
x  e  basterebbe  qiiiodi  considerare  un'equazione  di  grado  n- 

Preodendo  a  =  0  si  trova  /^O)  =  a„ ,  e  prendendo  p  =  +  oo  ( 
un  numero  positivo  abbastanza  grande,  cosicché  fra  a  g  ^  s 
comprese  tutte  le  radici  positive  di  f[x)  =  Q)  sappiamo  per 
prcc.  che  il  segno  di  fl^)  coincide  con  quello  del  primo  teri 
a^^",  cioè  con  quello  di  «o,  essendo  p"  positivo. 

Dunque  le  radici  poeitioe  di  f(x)  =  0  sono  in  numero  pari 
fpari'secondochè  ì  coe^cienti  estremi  ag  ed  a^  sono  di  segno  eg 
ovvero  di  segno  contrario. 

722.  In  modo  affatto  simile  sì  potrà  procedere  per  decider 
sia  pari  o  dìspari  ìl  numero  delle  radici  negative,  sostituendo 
a:  =  0  ed  x  =  —  a3.  Ma,  più  semplicemente,  potrà  bastare  l'oi 
vazione  che  la  differenza,  n  ~  p,  fra  il  grado  dell'equazione /1^: 
e  il  numero  delle  sue  radici  reali  è  sempre  un  numero  pari, 
che  questa  differenza  è  il  grado  dell'equazione  c{x)  =  0  che 
ammetteva  radici  reali  (cfr.  art.  719),  onde  il  numero  delle  re 
reali  sarà  pari  o  dispari  secondochè  sia  pari  o  dispari  il  g: 
dell'equazione.  Quindi,  se  l'equazione  è  di  grado  pari,  le  radic 
sitive  0  negative  saranno  entrambe  in  numero  pari  ovvero  eatrt 
ili  numero  dispari.  Se  invece  l'equazione  è  di  grado  dispari, 
numero  delle  radici  positive  è  pari,  queìlo  delle  negative  san 
spari  e  viceversa. 
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Hot*  ed  Bcerclii. 


Verificare  collii  sostilniione  di  x=  +  od    ed   x  =  ~ixi    che   il 
radici  reali  di  aD'equazione  a  coefficienti  reali  è  pari  o   dispari    sa- 
□chè  à  pari  o  disparì  il  grado  dell'equazione. 

Dimostrare  che  l'equasione  Sjc*—  da^'-f-  Sx  — 2  =  0  ha  un  ncmero  dispari 
idid  positive,  le  quali  sono  tutte  più  piccole  dell'ucità. 
Uioii)3trar«  che  tt  la  funzione  razionale  intera  f|z)  conferva  tempre  lo 
ì  tegno  qualunque  eia  il  valore  dì  x,  dev'eitere  idenlieantenle  : 

do  ?(x)  «  'SfOt)  dui  funiioni  razionali  intere,  dellt  quali  la  leconda  è  lale 
'equazione  ^x)  =  0  non  ammetta  alcuna  radice  reale. 
Il'  equazione  : 


fatti  sparire  i  denominatori  prende  la  forma  di  un'equazione  ordina- 
el  grado  u  in  X,  ha  tutte  le  sae  radici  reali  qualunque  siano  i  valori 
che  ai  attribuiscano  alle  ic,  ,  x,  ,  .  .  .  ,  ^r     ed  alle  a,  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a_. 


(X-a,)(l-<,,). ..(»-».)    1-- 


-r^j=*« 


pposto,  come  è  sempre  lecito: 

(I,  <  rtj  <  flj  <  . . .  <  a„_^  <  a„ , 
imoBtrerà  l' asserto  verificando  che  le  qaantit&  ; 


isp.  dei  BegDÌ  : 


,(-!)',(- !),+■ 


Come  ad  ogni  «iatema  di 
tenendo  coatanti  in  (1)  le 
i  delle  radici  X,  ,  1,  ,  .  .  .  , 
ri  reali  delle  X,  ,  X,  ,...,  X„ 
ir  dimostrare  ciA  si  ponga 

valori  reali  delle  ; 

X„  ,  cosi,  reciprocG 
corrisponde  nn  uni 

!ÌS 

ad 

ogni  e 

orrispon- 
di  valori 
istema  di 

a -«,)(>■■ 

-<■■) 

...(X-aJ 

=  A») 

(2) 

faccia  vedere  che  : 

1     / 

:.,— X 

,)(»,- X,).. 

■  («1  - 

x„: 

)■ 

(3) 
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6.  I  teoremi  jireoedenti  hauuo  molta  importanza  in  qaauto    servoiK 
base  alla  teoria  dolle  coordinate  etUtlicht, 

Supiioniamo,  per  fissare  te  idee,  n~H,  cioè  consideriamo  l'ordinario 

togonali  di  un  suo  punto  qualunque.  Si  ohiamano  coordinate  ellittiolii 
paoto  (x,  ff,  i)  le  tre  radici  1,  ,  X,  ,  X,  dell'  equasione  : 


Ogni  punto  (x,  y,  z)  viene  cosi  a  considerarsi  come  riuteraetione  d 
superficie  di  2°  ordine  le  cui  equazioni  si  ottengono  dalle  (4)  ponendo  i 
per  X  una  volta  X, ,  una  volta  Xj  o  finalmente  X,.  Supposto  : 

a  <  Xj  <  6  <  Xj  <  e  <  Xi , 

la  prima  di  queste  suporfioie  è  un  ellissoide,  la  seconda  un  iperboloi 
una  falda,  la  terza  un  iperboloide  a  due  falde. 

È  importante  di  nolaiQ  che  tutte  la  superfioie,  rappresentate  dall'e 
lione  (4)  variando  comunque  il  valore  del  parametro  X,  sono  ono/ocafi  I 
hanno  RÌi  stessi  (i  fuochij,  e  che  ppr  ogni  punto  dello  spazio  ne  posi 
soltanto  tri-,  apiiartencnti  alle  tre  diverse  specie  sopra  indicate,  le  q 
in  e»ao  punto  si  tagliano  ad  angolo  retto. 


§  3.0  _  Segni  di  f{x)  e  di  f\x)  In  proflBlmltb  delle  rad: 
di  f(x)  =  0.  Oonsegaense   diverse. 

723.  Sia  a  una  radice  reale  dell'  equazione  a  coefficienti  i 
f{x)  =  0.  Chiameremo  valori  di  x  aaiecedenti  ad  a  tutti  i  vj 
di  X  che  sono  algebricamente  minori  dì  a  e  ne  differiscono  di 
i^nantità  piccolissima  (*)  ;  e  similmente  chiameremo  valori  e 
susseguenti  ad  a  quei  valori  di  x  che  differiscono  da  a  di 
quantilà  piccolissima  e  sono  algebricamente  maggiori  di  a.  I 
cando  quindi  con  k  una  quantità  positiva  abbastanza  pìccoli 
chiaro  che  i  valori  di  x  antect;deutì  ad  a.  saranno  dati  da  x= 
e  quelli  susseguenti  da  x=ct-i-k. 

Ovvero  anche,  più  semplicemente,  detta  h  una  quantità  posi 
o  negativa  abbastanza  piccola  in  valore  assoluto,  i  valori  dì 
diacenti  ad  n  saranno  r!i])prescntati  da  x=a.i-h,  e  saranno  a 
cedenti  o  susseguenti  ad  <z  a  seconda  che  h  sia  negativo  o  posil 

724.  Ciò  premesso,  ci  proponiamo  di  dimostrare  che,  se  a  è 
radice  reale  dell'  equazione  f(x)  =  0,  le  due  funzioni  f(x)  ed  t 
kainto  valori  di  segni  opposti  per  i  valori  di  x  antecedenti  a 
ed  hanno  invece  negai  uguali  per  i  valori  di  x  siissegueuli  Oi 

flx) 
CIÒ  equivale  a   dire  che   il   quoto  -^-^   ha  valore  netfativo 

X  antecedente  ad  o  e  valore  positivo  per  x  susseguente  ad  a. 


(*)  11  grado  di  piccolonza  non  si  stabilisce  a  p 
e  rEsti  indeterminato,  per  poter  prendere  a  sei 
Eza  sempre  maggiore  porohA  diversa  da  «ero. 
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dremo  poi  die  per  x  =  a  easo  ha  sempre  il  valore  zero ,  il  clie 
è  già  manifesto  quaDdo  a  sia  radice  Bempltce,  poiché  in  tal  caso 
si  ba  f{a)  =  0  ed  f{a.)  2  0. 

Tatto  ai  riduce  dunque  a  dimostrare  cbe,  per  h  abbastanza  pic- 
colo in  valore  aesolalo,  il  valore  di  -^rr-^ — r  è  negativo,  nullo  o 
positivo  secondochè  è  negativo,  nullo  o  positivo  il  valore  di  h. 

725.  Per  dimostrare  cid  osBerviamo  che  si  ha  per  lo  sviluppo 
di  Taylor  : 

A-»)>(„+*q5;».r>)+.:; 

Indicbiumn  poi  con  X  il  grado  di  multiplicitA  della  radice  a 
(cosiccl)è  si  nviù  almeno  X  =  l,  nel  caso  cioè  in  cui  a  sia  soltanto 
Dna  radice  semplice),  e  ricordlnnio  (art,  698)  che  in  tale  supposto 
si  ha: 

Aa)=0  ,  r(a)=0  ,  /"'(a)=0  ,  .  .  . ,  /--^-•l(«)=  0  ,  r'(«)sO. 

La  (1}  si  riduce  così  alla  formola  seguente: 

iipri"^       IX   ■"^■■" 

Ciò  posto,  il  numeratore  del  secondo  membro  è  una  funzione 
intera  di  h  ordinata  secondo  le  poienze  crescenti  delia  stessa  h. 
Per  conseguenza,  per  valori  abbastanza  piccoli  di  k,  il  segno  di 
questo  numeratore  coinciderà  col  segno  del    suo    primo    leimine 

Ir  -:p  ,  (art.  715).  Lo  stesso  dicasi  pel  denominatore,  il  cui  segno, 
per  h  abbastanza  piccolo,  coinciderà  col  segno  di  A    77- — r- 

Da  ciò  si  conclude  che  il  segno  del  quoziente  elio  sta  nel  "2"  mem- 
bro della  (2)  coinciderà,  per  k  abbastanza  piccolo,  col  segno  del 
quoziente  di  questi  due  primi  termini  : 

U,'    h 

cioè  col  segno  di  h,  essendo  X  un  numero  positivo. 
Il  quozieote  ^- —  è  dunque  dello  stesso  segno  di  k,  e.  d.  d. 
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726.  La  forinola  (2)  bì  può  sempliUcare  dividendo  nanieratorc 
e  denominatore  del  secondo  membro  per  fc*"'.  Con  ciò  esaa  prendo 
la  forma  : 

Aa-m^.ll-'-"''"' 

,— -  -  +  h\  -  \ 

dalla  quale,  facendo  A  =  0,  si  trae  : 

come  dovevamo  dimostrare  a  complemento  del  teorema. 

727.  Teorema  1.°  —  Fra  due  radici  reali  consecutive  di  un'esa- 
zione a  coefficienti  reali  è  sempre  compreso  |*J  un  numero  dispari 
di  radici  della  sua  prima  derivata,  e  quindi  almeno  una. 

Sieno  iiifatii  -z  e  ^  (a<J)  due  radici  reali  consecutive  ilif[x]=0, 
tali  cioè  clic  fra  a  e  ^  non  eia  compresa  alcun'altra  radice  reale 
di  <i|uesta  equazione.  Detta  h  una  quantità  positiva  abbastanza  pic- 
cola, il  rapporto  -jj ha  segno  positivo,  giusta  il  teorema  del- 
l'art.  724,  nel  mentre  che  il  rapporto  —z —  avrà  invece  se- 
gno negativo.  D'altra  parte,  poiché  fra  a  e  p,  e  quindi  anche  fra 
u  +  h  e  ^  ~  h,  non  cade  alcuna  radice  di  f(x)  =  0,  sostituendo  in 
f{x),  in  luogo  di  3?,  i  due  valori  a  +  h  e  ^—h,  si  devono  avere 
risultati  dello  stesso  segno  (art.  730),  cioè  fi^  +  h)  e  f(^—k)  de- 
vono avere  segno  eguale.  Ma  i  rapporti  — ed  -^ lian- 

no  segno  opposto;  quindi  è  chiaro  che  i  denominatori  /•(n-^A)  ed 
;"(?  — A)  esser  devono  di  segno  contrario.  E  di  qui  segue,  perle 
stesso  teorema  dell'art.  720,  che  fra  afft  e  ^—h  o,  che  è  lo  siesso, 
fra  a  e  p,  essendo  A  piccolo  a  piacere,  è  compreso  un  numero  di- 
spari di  radici  di  f(x)  =  0,  e.  d.  d. 

728.  Teorkma  2.°  {**)— Due  radici  reali  consecutive  della  prima 
derivata  di  un'  equazione  a  cnefflcienti  reali  o  non  comprendono 
nessuna  radice  reale  della  proposta  o  ne  comprendono  una  sola 
radice  semplice. 

Sieno  infatti  a'  e  p'  due  radici  consecutive  della  prima  derivati) 
e  supponiamo,  se  è  possibile,  che  esse  comprendano  due  radici 
distinte  a  e  J  della  proposta.  Pel  teorema  precedente  fra  a  e  ^ 
dovrebbe  essere  compreso  almeno  una  radice  ■^'  della  prima  de- 
rivata. Ma  .-illora  7',  esacjido  compresa  fra  a  e  p,  sarebbe  anche 


t' iuteodoDO    cscln^^ 
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compreBa  fra  a'  e  ^',  cioè  le  dne  radici  a'  e  ^'  della  prima  deri- 
vata non  sarebbero  più  consecutive  contrariamente  al  supposto  ; 
e  neancbe  è  possibile  che  fra  a'  e  ^'  sia  compress  per  ee.  una 
radice  doppia  se  della  proposta,  perchè  se  a  è  radice  doppia  della 
proposta,  essa  è  radice  semplice  della  prima  derivata  ;  onde  anche 
:n  questo  caso  a'  e  ^'  non  sarebbero  più  consecutive,  perchè  com- 
prenderebbero un'altra  radice  d  delia  prima  derivata.  Il  teorema 
è  cosi  dimostrato. 

729.  Teorema  3.°  ~  Se  \  è  il  numero  delle  radici  reali  della 
firima  derioataf  il  numero  delle  radici  reali  della  proposta  non 
pad  superare  X  -I- 1. 

Siano  infatti  a',  f,  7', . .  .  ,  5'  le  X  radici  reali  della  prima  de- 
rivata scritte  nell'ordÌDo  stesso  del  loro  valore  alf;ebrico  cre&cente, 
e  consideriamo  la  successione  di  valori  crescenti  : 

-  OD  ,  a'  ,  ^'  ,  T'  , . .  .  ,  8' ,  -f  « .  (3) 

Con  rag;ÌoDamento  affatto  analogo  a  quello  dell'art,  prec.  si  ri- 
conoscerà che  fra  -00  ed  a'  è  compresa  al  più  una  sola  radice 
dell'equazione  proposta.  Pel  teorema  poi  dell'art,  prec.  sappiamo 
cbe  fra  a'  e  ^',  come  pure  fra  ^'  e  7',  ecc.,  cade  al  più  una  sola 
radice  della  proposta.  E  finalmente  si  riconoscerà  cbe  fra  fi'  e  +co 
cade  pure  al  più  una  sola  radice  reale  della  proposta. 

In  tal  modo  l'intero  campo  da  -oo  &  +  ao  resta  diviso  in  V+l 
intervalli,  in  ciascano  dei  quali  cade  al  più  una  sola  radice  della 
proposta. 

La  proposta  non  potrà  dunque  avere  più  di  X  +  1  radici  reali, 
e.  d.  d. 

730.  Nella  dimostrazione  ora  data  si  è  supposto  implicitamente 
che  l'equazione  proposta  avesse  le  sue  radici  reali  tutte  distinte, 
cosicché  nessana  di  esse  si  trovasse  a  coincidere  con  una  delle  (3). 
I!  teorema  3°  però  vale  incondizionatamente,  semprechè  le  radici 
reali  delia  proposta  o  della  derivata  si  contino  col  loro  grado  di 
mnltiplicìtà. 

Per  convincersi  di  ciò  basterà  riflettere  che,  se  siano  p.  es.  a, 
b,  e  tre  radici  consecative  {a<  b  <c)  distinte  della  prima  derivata 
e  b  sia  radice  maltipla  di  grado  X  della  proposta  : 

I")  nessuna  delle  altre  due  radici  a,  e  può  essere  anche  ra- 
dice della  proposta  ; 

20)  nell'intervallo  fra  a  e  6,  e  cosi  pure  nell'intervallo  fra 
6  e  e,  non  cade  in  questo  caso  alcuna  radice  della  proposta; 

3")  la  6  è  multipla  (art.  699)  di  grado  X  —  1  per  la  prima  de- 
rivata. 

731.  TbOBEUA  4.0  —  Se  ^  è  il  numero  delle  radici  reali  di  una 
equazione,  la  «uo  k""  derivata  avrà  almeno  [x  —  k  radici  reali. 

Infatti,  se  /''*'(a:)  =  0  avesse  [jl  — fc  — A  radici  reali,  /■(*""(a;)  ne 
avrebbe ,  pel  teorema  30  ,  al  più  [i  -  4  — A  +  1 , /■l*'''''(i)  al  più 
ì^-  k  -  h  +  2  e  cosi  via  finché  si  concluderebbe  che  la  proposta 
f[x)  =  0  ne  avrebbe  al  più  \i.  —  k  —  h  +  k,  cioè  [ji  — Ti  contro  il  sup- 
posto. 

Capklli.  —  Iililuxioni  dì  analiti  algebrica,  lì.'   fdii .  48 
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732.  Corollario.  —  Se  un'  equazione  ha  tutte  le  me  radici  n 
li  (*),  ancìte  le  sue  derivale,  di  tutti  gli  ordini,  avranno  tutte 
loro  radici  reali. 

Invero,  8e  1'  equazione  f{x)  =  0,  di  grado  n,  ha  tutte  le  rad 
reali,  la  derivata  ^(*'(x)=0  ne  avrfi,  pel  teorema  4°,  almeno  n- 
Ma  it~k  è  appunto  il  grado  dell'equazione  fi*i{x)=&y  quindi,  ci 

Vota  ed  Eseroisi. 


x'^  +  px*  +  qx  +  r  =  0 

dici  reali,  e  ai  ìndichi  con  S  il  numero  delle  i 

ine  rftdi< 

li  positi 

ò  -  0    per    r>0  ,  q>0  ,  p  >0 

5  =  2       »      r>0,q>0,p<0    e  per 

r>0  , 

,  q<0 

6=1       »       r<0,q>0,p>0        » 

»-<o  , 

,9<0 

5  =  3       »       r<0,q>0,p<0. 

Por  dimostrare  ci6  si  cominciorà  dall' osservare  che  S  b  pari  o  diep 
HBcondoohè  aia  (art,  721)  i-  >  0  ovvero  r  <  0.  SÌ  completerà  poi  il  crile 
oBBervundo  che  la  derivata:  8z*  -f  2px  +  q  =  0  ba  pure  le  radici  reali, 
sicché  dai  segni  di  quest'ultime  si  ari^omenteranno  facilmente  (cfr.  art.  T 
i  seRDÌ  delle  radici  della  primitiva. 

2.  Mostrare  come  si  determini  il  iinmero  delle  rndìci  reali  di  dd' eq' 
Eione  conoscendo  i  valori  delle  radici  reali  della  derivata. 

8.  Dimostrare  che  ae  :  (n  —  1)£*  <  2nac  ,  1'  equazione  a  coefficienti  re 
ol"  +  fiar""'  +  n"  ■'...=  0  non   ha  più  di  n  —  2  radici  reali. 

Si  applichi  il  teorema  4". 

4.  So  (1  è  il  numero  delle  radici  reali  multiple  di  nn'equaiione  (conti 
ciftscnna  una  volta  sola)  e  X  il  numero  delle   radici    reali    distinte   de 

_X  _!■  +  1 

prima  derivata,  si  hapu^^    Por  X   pan   o    [><— „ —   per  1  dispari. 

5,  In  molte  questioni  di  analisi  (in  quello  per  esempio  in  cni  occorre 
le  funzioni  i/eriche)  e  di  fisica  matematica  hanno  grande  importanza  ce 
particolari  funzioni  intere  di  x  di  1°,  2°,  8°,  .  .  .  grado,  che  ai  cbiam) 
rì^p.  polinomi  di  Ltgendr»  del  1°,  2°,  S",  .  .  .  ardinii  (**). 

Il  polinomio  di  Legendre  dell'ordine  n,  che  indioheretno  con  P.(x) 
1'  espressione  seguente  : 


nin  -  l)in  -  2)(n  -  3)  [ 

2-4.(2n-l)(2n-3)  "  "1 

e  trae  la  sua  orÌRine  dallo  sviluppo  in  serie  : 

^ =  1  +  P,(!c)-a  +  P»(!c)-a*  + 

Vi  -  2«cc  +  a* 

(*)  Con  ciò  intendiamo  dire  brevemente  che  eaaa  ha  tanto   radici  re 
quanto  è  il  suo  grado. 
(■*)  Circa  le  funzioni  di  Laplace,  cfr.  Jordan:  Coars  d' Analyse.  Tome  1 

2>  £dÌE.   pg.  -Uh. 
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lift  steiSft  foDEiono  P„(r)  si  può  anche  ottenere  derivando  n  volte  dì  se- 
f;nito  rispetto  alla  variabilo  x  la  funzione:  («*— 1}",  e  precisameate,  se  ai 
pone  per  brevità  : 

(3) 

P,W  =  /""'W-  (4) 

Da  queet'altima  espreaBioue  di  P^(x)  è  facile  dedurre  che  le  tguwiioni 
l'a<x)  =  0,  che  ri  otimgano  tguaglùuido  a  tero  uno  qualangu*  dti  polinomi 
di  Legemdre,  Aanno  ttUU  le  toro  radici  reali. 

Infatti,  poiché  l'eqaaiìone: 

(T'-1)"  =  0  (6) 

ha  tntte  le  eoe  2n  radici  reali,  (Ik  radice  +  1  e  la  radice  — t  ripetute  cia- 
scuna n  volte),  tutte  le  sue  derivate,  e  quindi  in  particolare  la  sna  n"' 
derivata,  avranno  del  pari  (art.  782)  tntte  le  loro  radici  reali. 

6.  Dimostrare  che  Crquatione  Pa(x)  =  0  ha  inoltre  tutte  le  tue  radici  dite- 
liliali  t  toinprete  fra   —1  e  +1. 

Baaterà  applicare  più  volte  di  aeguito  all'equazione  (5)  il  teorema  del- 
l'art. 727  e  quello  dell'art.  HS9.  Goal,  per  quest'ultimo  teorema,  la  derivata 
di  (5)  avrà  la  radice  4-  1  e  la  radice  —1  ripetuta  ciaacuna  n~I  volte  e, 
per  il  teorema  dell'art.  727,  avrà  inoltre  una  radice  compresa  fra  —  1  u 
■)- 1  ;  e  cosi  via. 

7.  Mediante  le  (8)  e  (4)  ai  dimostrino  la  formole  aegtienti  : 

?'-«(«;)  -  V'n-M  =  (2«  +  l)P„Ca;) , 

(n  +  DP^i  -  (2«  +  l)a:P„  +  nP^i  =  0 , 

(1  -  x')V"„{x)  +  2»P'„{aj)  +  n(n  +  l)P„(a:)  =  0. 

§  4.0— VarUslonl  e  permanenze.  Teorema  di  Bada»  e  Fonrier, 
Regola  del  sepcnl  di  OaricBio. 

733.  Sia  dau  una  saccesslone  di  nn  nnmero  finito  di  numeri 
reali,  diversi  da  zero,  ecritti  in  un  certo  ordine  sopra  altrettanti 
posti.  Si  dirà  che  in  uno  di  questi  posti  vi  è  una  permanenza  ov- 
vero nna  variazione  aecondoctiè  il  segno  del  nnmero  che  occupa 
qael  poeto  b  aguale  o  contrario  al  segno  del  numero  che  occapa 
il  posto  precedente.  Cosi,  ad  esemplo,  nella  successione:  3,  —2,  4, 
5,  -  6  vi  sono  tre  variazioni  (Sf,  3",  e  S"  posto)  ed  una  perma- 
nenza (io  posto). 

Poiché  al  primo  posto  non  e'  è  né  variazione ,  né  permanenza 
fnon  essendoci  alcun  termine  che  lo  preceda),  cosi  è  chiaro  che 
la  tomma  complessiva  del  numero  di  variazioni  e  di  permanenze 
in  una  successione  di  n  quantità  sarà  n  —  i. 

734.  Tboreha  di  Bodan  e  Fodrier.  —  Siano  a  e  ?  due  numeri 
reali  qualunque,  che  non  siano  perù  radici  né  dell'  equazione 
f(s)  =  0  (dt  grado  n),  né  delle  sue  derivate  successive;  e  sia  aal- 
genicamente  minore  di  ^.  Se  si  considerano  allora  le  due  succes- 
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t(a)  ,  r'(a) ,  f"(«) ,  f  "(a) , .  .  . ,  P-'r»)  ( 

f(?)  ,  f'(?)  ,  f'{f)  .  f"{?) ,  ■  ■  . ,  f  "'(?) ,  ('- 

gi  ha: 

1."  cAfi  il  numero  di  variazioni  confenute  nella  prima  aucce 
sione  è  maggiore  od  uguale  al  numero  delle  variazioni  contenu 
nella  seconda; 

2."  che  il  numero  delle  radici  reali  dell'equazione  t[x)—0  coi 
prese  fra  a  e  ^  non  può  mai  superare  la  differenza  fra  il  n 
mero  di  variazioni  della  prima  e  della  seconda  successione,  v 
può  esserle  inferiore  di  un  numero  pari. 

Per  riconoscere  in  qnal  modo  i  segni  della  succesBÌone  (1)  pò 
sano  difTerire  dai  segni  della  successione  (2),  consideriamo  la  su 
cessione  generale: 

rt=«),rw,rw,  •■•,/■'">(»)  ( 

o  immaginiamo  di  seguire  col  pensiero  i  aversi  valori  che  vani 
prendendo  gli  n  termini  dì  qaesta  successione,  quando  la  x  si 
crescere  con  coi)tinmt&  dal  valore  a  al  valore  ^  passando  per  tu 
i  valori  intermedi. 

Durante  questo  crescere  della  a:  da  a  a  ^,  noi  sappiamo  che  ni 
qualunque,  f^'',  delle  funzioni  (3)  potrà  cambiare  di  segno  soltsn 
nel  momento  In  cui  la  x  passa  per  un  valore  che  1'  annulla,  ci< 
per  una  radice  di  /'*'  =  0. 

Dobbiamo  dunque  ricercare  che  cosa  avvenga  del  segni  del 
successione  (3)  quando  la  a:  attraversa  un  certo  valore  y  che  a 
nulla  una  delle  funzioni  (3).  Incominceremo  dal  supporre  che 
annulli  proprio  la  stessa  funzione  f[x).  Allora,  se  X  sia,  in  gen 
rale,  il  grado  di  multiplicit&  di  y  come  radice  dell'  eqnazioi 
f{x)  =  0,  si  avrà,  come  sappiamo,  (art.  698)  : 

At)=o  ,  f(-i)=o ,  /'(f)=o , . . . ,  /'t^-"(T)=o ,  r'^'wso .... 

In  questa  successione  non  è  il  caso  di  considerare  variazioni 
permanenze,  poiché  ì  suoi  termini  sono  in  parte  nuli]. 

Delta  però  h  una  quantitil  positiva  piccolissima ,  potremo  co 
fronlare  fra  loro  le  due  successioni  : 

n-i-ì^) ,  n-i-h) ,  /"(T-A) , .  -  ■ ,  f^-'K^-h) ,  f^%-h) ,... 

ed 

Af+A) .  nY+ft)  ,  rCT+ft) .  ■  ■  ■  >  /'*""(T  +  ft)  .  /''^'(Y-t-A)  . .  ■  - 
die  corrispondono  a  due  valori  di  x  l'uno  antecedente  e  l'alt 
BUBseguente  a  ■^. 

Ora,  per  quanto  si  è  visto  poco  innanzi  (art.  724) ,  essendo 
radice  di  f{x)-0,  f{-j-fi)  ed  f'(l~f^)  sono  di  seguo  opposto,  t 
mentre  clic  f{-i¥k)  ed  fi^-\-h)  sono  di  egual  segno. 

Ciò  significa  che  la  prima  successione  ha  una  variazione  nel  e 
condo  posto,  nel  mentre  che  in  questo  stesso  posto  la  seconda  w\ 
cessione  ha  una  permanenza.  Similmente,  poiché  y  ^  anche  radi 
di  /*(x)=0,  si  avrà  che  fit-hi  ed  f'iy—h)  sono  di  segno  oppos 
nel  mentre  che  /"(v+A)  ed  f'if-^h)  sono  di  egnal  segno,  onde  a 
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che  al  terzo  posto  si  avrà  nna  TAi-inzione  per  la  prima  sacceesione 
ed  una  permanenza  per  la  Beconda. 

E  questa  stessa  coiielusione  si  potr&  fare  evidentemente  fino  al 
posto  tX  +  l)'""  inclnsivamente.  In  questo  posto  poi  f'^K'^—h)  ed 
f-  ^it+h)  hanno  lo  stesso  segno,  poiché  -j  non  è  radice  di  f  <^'(a:J=0. 
Dunque:  quando  la  x  cresce  passando  attraverso  un  valore  spe- 
ciale 1  radice  di  f (x)  =  0,  la  serie  di  Budan  : 

f(x)  ,  f'(x) ,  P'(x) ,  . .  .  ,  f("'(xj  (3) 

perde  precisamente  tante  variazioni  quanto  è  il  grado  di  multi- 
plicità  della  radice  •(. 

735.  Consideriamo  ora  l'altro  cano  cbe  può  presentarsi  durante 
il  crescere  di  x  da  a  verso  ^,  cioè  che  x  passi  per  un  valore  spe- 
ciale Y  che  sia  radice  di  una  certa  derivata  p""  (senza  esserlo 
della  precedente). 

Se  i  è  il  grado  di  mnltiplicità  di  y,  si  avrJi  : 

fii>-')(l)  so,/  mtTJ  =  0  ,  f<-^'>{-\)  =  0  , . . . , 
Anche  qui  dobbiamo  confrontare  le  due  succeseioni  di  valori  : 

flì>*'"ì)(.f  _  A)  ,  flP**)(y  _  ft)  , 

ed 

flp-i)(^  4-  h)  ,  /'("•(f  +  A) ,  /'('■^>l(Y  -1-  ft) ,  . . . , 

/'""*-"(f  +  ft),/'"'**'(-r  +  A}. 

cbe  corrispondono  a  due  valori  di  x  1'  uno  antecedente  e  I'  altro 
sossegnente  a  ■(. 

Poiché  Y  *  radice  di  /'"''(x)  =  0,  ripetendo  il  ragionamento  pre- 
cedente, si  troverebbe  che,  dal  terzo  posto  in  poi,  si  hanno  nella 
prima  di  queste  due  saccessioni  k  variazioni,  le  quali  si  cambiano 
in  altrettante  permanenze  nella  seconda  successione.  Rimane  quindi 
a  vedere  che  cosa  accade  al  secondo  posto ,  giacché ,  quanto  al 
primo  posto ,  è  chiaro  che  f^'^'it  -  A)  ha  lo  stesso  segno  di 
/""''(Y  +  A),  non  essendo  compresa  fra  i  ~  h  e  y  +  *  alcuua  ra- 
dice di  ;'<''""(a:)  =  0.  Invece  f^'it-h)  ed  /""''Cy  +  A)  saranno  di 
segni  eguali  o  contrari  (art.  720)  secondochè  k  eia  pari  o  dispari; 
poiché  Y  ^  radice  di  f^''>(x)  =0  di  multiplicità  k,  cosicché  si  deve 
ritenere  che  ft&'(  —  h&^-i-hvì  sono  k  radici  di  f^''>{x)  =  0. 

Nel  caso  di  k  pari  le  due  successioni  avranno  dunque  ai  primi 
due  posti  assolutamente  gli  stessi  segni,  onde  passando  dalla  prima 
successione  alla  seconda  si  veriHcherà  semplicemente  la  perdita 
delle  k  variazioni  sopra  menzionate.  Si  perderà  quindi  un  numero 
pari  di  variazioni. 

Nel  caso  di  k  dispari  il  secondo  posto  cambia  di  segno  passando 
dalla  prima  successione  alla  seconda,  cosicché,  se  al  secondo  po- 
sto si  aveva  una  permanenza,  si  avrà  poi  una  variazione  e  vice- 
versa. Al  secondo  posto  si  sarà  dunque  perduta  ovvero  guadagnata 
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ana  variazione  dopo  il  passaggio,  cosicché  il  nomerò  totale  dì  va- 
riazioni perdute  non  sarà  più  k  (come  quando  A:  era  pari)  ma 
bensì  fc±l,  che  è  evidentemente  un  namero  pari  positivo  (o  nullo). 
Hiassumeudo  questi  due  casi  concludiamo  che  il  passaggio  di  x 
attraverso  una  radice  di  una  derivata  porta  con  sé  che  la  serie 
di  Bndan  (3)'  perda  nn  numero  pari,  che  pub  anche  essere  nullo, 
di  variazioni. 

736.  Esaminati  cosi  i  caei  possibili  di  cambiamenti  di  segni 
nella  serie  di  Budan,  immaginiamo  che  la  x  cresca  con  continuità 
da  a  verso  ^.  Dopo  quanto  si  è  spiegato,  è  chiaro  che  la  serie  di 
Budan  durante  questo  crescere  di  x  non  guadagnerjt  mai  varia- 
zioni ;  bensì  essa  perderà  nna  variazione  per  ogni  radice  di  f(x)=Q 
che  viene  attraversata  da  z;  di  più,  ogni  qualvolta  x  attraversa 
nna  radice  di  una  derivata,  essa  perde  un  numero  pari  (che  può 
essere  anche  nullo)  di  variazioni.  Si  conclude  ehe  la  perdita  dì 
variazioni  che  si  verifica  confrontando  la  successione  (  1)  colla  snc- 
cessione  (2)  ò  ugnale  o  maggiore  del  numero  di  radici  reali  di 
f(x)  =  0  comprese  fra  a  e  f;,  e,  se  6  maggiore,  ne  differisce  di  un 
numero  pari,  e.  d.  d. 

737.  Bboola  dei  segni  di  Cartesio.  —  Sia: 

fi'*')  =  Co  +  «lai  +  Cgx'  +  .  . .  +  c„_,x"~'  +  c^x"  =  0 

i'  equazione  data.  Applichiamo  ad  essa  il  teorema  di  Budan  per 
a  =  0  e  fl  =  +  00. 

Si  avrà  allora  che  il  numero  delle  sue  radici  comprese  fra  0 
e  -h  00  (cioè  il  numero  delle  sue  radici  reati  epoBÌtive)  non  potrà 
superare  il  numero  di  variazioni  che  la  serie  delle  funzioni  : 

f(x)  =  Co  +  c,aj  +  CgX*  +  Cgx'  +  ■  .  .  f  c„x'* 

f(x)  =  c,  +  2c^x  +  3c,a:»+  .  .  .  +  7lc„o="-' 

f'(x)  =  2cj    +  6c^x  +  ...+n{n-  iKx—'  (4) 

r"{x)  =  6C5     + 


perde  passando  x  dal  valore  0  al  valore  +  qo. 

Ora,  per  x  =  0,  i  segni  di  queste  funzioni  coincidono  coi  segni 
dei  coefficienti  : 


risp.  e  per  x=  k  coincidono  (art.  715)  coi  segni  dei  termini  di 
più  alto  grado,  cioè  hanno  tutte  il  segno  di  c„,  il  che  aigniflca 
che  per  ic  =  »  la  ecrie  f(x)  ,  f{x)  ,  .  .  .  presenta  soltanto  perma- 
nenze, tjì  conclude  dunque  che  per  a;  =  0  la  serio  di  Budan  ha 
prci^ìsaracnte  tante  variazioni  qnante  ne  ha  la  serie  dei  coefflcienti 
dell'equazione,  e  che  queste  variazioni  sì  perdono  tutte  passando 
ad  a:  =  +  00,  Si  avrà  dunque  pel  teorema  di  Budan  che;  i7  nu- 
mero delle  radici  positive  di  un'equazione  non  può  mai  tuperare 
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t7  numero  di  variazioni  che  presenta  la  serie  dei  suoi  coefficienti, 
e,  »e  ne  è  inferiore,  ne  digerisce  per  un  numero  pari. 

Cosi,  p.  es.,  l'equazione:  x*  — 4a;'  — Sa:' +  12»*  + Sa;  +  1  =0  non 
pnò  avere  più  di  dne  radici  positive,  percliè  la  serie  del  snoì  coef- 
Hcienti  1,  —i,  —3,  12,  8,  1  presenta  dae  sole  variazioni.  Inoltre 
possiamo  agginngere  che  essa  avr&  o  nessuna  oppure  due  radici 
positive. 

738.  La  regola  dei  segui  di  Cartesio  si  presta  egualmente  a  dare 
nu  limite  superiore  del  numero  delle  radici  negative  dell'equazione 
proposta.  Basterà  infatti  trasformare  l'equazione  nell'equazione  a 
radici  di  segno  contrario,  con  che  le  radici  negative  si  cangiano 
nelle  positive  della  trasformata,  e  applicare  a  quest'ultima  la  re- 
gola di  Cartesio.  Cosi  nell'es.  prec.  la  trasformata  a  radici  di  se- 
gMO  contrario  è:  se*  +  4x*  —  '3x^—  12i*  +  Sa;  —  1  =  0,  che  ha  tre  va- 
riazioni. Perciò  la  proposta  non  potrà  avere  più  di  tre  radici  ne- 
gative {e  precisamente  ne  avrà  una  o  tre). 

739.  La  dimostrazione  data  all'art.  737  cade  in  difetto  quando 
l'equazione  proposta  sia  incompleta,  cioè  manchi  di  alcuni  ter- 
mini. In  questo  caso  infatti  i  valori  delle  funzioni  di  Bndan  per 
ar  =  0  (cioè,  che  è  lo  stesso,  i  coeftìcienii  dell' eq.)  sono  in  parte 
nulli,  onde  il  teorema  non  si  può  applicare  immediatamente.  Con- 
verrà bensì  sostituire,  in  luogo  di  x=0,  un  valore  piccolissimo 
positivo  X  =  i,  tanto  piccolo  da  potersi  ritenere  che  (Va  a:  — 0  ed 
x  =  c  non  cadano  radici  deil'equnzione  proposta.  Si  cercherà  al- 
lora ii  numero  di  variazioni  della  serie  f{e) ,  f{t) ,  /*  (a) , .  .  . . 

Ma  è  facile  riconoscere  che  questo  numero  di  variazioni  coin- 
cide ancora  precisamente  col  numero  delle  variazioni  della  serie 
dei  coefQcienti  (diversi  da  zero)  dell'equazione  incompleta. 

Suppongasi  infatti  che  manchino  i  termini  compresi  fra  c^a^'  o 
Cix\k<k),  cioè  che  sia 'nell'equazione  proposta: 

CA^O,c,+,  =  0,...,c»_,=0,c»r?0 

e  vediamo  quali  siano  1  segni  dello  corrispondenti  derivate  : 

/•'*\e)  ,  /"'+"{0  , . .  . ,  ^'"-"(e)  ,  /"'^'Cs).  (5) 

Quanto  al  segno  di  ^'^'(e),  esso  coincide  (art.  715)  col  segno 
del  suo  termine  di  grado  meno  elevato,  cioè,  come  si  vede  dalle 
(4),  col  segno  di  c^.  Lo  stesso  dicasi  per  le  /■'"""'(e)  ,/■!''+"(£), ...; 
per  queste  funzioni  però  ii  termine  di  grado  meno  elevato  (essendo 
Cj^.,  =  0  ,  c^^,j  =  0  ,  . .  .  ,  e»  2  0)  si  presenta  in  tutte  col  coefficiente 
Cj  che  è  il  primo  coefflciente  diverso  da  zero  dopo  c^.  Conclu- 
diamo danque  che  ì  segni  delle  (5)  coincidono  coi  segni  della  suc- 
cessione : 

"A  e»  Ci  Ci  .  .  .  Cj 

la  quale  contiene  evidentemente  tante  variazioni  qaante  ne  con- 
tiene la  semplice  coppia  c^c^^.  È  dunque  chiaro  che  la  regola  dei 
segni  di  Cartesio  si  puè  applicare  anche  alle  equazioni  incom- 
plete, non  tenendo  alcun  conto  dei  termini  cho  mancano.  Cosi  ad 
ea.  l'equazione  a:*  — Sa:— 110  =0  non  contenendo  nei   suoi   coeffi- 
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cientì  1,  —  is,  -  110  che  una  sola  variazione,  non  potrà  avere  et 
Dna  sola  radice  reale  positiva,  e  qnesta  esisterà  certamente. 

740.  Se  un'equazione  ha  tutte  le  radici  reali,  il  numero  delle  ti 
radici  comprese  fra  due  numeri  qualunque  a  «  ?  (a  <  P)  è  prec 
aamente  uguale  al  numero  delle  variazioni  perdute  dalla  serie  • 
Sudan  passando  da  x  =  a  ad  x=.^. 

Sia  infatti  n  il  grado  dell'equazione.  Facendo  variare  con  coi 
tiiiuità  la  a;  da  —  00  a  -t-  ao ,  la  serie  di  Budan  dovrà  perdere  (a 
ticolo  734)  n  variazioni  Gorrispondentemeute  al  passaggio  per 
gnuna  delle  n  radici  dell'equazione.  Attraversando  le  radici  del 
derivate  non  potrà  quindi  perdere  alcnna  variazione,  poiché  alti 
menti  il  numero  totale  di  variazioni  perdute  passando  da  -  « 
i-  ca  sarebbe  superiore  ad  n  ;  il  che  è  assurdo  non  potendo  la  e 
rie  di  Budan  (art.  733)  contenere  più  di  n  variazioni.  ^ 

741.  In  un'equazione  a  radici  tutte  reali  il  numero  delle  vari 
zioni  che  presenta  la  serie  dei  suoi  coefficienti  è  precisamente 
guale  al  numero  delle  sue  radici  positive. 

È  quesra  una  conseguenza  del  teorema  dal  precedente  quale  si  d 
durra  assoluiainente  nello  stesso  modo  tenuto  per  dedurre  dal  te 
ema  di  Budan  la  regola  dei  segni  di  Cartesio. 


Not«  ed  Eatcoisi. 

1.  Applicare  la  regola  dei  segni  di  Cartesio  all'equasione  x'-f-z*+x*— Zós 
86  =  0.  Sostituirà  quindi  i  valori  ai=-8,  -2,  -1,  1,  3,  8  e  riconosco 
cosi  che  essa  ha  praciBamente  due  radici  reali  negative  ed  Dna  reale  f 

2.  Uu'equaiioDe  a  coefficienti  tutti  positivi  non  ha  radici  positive  e  ui 
Bquaiìone  completa  a  coefficienti  alternativamente  positivi  e  negativi  m 
ha  radici  negative. 

U.  Il  Damerò  dì  variazioni  di  segno  che  presenta  la  snccessione  dei  coi 
fioienti  di  un'equazione  è  pari  o  dispari  secondochà  i  coefficienti  eatrei 
sono  dello  steaso  segno  o  di  segoo  contrario. 

4.  Data  r  equaEione  di  grado  n  : 

f{x)  =  agx"  +  «la:"-'  +  . . .  +  a„_jX  +  o„  =  0  ( 

si  considerino,  in  luogo  delle  successive   derivate,   le   funzioni    più   sei 
plioi  ; 

f^(x)     =  «oìe""'  +  o,a:"~*  +  ,  .  .  +  a„,,a;  +  o„_i 

f^{x)     =  a^x"-"  +  «i«"-'  +  . .  .  -h  a„_g 


i  ha  il  seguente  teo 


I  politico,  it  iiamtro  delle  variazioni  nellii   i 
!{")  ,  f,(«)  ,  f,(«) U") 
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i  ugual*,  o  luptriort  di  un  numro  pari,  al  numaro  delle  radici  potilive  *u- 
piriori  ad  a  deU'eqiàotion*  t[x)  =i  0. 

5.  La  dimostraiìone  di  questo  teorem*  data  da  Laguerre  si  baia  aal 
lemma  aefj^ente,  che  bì  può  considerare  come  una  general  i»axione  della 
regola  dei  asKiil  di  Carteaio  : 

Sia  F(x)  una  ieri»  ordinata  Meeondo  It  polen*t  ereieenti  di  x,  eonvtrgenle 
ptr  tuiii  i  valori  poiiUvi  di  x  più  piccoli  di  un  numero  dalo  a,  la  qtiale  ei*H 
di  tttere  eonvBrgtnle  per  x  =  n  Annulliamo  inoltra  che  U  numero  dette  varia- 
■ioni  di  legno  che  li  pretentano  nella  luceettione  dei  eoeffiàtnit  della  aerie  eia 
finito.  Il  numero  dei  valori  di  z  per  >  quali  la  aerie  F(x)  è  convtrgente  ed  ha 
per  valore  taro  i  al  pia  eguale  al  numero  delle  variazioni  della  lerie  F(x),  e, 
te  ne  è  inferiore,  ne  differitee  di  un  numero  pori.  (Laguerre  ~  Noie*  »ur  la 
rétolution  dei  iqualioni  numtfrt^uat.  Paris  1880). 

6.  Ciò  premesso,  per  dimostrare  il  teorema  di  Laguerre  oomìnoiamo  dal- 
l'osserrare  che  ti  ha  identicamente,  per  la  regola  di  Buffini  : 

rtj;)=(»!-a)|r.(a)J!— '+A,.,(a)»;"->+  .  .  .  +A(«)l+fta) 

J^  =  fmi'l""'  +  r,-,(»)x— >  +  . .  .  +  f,(a)  +  -^. 
Ha  per  X  >  B  si  hk  (art.  628)  lo  svilappo  coareri^Biite  : 

A»)  _A«)      1     _  A«)i, 


(  X 


■i  può  dunque  scrivere; 


/l\-(«-i)  /i\-('«-il 

=  U»)-  (-)         +  ^"-•("J-  (i)         +  •  •  ■  +  A(«) 

che  6  DUO  BTilnppo  ordinato  secondo  le  potenze  crescenti  della  variabile 

l-ì,  il  qnale  i  convergente  per  ì  valori  di  -  oompreai  fra  0  ed  -. 

Poiché  le  variaiioni  presentato  dai  coefficienti  di  qnesto  sviluppo  non 
differiicono  avidentemeota  da  quelle  della  Heris  (8),  ai  ha  dunque,  in  virtù 

del  lemma  premesso ,  che  il  numero  dei  valori  di  -  compresi  fra  0  ed  - 

(o,  che  6  lo  atesso,  11  numero  dei  valori  di  f  compresi  fra  +  oo  ed  a)  per 

i  qoali  si  annulla  non  può  superare  il  numero  delle  variazione  della 

serie /S)  ed  in  ogni  caso  ne  differisce  di  un  numero  pari,  e.  d.  d. 

7.  S  importante  di  osservare  ohe  il  teorema  di  Laguerre  si  applica  nella 
pratica  con  grande  facilità,  poiché  gli  n+1  valori  (3)  sono  appunto  quelli 
steati  che  s' incontrano  (art.  492)  nell'  usuale  calcolo  pratico  del  valore 
di  /(«). 

Cosi,  ad  esempio,  data  1'  equaiione  : 

f[x)  =  a:»  -  3a:*  +  Ssc»  -  2iE  +  1  =  0,  (4) 

dovendosi  calcolare  il  valore  di  /{2)  per  riconoscere  sl   ._ 

dici  positive  oomprese  fra  0  a  2  aia  pari  o  dispari  (art.  720), 
Capklli.  — /ifituiioni  dì  aiiali$i   atgebriea,  0.*   cdis. 


tizosb/GoO'^lc 


ranno  naturalmente  i  numeri  : 

1   ,  -1  ,  -6  ,  -12  ,  -26  ,  -51=/1C2). 

Presentando  questi  una  sola  variasiona,  il  teorema  dì  Lafcuem  ci  djc« 
ohe  l'eqnazìone  (4)  ha  una  radice  positiva,  ed  ana  sola,  saperiore  ■  2. 

8.  Come  altro  esempio  si  applichi  il  teoreioa  di  Badan  a  ricereare  un 
limite  superiore  del  numero  di  radici  positive,  compresa  fra  2  e  +  «,del* 
l'equazione:  *•  -  Sx»  +  8x"  ~  4x  —  I  =  0, 

Si  costruirti  col  procedimento  di  Homer  (cfr.  capitolo  XIV),  il  quadro: 


di  cui  la  prima  orissontale  ci  dice,  pel  teorema  di  Lagaerre,  che  il  nu- 
mero di  tali  radici  6  uguale  od  inferiore  a  8;  nel  mentre  che  la  diago- 
nale  (la  quale  ci  dai  valori  di /i2), ——,,..  1  ci  dice,  pel  teorema  di  Bn- 

dan,  che  l' equasìone  ha   una    sola   radice  superiore  a.  3. 

9.  Per  altri  teoremi  che  presentano  molta  analogia  con  quelli  dimostrati 
in  questo  §  cfr.  le  due  Note  :  Snlla  leparaxione  dette  radici  delle  egnaàoni  n*- 
diant»  il  calcolo  delle  differenze.  (Bendiconto  della  R.  Aco.  delle  Sciente  di 
Napoli,  novembre  e  dicembre  1S94)  ;  come  pure  i  ^  3°  e  4<  del  capitolo  cbs 

§  5.°  --  Teorema  di  Stami. 

742.  Sturm  è  giunto  pel  primo  a  costratre  nna  successione  di 
fanziooi  : 

tali  che  la  perdita  di  variazioni  clie  essa  subisce  passando  da  od 
valore  a:  =  a  ad  nn  valore  a;  =  p  ,  (g  >  a),  sia  eguale  precisamente 
al  numero  delle  radici  reali  distinte  di /■(a;)=0  comprese  fra  a  e?. 
Le  prime  due  funzioni  f[x)  ed  fj(x)  altro  non  sono  che  il  primo 
membro  dell'equazione  e  la  sua  prima  derivata  f(x),  clje  ora  in- 
dicheremo per  simmetria  con  f^ix).  Le  altre  funzioni  si  costriii- 
scono  come  segue.  Per  f^ix)  si  prende  il  resto  (con  segno  cam- 
biato) della  divisione  di  f{x)  per  f^^x)  ;  per  f^(x)  il  reeto  (con  se- 
gno cambiato)  della  divisione  di  f^^x)  per  f^ix)  e  cosi  di  seguito; 
cosicché  si  hanno  le  identità: 

fW  =  ?,(»)AW-/-,W 


elle  quali,  poicbè  1  gradi  dei  reati  y&UDO  dlmlnneDdo 


ijGoo'^le 


-  387  — 

>re  almeno  di  una  nnit&  (cfr.  art.  545),  si  può  ritenere  che 
imo  resto  /'^^(x)  sia  tina  costante  C. 

oltre,  ammettendo  per  ora  clie  la  funzione  f{x)  e  la  sua  prima 
rata  f{x)  siano  prime  fra  ioro,  possiamo  anche  ritenere  (cfr. 
545)  che  questa  costante  C  sia  diversa  da  zero. 

3.  Ciò  posto,  passiamo  a  dimostrare  che  la  perdita  di  varia- 
i  che  tubisce  la  serie  di  funzioni  : 

f(x)  ,  f,(x)  ,  f,{x) f^(x)  (2) 

costruita,  passando  dal  valore  x  =  a  al  valore  x  =  0,  (^  >  a), 
ecisamente  uguale  al  numero  delle  radici  reali  di  f(x}=0  com- 
e  fra  a  e  p. 

tale  oggetto  è  essenziale  di  notare  che  le  flinzioni  (2)  godono 
)  due  segtieiitì  proprietà  fondamentali. 

>  Due  funzioni  consecutive  della  serie  (2)  non  si  possono  an- 
are  per  uno  stesso  valore  di  x. 

ipponìamo  infatti,  se  è  possibile,  che  si  avesse  per  un  certo 
re  o  di  x: 

A(«)  =  o, /-,+,(«)  =  0. 

oichè  fVa  le  (1)  sQssiste  la  relaziooe  identica  : 

vrebbe  in  particolare  : 

de  si  dedurrebbe,  essendo  per  supposto  /'j(a)  =  0  ,  A+i(a)  =  0, 
Br  essere  altresì  fn.fla)  =  0.  Essendo  ora  ^,-^.,{a)=0  ,  /'v+i{a)=0, 
imostrerebbe  Bimilmente  dover  essere  fi+i(a)  =  0,  e  cosi  pro- 
mdo  sì  conclnderebbe  finalmente  che  dev'essere  f^{ti)--0.  Ma 
è  assurdo,  poiché  fi,{x)  è  una  costante  diversa  da  zero. 
0  Se  una  funzione  di  Sturm  si  annulla  per  x—a,  le  due  fun- 
i  della  serie  (2)  che  la  comprendono,  prendono,  per  x=a,  va-  ■ 
di  segno  opposto.  Dalle  relazioni  (1)  si  ha  infatti: 

/«(«)  =  9i(«)  «»)-/•,«(«)■ 

i  qui  si  vede  che,  se  fi(a.)  =  0,  si  ha  : 

A-i(a)  =  -A«(«). 

apptmto  che  le  due  funzioni  fi^i(x)  ed  /'(+i(x)  cho  compren- 
a  fj,x),  hanno  segni  opposti  per  x  =  a. 

t4.  Venendo  ora  alla  dimostrazione  del  teorema,  notiamo,  come 
fatto  pel  teorema  di  Budan,  che,  facendo  crescere  la  a;  da  a 
IO  3,  le  funzioni  di  Sturm  allora  soltanto  possono  subire  cam- 
aenti  di  segno,  quando  la  x  attraversi  un  valore  speciale  che 
alli  qualcana'di  queste   funzfoni.l  Inoltre ,   con    ragionamento 
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identico  a  qaello  tenuto  pel  teorema  di  Badan,  bÌ  ricoDOsce  ci 
se  X  attraversa  una  radice  a  (semplice,  per  supposto)  dell'  eqi 
zione  proposta  f(x)  =  0,  la  Berle  di  Starm  perderà  (al  Becoodo  ] 
Bto)  una  variazione. 

Se  dunque  noi  dimostreremo  che  la  serie  di  Siurm  non  pei 
alcuna  variazione  quando  la  x  passi  per  un  valore  di  f  che  i 
nulli  un'altra  qualunque  delle  funzioni  (2),  è  chiaro  che  il  t 
rema  enunciato  resterà  stubilito  completamente. 

Supponiamo  pertanto  che  la  x  attraversi  nn  valore  f  per  il  qu 
bI  abbia  /'j(-f)  =  0,  e  confì-ontiamo  al  solito  i  valori: 

/■(-.(■f-A).A(Y-A),AM(T-ft) 
coi  valori  : 

In  virtù  della  prima  proprietà  (art.  743}  delle  funzioni  dì  Stni 
essendo  ^(y)  =  0,  sarà  invece  : 

onde,  per  A  abbastanza  piccolo,  i  tre  ntimeri  : 

avranno  ègnal  segno  e  cosi  pare  i  tre  numeri  : 

A+,(r-ft),f.>,(-r),A+,(T  +  A)- 

Ma,  per  la  seconda  proprietà,  /'(_i(y)  ed  fi^i{-0  hanno  segni 
posti  ;  avranno  dunqne  segni  opposti  anche  À-i(Y~'*)  ^^  fi+iit~ 
come  pure  avranno  segni  opposti  /'(_i(t+*'  *•*  A+iCt+^)-  Poiché 
nella  terna  (a)  l  termini  estremi  lianno  segni  opposti,  è  chiaro  e 
qualunque  sia  il  segno  del  termino  intermedio,  questa  terna  { 
senterà  una  variazione  seguita  da  una  permanenza,  ovvero  i 
permanenza  seguita  da  nna  variazione;  cioè  in  complesso  avrà  i 
sola  variazione.  Per  la  stessa  ragione  anche  la  terna  (6)  avrà  i 
sola  variazione.  Non  c'è  dunque  né  perdita  né  guadagno  di 
riazioni  passando  da  (a)  a  (6),  e.  d.  d. 

745.  Ci  resta  ora  a  far  vedere  che  il  teorema  di  Sturm  vale 
che  noi  caso  che  /{x)  ed  f'(x)  abbiano  un  massimo  comnn  d 
sore  variabile  (cioè  almeno  di  1"  grado)  ^(x).  Soltanto  vedremo  > 
allora  il  numero  delle  variazioni  perdute  dalla  serie  di  Sturm  f 
sando  da  a  a  ^  indica  Bomplicemente  il  numero  delle  radici  n 
dÌHtinte  di  f^x)  =  0  comprese  fra  a  e  p,  senza  tenore  alcun  co 
del  loro  grado  di  multiplioità. 

Da  quanto  già  sappiamo  sulla  ricerca  del  massimo  comun  d 
BOre  di  due  funzioni  e  dall'ispezione  del  quadro  (1),  che  serve 
punto  a  questa  ricerca,  segue  ohe  anche  le  funzioni  ft{x),  f^ix) 
À-iC^)  saranno  tutte  divisibili  per  i/(x)  ;  anzi  1'  ultima  di  qu< 
ft,.i{x)  coinciderà  appunto  con  if(x),  nel  mentre,  che  la  costa 
fiiix)  riesclrà  eguale  a  zero. 
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3e  dnnqae  poniamo  : 

ititnianto  nelle  (1)  e  dividiamo  quindi  lotte  le  prime  fc-2  agna- 
anze  per  ({i<x),  otteniamo  le  identità: 

F(a:)  =  <f^(x)P^(x)  -  F/x) 
F,(«)  =  <P3(a:)F<{x)-F,(ic)  (1)' 


Tirtb  delle  quali  le  foDzioni  : 

F(_x)  ,  F,(w)  ,  F,(a:) , . .  .  ,  F^_,(x) ,  1 


(2)' 


trovano  nelle  stesse  condizioni  di  quelle  considerate  nei  prece- 
Dii  articoli,  e  soddisfano  quindi,  alle  stesse  due  proprietà  fon- 
mentali.  Inoltre,  se  f  è  radice  multipla  di  f{x)-=0,  essa  è  sol- 
ito radice  semplice  di  F(a;)  =  0  (cfr.  articolo  701)  e  non  6  af- 
te radice  di  F,(x)  =  0.  Si  giungerà  dunque  allo  stesse  conse- 
enze  ;  cioè  che  il  numero  di  radici  reali  di  F(a;)  =  0  (o,  che  è 
slesso,  il  numero  di  radici  reali  distinte  di  f{x)  —  0),  comprese 
i  et  e  ^  6  aguale  al  numero  delle  variazioni  che  perde  la  sac- 
9BÌone  (2)'  passando  da  x=  a  ad  a:  =  ^.  Ma  dalle  (3)  si  vede  che 
egni  delta  successione  (2)'  coincidono  (ovvero  sono  tutti  oppo- 
)  col  segni  della  saccessione  : 

f{x),f^{x),ux),...,n.M 

;ondochò  i/{x)  ha  segno  positivo  o  negativo.  In  ogni  caso  ai  vede 
e  le  variazioni  e  permanenze  di  quest'ultima  successione  coin- 
leranno  con  quelle  della  successione  (2)'.  Resta  cosi  dimostrato 
anto  si  voleva,  poiché  si  ritorna  cosi  precisamente  alla  succes- 
me  (2),  della  quale  soltanto  si  deve  trascurare  l'ultimo  termine 
x)  che  è  ora  identicamente  uguale  a  zero. 

746.  Volendo  conoscere  il  numero  preciso  delle  radici  reali  del- 
quazione  proposta  f\3^=:Q,  basterà  sostituire  nella  serie  di  Sturm 
=  -»  ed3:=  +  oo  e  vedere  quante  variazioni  si  perdono  pas- 
ndo  dall'uno  all'altro  valore. 

Poiché  i  gradi  delie  funzioni  di  Sturm  vanno  saccesBivamente 
uinuendo  almeno  d]  un'anltil,  cosi  6  chiaro  che  il  numero  delle 
azioni  di  Sturm  non  può  mai  essere  superiore  ad  n+1.  AtSnchè 
i  l'equazione  abbia  le  stia  radici  reali  e  distinte,  è  necessario 
imieraraente  che  il  numero  delle  funzioni  di  Sturm  sia  proprio 
(- 1,  poiché  altrimenti  non  si  potrebbero  perdere  n  variazioni 
gsando  da  —  od  a  -i-  x  .  Oltre  a  questa  condizione  deve  poi  ve- 
icarei  1'  altra,  che  i  coefficienti  dei  termini  di  più  alto  grado 
He  ftinzioni  di  Sturm  siano  tutti  dello  stesso  segno.    Siano   in- 
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ax"  ,  ftx""*  ,  ex""* , .  . .  ,tx  ,T 

ni  termini  delle  funzioni  di  Starni. 

r  X  =  -  00 ,  queste  funzioni  prenderanno  i  segni  dei  loro  pi 

ni;  onde  presenteranno  appunto  n  variazioni  soltanto  ae  e 

.  sono  dello  stesso  segno. 

r  x  =  -i-oo  questi  primi  termini  riesclranno  poi  allora  i 
stesso  segno.  Le  n  variazioni  saranno  cosi  perdute  passa 
co   a  +  00   e  r  equazione  avrà  tutte  le  radici  reali. 

r.  Se  una  delle  funzioni  di  Sturm ,  p.  és.  ff(x) ,  non  cair 
di  segno  per  tutti  i  valori  x  compresi  fra  a  e  ^,per  calco, 
mero  di  radici  reali  comprese  fra  «  e  è,  basterà  operare  e 
serie  di  Sturm  ti  componeste  delle  sole  i  +  i  funzioni  ; 

f(x) ,  f,(x)  ,  f»(x) , . . .  ,  f,(x). 

questo  un  corollario  quasi  evidente  della  dimostrazione  f 
t.  744.  Esso  può  avere  molta  importanza  pratica,  perchè 
ì  molti  casi  far  risparmiare  il  calcolo  delle  rimanenti  fanz 
Ù.fU':)---- 

ì.  Aggiungeremo  un'  altra  osservazione  riguardante  1'  uh 
one  di  Starm,  la  quale,  come  si  è  visto,  è  una  costante. 
r  l'applicazione  del  teorema  non  è  necessario  conoscere  il 
di  tale  costante,  ma  basta  conoscerne  il  segno.  Ora,  se 
ntemente  dalla  seconda  delle  dae  proprietà  fondamentali 
I  743),  cui  soddisfano  le  funzioni  di  Sturm,  che  questo  se 
sosto  a  quello  che  assume  la  terzultima  funzione  per  i 
e  di  X  che  annulla  la  penultima,  che  è  in  generale  di  pr 
i  in  X.  Nella  pratica  sarà  per  lo  più  conveniente  calco 
lesto  modo  il  segno  della  funzione  costante. 


Vote  «d  Essreixì. 

Prendendo  reqnasione  del  terEo  grado  (oome  è  lecito)  sotto  la  fo 

f(x)  =  x»  +  Hx  +  0  =  0, 

vano  per  le  altre  faniiooi  di  Storni  le  seguenti  : 

/,(x)  =  x*  +  ft  ,/,(*)  =-2hx-g  ,Ux}  =  -  ff-  -  ih: 

base  a  ciò  trovare  le  condÌEÌoni  perchè  V  eqaftiione   abbia   tutti 
,  reali,  ovvero  tutte  leali  con  un  dato  nnmero  di  radioi  poaitive 
i  Nota  1.'  del  §  8.°). 
3e  nell'  equaziune  generale  del  quarto  grado  : 

ax*  +  4bx'  +  6c*>  -)-  idx  -I-  e  =  0 

la  trasformazione:  >/ =  ax  +  b,  essa  prende  la  forma  (ofr.  Gap.  '. 
Nota  !.•}: 

/{»)  =  i^  +  6H»'  +  4Gy  +  (a>I-8H'J  =  0, 
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-6<  ,  I=:<i«-4bii  f  De*  ,  O  =  a*((-0aie  +  86*. 


/,(y)  =  y*  +  8By  +  G  ,  /,(y)  =  -  8HV  -  8Gy  -  (o"I  -  8H<) , 
A(y)  =  -  (2HI  -  8oJ))(  -  GJ  ,  //y)  =  !•  -  27J'. 
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CAPITOLO  X. 

RISOLUZIONE   NUMERICA    DELLB   EQUAZIONI. 


§  l.o  —  Determlnamlone  di  limiti  che  comprendano  le  n 
reali  poiltlTe  (o  negatlTe)  di  an'  eqaailone  a  coefflc: 
reaU. 

749.  Data  nn'  equazione  a  coefficienti  reali  : 

ci  proponiamo  dì  determinare  an  numero  positivo,   posBibiln 
piccolo,  il  quale  superi  tutte  le  radici  positive  della  (t),  o,  < 
si  dice,  un  limite  superiore  delle  radici  positive  di  (1). 
Noi  supporremo,  come  6  sempre  lecito,  che  il  primo  coefflc 

Og  dell'equazione  sia  positivo  (poiché  in  caso  contrario  baster 
moltiplicare  tutta  l'equazione  per  —  1).  Allora,  se  anche  tati 
altri  coefficienti  dell'  equazione  fossero  positivi ,  1'  equazione 
potrebbe  evidentemente  avere  radici  positive,  poiché  per  x 
tivo  f(x)  prenderebbe  evidentemente  nn  valore  positivo  e  di' 
da  zero.  Bia  dunque  a^ik^n)  il  primo  coefficiente  negativo 
verso  da  zero),  O,  in  altri  termini,  poiché: 

o(o>0,a,^0,a,^0,  ...,  a^.j  5  0  ,  o»  <  0, 

«la  k  il  numero  dei  coefficienti  consecutivamente  positivi  (o  i 
a  cominciare  da  a^.  In  tale  supposto,  se  A  indichi  il  valori 
soluto  del  massimo  coefficiente  negativo  dell'equazióne  (1),  I>< 

sione  1  +\j —  ci  darà  un  limite  superiore  delle  radici  positi 
quest'  equazione. 

750.  Invero  aggiungendo  e  togliendo  alla  fnnzione  intera 
la  somma  Aa:"""  +  Ax"~*~'  +  .  . .  +  Aie  +  A ,  si  può  scrivere  i 
ticameote  : 

f{x)  =  a^x"  +  0,3="-'  +  .  .  .  +  aj_,a;'^*'->  +  [(A  +  a^)x'''* 

+  (A  +  a,^,)x"-''-'  4-  .  .  .  +  (A  +  aj]  +  ^  -  A^^  . 

poiché  A(x"~*  +  a;""*"'  +  . . ,  +  a:  +  1)  è  «uà  progressione   geo 

1  —  a;""*" 
trica  che  ha  per  somma  A- 
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Se  ora  in  questa  espressione  di  f[x)  sostitaiamo  per  x  un  nu- 
mero positivo,  la  parte  contenuta  nella  parentesi  quadra  riuscir& 
certo  positiva,  perchè  è  una  funzione  di  x  i  cui  coefficienti  sono 
positivi,  essendo  ciascuno  di  essi  la  somma  del  numero  positivo  A 
e  di  uno  dei  nnmcri  a„ ,  a^^^ , ...  i  quali  o  sono  anch'essi  positivi, 
0,  se  sono  negativi,  hanno  sempre  un  valore  assoluto  minore  di  A 
per  r  ipotesi  fatta  sul  numero  A.  Se  inoltre  supponiamo  di  pren- 
dere d'ora  innanzi  x  >  1,  sarà  positiva  anche  la  parte ;  e  fi- 
nalmente notiamo  che  sari  anche  certamente  positiva  la  parte 
a,3:""'  +  a^'*~*+...+a»_,ii;'^*''',  poiché  i  fc  coefBclenti  o^,  a, ,  a, ,..-,  a»,, 
si  sono  supposti  tutti  positivi,  tje  indichiamo  dunque  con  -  un  certo 
>  positivo,  possiamo  scrivere  : 


Se  nel  secondo  membro  trascuriamo  la  parte  positiva  i  e,  se  in 
luogo  del  numero  positivo  x*"'  scriviamo  il  numero  positivo  più 
piccolo  (a:  — 1)*~',  si  avrà  algebricamente  o  fortiori: 

Esaminando  ora  il  secondo  membro  si  vede  che  il  fattore  a;"~*+' 
ed  il  denominatore  x  —  l  sono  positivi,  cosicché  l'infero  secondo 
membro  sarà  positivo  semprechè  sia  positiva  la  quantità  fra  pa- 
rentesi aj(x  —  1)*  -  A,  cioè  semprechè  si  abbia  : 

<..C^-l)>SA, 
0,  che  è  lo  stesso, 

X--  l  >t/ —      ed      a!>  1  +\/  — - 
va»»  V^o 

Seguo  dunque  dalla  (2)  a  fortiori  : 


f[3s)  >  0,    per    x>l  + 


db  posto,  se  a  sia  una  radice  positiva  di   f{x)  =0 ,    si    dovrà 
avere  : 


a  <  1  -t- 
CiPBtE.1.  —  Ittituiioni  di  analiii  algtbt 
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poiché,  80  si  avesse  a>l+*/ —  ,  se  ne  dedurrebbe  in  vir 
deila  (3)  : 

m  >  0, 

il  che  è  assurdo,  giacché  si  ha  invece  /(a)  =  0,  essendo  per  su 
posto  a  una  radice  di  ffx)  =  0.  Il  teorema  enunciato  all'art.  !■ 
resta  cosi  dimostrato. 

751.  Esempio. —  L'equazione: 

Sa'  +  6cc*  -  lOa:*  +  18a!  -  100  =  0 

ha  tre  coefilcienti  consecutivi  positivi  (o  nulli)  a  cominciare  à 
primo,  che  sono  1  coefficienti  delle  potenze  x^,  x',  x^.  Si  ha  dunq 
in  questo  caso  k  =  3,  A  =  100,  onde  si  può  prendere  come  limi 
superiore  delle  radici  positive  : 

e  quindi  a  fortiorì  si  può  prendere  : 


L  =  1  +  \/27  =  4. 

Le  radici  positive  dell'  equazione  sono  dunque  tutte  più  pi 
cole  di  4. 

752.  La  regola  esposta  si  può  spesso  applicare  con  piti  vanta 
gio  decomponendo  il  primo  membro  dell'equazione  in  una  somi 
di  più  funzioni  intere. 

Supponiamo  infaiti,  per  fissare  le  idee,  che  l'equazione  propos 
sìa  messa  sotto  la  forma  : 

fif)  =  <p,{x)  +  9g(a;)  +  93<a:)  +  ip,(a;)  =  0,  ( 

dove  le  9  sono  qunttro  funzioni  intere  di  x  a  coefficienti  reali  e 
primo  coefficiente  positivo.  Se  k^  6  11  numero  di  coefficienti  co 
secutivi  positivi  in  <f^{x)  a  cominciare  dal  primo.  A,  il  valore  s 
soluto  del  suo  massimo  coefficiente  negativo,  a,  il  suo  primo  co< 
fidente  e  poniamo  : 


-'V|. 


si  avrà  per  la  formola  (8)  : 

9,(a:)>0    per    x^h^. 
Se  ora  L,  ,  Lg  ,  L^  sono  i  limiti  analogamente  calcolati  per  fi(J 
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:) ,  s^{x),  si  avrà  similmente  : 

9,(3t)>0    per     tcpLj 

!f,{x)  >  0    per    a:  5  Lj 

ifjix)  >  0    per    X  >  Lj. 

laindi,  se  li  è  il  maggiore  fra  i  quattro  nameri  L, ,  L^ ,  L,  ,  L4 , 
ivrà  a  fortiori  per  x  >  L  : 

?,(a;)  +  c?,(a:)  +  <ft(x)  +  9^(0:)  >  0, 
i  per  la  (4)  : 

f{x)  >  0    per    35  >  L, 

ade  si  conclude,  come  all'art.  750,  che  L  è  an  limite  soperloro 
le  radici  positive  di  f(x)  =0. 

I  limite  L  cosi  calcolato  pnù  riuscire  molto  piCi  piccolo  di  quello 
si  troverebbe  applicando  direttameote  alla  funzione  f{x)  il 
■ema  dell'ari.  749,  purché  si  faccia  opportunamente  la  decom- 
izione  di  f(x)  in  una  somma  di  più  parti. 

53.  Per  rischiarare  tatto  ciò  con  un  esempio,  prendiamo  l'equa- 
Qe  stessa  di  poco  fa,  che  scriviamo  come  segue  : 

(4a:'  -  100)  ■»-  {4a:'  -  lOic*)  +  {bx^  -  18a;)  =  0. 
ha  cosi  : 

)i  questi  tre  numeri  il  maggiore  è  il  primo,  onde  si  pa6  ritenero  : 

L=  I  +V25  <  1  +^25=  1  +^5. 

jC  radici  positive  dell'  equazione  sono  dunque  tutte  più  pie- 
e  di  3. 

54.  Limite  inferiore  delle  radici  positive.  Per  determinare  un 
ite  inferiore  delle  radici  reali  positive  di  f{x)  =  0,  cioè  uu  nu- 
ro  possibilmente  grande  più  piccolo  di  tutte  le  radici  positive, 
ostruisca  la  trasformata  a  radici  reciproche  (clr.  Gap.  XIV,  §  4.°} 

lendo   x  =  -  e   si   determini  un   limite   superiore   L'   delle   ra- 

y 

l  positive  di  questa  trasformata.  Si  avrà  allora ,  se  y  è  una 
ice  positiva   della   trasformata  che  corrisponde  ad  una  radice 

:itiva  x  della  proposta,  j/  <  L',  cioè  -  <  L'.  SarJi  dunque  : 


:he  equivale  a  dire  che  y^  è  un  limite  inferiore  delle  radici  pa- 
vé di  fix)  =  0. 
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755.  Limiti  per  le  radici  negative.  Se  sali'  equazione  prop 
f(x)  =  0  sì  fa  la  trasformazione  a  radici  egaali  ma  di  segno 
trario  x=  —  y,  e  si  doterminano  due  limiti  ano  inferiore  o  Vi 
saperiore  X  e  A  che  comprendano  fra  ìoro  tutte  le  radici  pos 
della  trasformati),  sì  avrà  per  ogni  radice  positiva  y  (che  o 
sponde  ad  una  radice  negativa  x  della  proposta)  : 

\<y  <  K, 
onde  : 

—  A<-y>— X, 


Si  hanno  cosi  due  limiti  -A  e  —X  che  comprendono  fra 
tutte  le  radici  negative  di  f{x)-0. 

756.  Mstodo  di  Haurton.  —  Per  ottenere  un  limite  saperiore  d 
radici  positive  dell'equazione  (L),  si  cerchi  un  numero  i.  pel  q 
/(a) ,  r(a)  ,  f"{ij.) ,  .  .  .  riescano  latte  positive. 

Poiché  : 

/■(a  +  ft)  =  Aa)  +  "  ^  +  A^'-JP  +  .  ■  ■ , 

si  avrà  allora,  per  A  positivo,  f{a.  +  A)  >  0.  Cj6  significa  app 
che  il  numero  a  è  un  limite  superiore  delle  radici  positivi 
f{x)  =  (ì. 

Volendo  applicare  il  metodo  di  Newton,  si  comiacierà  a  r 
care  II  più  piccolo  numero  intero  %  per  il  quale  la  funzione  ^"~' 
che  è  di  primo  grado  in  x,  riesce  positiva.  Si  sostituirà  questo 
mero  in  /'^"~'>lxì  ,  f-"  '^'{a:) ,  . .  .  finché  si  trovi  una  derivata  /■' 
la  quale  per  a:  =  $  riesca  negativa.  Si  aumenterà  allora  \  di  t 
unità  quanto  é  necessario  perchè /''*'(x)  riesca  positiva.  Sia  5'= 
il  nuovo  numero  cosi  ottenuto. -L' importanza  pratica  del  mei 
di  Newton  sta  in  ciò  che  questo  nuovo  numero  ?'  renderà  i 
tive,  a  maggior  ragione,  anche  le  derivate  che  già  si  erano  es 
nate  prima,  poiché  p.  es.  : 

/-("'"(S  +  h)  =  /'<*^')(;)  +  ft/''*-'"(5)  +  ■  ■  ■  ■ 

Si  potrà  quindi  procedere  allo  stesso  modo  sostituendo  \'  i 
derivate  /<*"') ,  fi*"'),.,,  ed  aumentandolo  all'occorrenza  appeni 
si  trovi  una  derivata  che  prende  valore  negativo. 

757.  EsBHPio.  Sia  l' equazione  : 

f{x)  =  a:*  -  6i*  +  Sa:*  +  fia:  -  4  =  0. 
Si  ha: 

]^f{.x)  =  'lx^-9ix^-i  Sa: +  3, 

\  r'{x)  =  3x'^9x  +  i,^  r"{x)  =  2a:  -  3. 
Si  vede  clic  f"'{x)  è  positiva  per  x  =  2\  ma  perché  sia  posi 
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anche  f'ix),  bisogna  poi  aggiungere  an'anità  e  prendere  a:h=3.  Por 
X  =  3  si  trova  che  f{x)  ed  f(x)  riescono  positive.  Il  numero  3  è 
dunque  il  limite  snperiore  cercato. 

Questo  risnltato  è  preferibile  a  quello  che  si  avrebbe  applicando 
il  metodo  dell'  art.  749,  secondo  il  quale  si  sarebbe  trovato  come 
limite  superiore  6. 

ITct*  ed  EieroUt 

1.  Per  la  determinazione  di  nn  limite  Eoperiore  delle  radici  positive  di 
nn'eqDazìune  data,  si  hanno  molti  differenti  metodi.  Dal  punto  di  vista 
teorico  è  a  tutti  preferibile  il  metodo  di  Newton.  Sarà  però  più  comodo 
nella  pratica  di  applicare  dapprima  il  metodo  dell'art.  749  e  ricorrere  al 
metodo  di  Newton  soltanto  nel  caso  in  cui  il  limite  cosi  ottenuto  sem- 
brasse troppo  grande. 

2.  Si  applichino  i  due  metodi  a  trovare  dei  limiti  per  le  radici  positive 
e  negative  dell'equazione; 

Sx"  -  ICte*  -  40x»  +  200a;»  -  1 50a;  -  100  =  0. 

8,  Sa  nell'eguazione  data  ogni  eoefficimte  negativo  li  prenda  poiillvamente 
i  ti  divida  per  la  tomma  di  (ulti  i  eoiffieienti  poiilivi  che  la  precedono,  il  più 
Srande  dei  quozienti  coti  ollenuli  aeeructufo  di  un'unità  ì  un  limite  tuperiore 
delle  radici  potitive. 

Questo  metodo,  di  facilissima  applicazione,  é  anche  spesso  adoperato  nella 

4.  Dati  i  polinomi; 

ipo(a:)  =  flo  t  <Pi(«)  =  a^a:  +  a, 

<3g{x)  =  a„x*  +  a,a:  +  Oj 
i?s(x)  -  a^x'  +  a,x'  +  a^x  +  Ug 


i  numero  qualunque  (che  sup- 

<Pj(a:ì=:(3:-a,|5o(a)a:*-Hcp,{a)a:''-ì'-|-(pj,(a)a:*-»+...}-l-9i(a). 

Da  quest'identità  apparisce  ohe  te  il  numero  a  rende  poiiCive  f/n)  , 
3, (a)  ,  .  .  .  ,  fii~i(i)  I  Vl-Wì  '"  /unzione  fi,lx)  tara  poiiliva  pir  tutti  i  valori 
ii  X  luperiori  ad  a  e  cmcerà  col  erficire  di  x. 

Di  qui  segue  evidentemente  che  il  numero  a  soddisfacente  a  qaeste  con- 
lisioui  é  un  limite  superiore  delle  radici  positive  di  tutte  le    equazioni: 

?,te)  =  0  ,  9,(1)  =  0, ?,(»)=  0. 

limite  euperiore  delle 

9„(a:)  =  a^x"  +  a^x"'^  +  .  .  .  +  a„_jX  +  o„  =  0. 

Emo  consiste  nel  prendere  un  numero  a  por  il  quale  f,(a)  sìa  positivo 
ed  accrescere  poi,  occorrendo,  questo  numero  successivamente  finché  rie- 
scano positive  tutte  le  quantità  ^ ,(a)  ,  ^,(a)  ,  .  .  ,  ,  f^W-  L'  ultimo  valore 
di  a  cosi  ottenuto  sarà  il  limite  superiore  cercato. 

Questo  metodo,  analogo  a  quello  di  Newton,  è  stato  proposto  da  La- 
guerre  per  la  grande  oomodità  di  calcolo  che  esso  presenta,  potendosi  cai- 
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?*(a)  =  «71,-1(0)  +  a 


~  Separsslone  delle  radici  reali  di  un'  eqaailone 
a  coefflolentl  reali. 


758.  Per  procedere  alla  determinazione  delle  radici  reali  di  noa 
equazione  data  f(x)  =  0  a  coefBcienti  reali,  si  coiRÌncier&  dal  de- 
terminare (con  uno  dei  metodi  del  §  prec.)  dne  limiti  l  ed  L(J<L) 
poBsibilmente  vicini  allo  zero  entro  i  quali  cadano  tutte  le  radici 
reali  dell'  equazione. 

Fatto  ciò,  si  p»sserà  alla  cosi  detta  separazione  delle  radici 
reali.  Separare  le  radici  reali  dell'equazione  f{x)  =  0  8ignitlca  as- 
segnare per  ogni  singoia  radice  due  numeri  che  la  comprendaDO 
fra  loro,  senza  comprendere  fra  loro  alcun'  altra  radice.  Cosi  per 
es.,  se  l'equazione  abbia  tre  sole  radici  reali  a.,  ^,  fi  ^^^^  b>  ^'' 
ranno  separate  quando  si  siano  determinati  p.  es.  due  numeri  r, 
e  Cg  compresi  fra  i  limiti  I  ed  L  in  modo  che  si  abbia  : 

i  <  a  <  c^  <  P  <  e,  <  L. 

Per  la  separazione  delle  radici  reali  è  specialmente  utile,  nella 
pratica,  il  teorema  di  Budan  sia  per  la  facilità  di  costruire  le  fiui- 
zioni: 

come  per  la  facilità  di  calcolarne  i  valori  (0  piuttosto  i  segnlj  per 
valori  speciali  di  x. 

È  chiaro  infatti  che  I  segni  delle  (1)  coincidono  coi  segni  dei 
quozienti  : 

,,    Qf)  rn  rM 

i  quali  si  calcolano  facilmente  col  procedimento  di  Horner  che  im- 
pareremo a  conoscere  in  seguito  (cfr.  Cap.  XIV,  §  2»). 

759.  Per  applicare  il  teorema  di  Budan  ,  immaginiamo  diviso 
r  intervallo  compreso  fra  i  limiti  I  ed  L  in  X:  intervalli  più  pìccoli 
(p.  es.  eguali  fra  loro)  mediante  l' intercalazione  di  certi  numeri 
<^i  >  <^i  ì  <*»  •  •  •  '^it-i'  Ci^  posto  si  cominci  col  sostituire  nella  serie 
di  funzioni  (l)  ana  volta  x  =  l  a  poi  x  =  a^  e  si  veda  qual'è  il 
numero  i(j  di  variazioni  che  questa  serie  perde  passando  da  x=\ 
ad  a;  =  a,.  Diremo  allora  brevemente  che  la  serie  di  Budan  perde 
[1,  variazioni  nell'intervallo  compreso  fra  l  ed  a^.  Si  trovi  quindi 
similmente  il  numero  jx,  di  variazioni  perdute  dalla  serie  di  Budan 
nel  secondo  Intervallo  Ira  n,  ed  a^  e  cosi  di  seguito  fino  a  deter- 
minare il  numero  ;j^  di  variazioni  perdute  nell'  ultimo  intervallo 
fra  flj,,  ed  L.  Poiché  la  serie  di  Budan  non  può  avere  più  di  n 
variazioni  (detto  »  Il  grado  dell'  equazione  proposta)  e  questo  si 
perdono  tutte  passando  da  —  oc   a  -1-  oc   senza  che  mai  se  ne  gna- 
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dagni  alcnoa  durante  il  creBCcie  di  x,  è  chiaro  che  si  avrìi  sempre: 

Hi  +  lij  +  .  .  .  +  IJfc  S  "■  (2) 

Intanto  qnelU  fra  gl'intervalli  l  ,a^\a^  ,  a^\  . .  .  nei  quali  non 
avviene  perdita  di  variazioni  ([i=.0)  possono  seiiz'aliro  escludersi 
da  ogni  ulteriore  esame,  poiché  è  certo  pei  teorema  di  Budan  che 
in  essi  non  può  trovarsi  alcuna  radice  dell'  eqnazEonc.  Esclusi 
questi  intervalli,  realerà  un  certo  numero  À  d' inlervalU  per  cia- 
scnno  dei  quali  avviene  la  perdita  di  una  o  più  variazioni.  In  uno 
qualunque  di  quest'intervalli  cadrà  certamente  almeno  una  radice, 
SR  la  perdita  di  variazioni  è  dispari  ;  in  caso  contrario  resta  dub- 
bio se  l'intervallo  contenga  un  numero  pari  di  radici  ovvero  non 
contenga  alcuna  radice. 

In  ogni  modo  il  numero  \  degli  intervalli  che  restano  ad  'esa- 
minarsi, sarà  minore  di  n,  come  segue  evidentemente  dalla  (2). 

Se  ora  suddividiamo  ciascuno  di  questi  X  intervalli  in  k  inter- 
valli ancora  più  piccoli,  avremo  in  tutto  Xi  intervalli,  dei  quali  si 
escluderanno  come  sopra  quelli  in  cui  non  avviene  perdita  di  va- 
riazioni. Resteranno  cosi  ad  esaminarsi  X'  intervalli  e  per  la  stessa 
ragione  di  poco  fa  si  avrà  X'<  n. 

Cosi  procedendo  si  dovranno  esaminare  degl'intervalli  sempre 
più  piccoli,  nel  mentre  che  il  numero  di  quest'intervalli  sarà  sem- 
pre inferiore  o,  nel  caso  più  sfavorevole,  eguale  al  più  al  grado  n 
dell'equazione  proposta. 

Cosi  ad  esempio  £e  l'equazione  sia  del  5°  grado  e,  dopo  un 
certo  numero  di  suddivisioni,  si  sia  giunti  a  suddividere  l' inter- 
vallo fra  2  ed  L  in  1000  piccoli  intervalli  fra  loro  eguali,  di  questi 
lOOO  intervalli  soltanto  6  al  più  resteranno  ad  esaminarsi  ,  nel 
mentre  che  degli  altri  si  saprà  con  certezza  che  non  possono  con- 
tenere radici  dell'equazione. 

Impiccolendo  cosi  sufficientemente  gl'intervalli,  si  giungerà  ne- 
cessariamente dopo  un  numero  finito  di  suddivisioni  ad  intervalli 
abbastanza  piccoli,  perchè  in  ognuno  di  essi  sia  compresa  nna 
sola  radice  distinta  dell'  equazione  proposta.  Le  radici  si  trove- 
ranno allora  separate. 

Supponendo  poi,  come  del  resto  è  sempre  lecito,  che  l'equazione 
non  abbia  radici  multiple,  sarà  facile  decidere  se  in  uno  qualun- 
que di  questi  ultimi  intervalli  sia  compresa,  o  pur  no,  una  radice. 
Poiché,  se  vi  è  compresa  una  radice,  /'(x)' dovrà  cambiare  di  se- 
gno sostituendo  per  x  i  due  valori  estremi  dell'intervallo. 

760.  Se  l'equazione  abbia  due  radici  fra  loro  molto  vicine,  o  se 
in  grande  vicinanza  di  nna  radice  dell'equazione  si  trovi  una  ra- 
dice di  qualcuna  delle  derivate,  potrà  accadere  che,  anche  spìn- 
•^endo  molto  innanzi  la  suddivisione  dogi'  intervalli,  resti  sempre 
cionondimeno  qualche  intervallo  dubbio,  pel  quale  cioè  la  serio  di 
Budan  perda  più  dì  nna  variazione.  Nel  primo  caso  è  chiaro  che 
questo  inconveniente  è  inerente  alla  natura  stessa  del  problema. 
Nel  secondo  caso  invece  può  accadere  che  l'intervallo  da  esami- 
narsi contenga  già  una  sola  radice  dell'equazione  o  non  ne  con- 
tenga affatto,  e,  potendo  avere  la  certezza  di  ciò,  è  inutile  allora 
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di  proseffaire  colla  suddivisione  dell'intervallo,  mediante  il  qi: 
se  esiste,  si  troverebbe  già  completamente  separata. 

È  importante  quindi  di  poter  conoscere  a  priori  un  limite  i 
riorc  Z  della  piccolezza  nno  alla  quale  sarà  necessario  di  giuu) 
per  questi  successivi  intervalli.  A  tale  oggetto  basterà  detcrmii 
un  numero  positivo  6  che  aia  più  piccolo  della  differenza  chi 
tercede  fra  le  due  radici  reali  che  più  sono  vicine  fra  loro.  F 
ciò,  è  chiaro  che,  quando  gl'intervalli  ottenuti  colla  successivi 
visione  siano  divenuti  eguali  o  più  piccoli  di  S,  ogni  intervallo 
potrà  comprendere  più  di  una  sola  radico  dell'equazione;  per 
se  ne  comprendesse  due ,  queste  duo  differirebbero  fra  loro 
meno  di  S,  contro  il  supposto, 

A  questo  punto  sarft  dunque  inutile  procedere  colla  suddivisi 
poiché  per  accertare  se  l'intervallo  contenga  o  no  un'nnica  ra 
dell'equazione ,  basterà  l'esame  dei  segni  dì  f{x)  per  x  egual 
due  valori  estremi  dell'intervallo. 

Vedremo  in  altro  luogo  (cfr.  Gap.  XII)  come  si  possa  dt 
minare  un  cosiffatto  limite  S  mediante  il  calcolo  del  cosi  dctt< 
tcrimiaante  dell'equazione  proposta. 


Hot«  ad  Eieroizi. 


1.  È  appena  necessnrio  far  osservare  t^he  la  aeparBiione  delle  radi 
uu'eqiiazioDe  data  si  potrebbe  effi^ttuare  aBaolutonM'nte  allo  stesso  l 
applicando  il  teorema  di  Sturm.  Questo  metodo  sarebbe  anzi  prefer 
dal  punto  di  visia  teorico,  perche,  ad  uno  stadio  qualunque  della  bu 
siva  Buddivialoue  degli  intervalli,  non  resterebbero  mai  intervalli  di 
Nella  pratica,  si  suole  però  dare  la  [irefercnza  al  teorema  di  Budan, 
cialmeuCe  so  l'equazione  eia  di  grado  un  pò  alevato,  eia  per  la  mag^ 
facilità  di  poBfruzioiie  delle  funzioni  di  Budan,  come  per  la  maggior 
cilità  di  calcolarne  i  valori  per  valori    eppcieli    della    variabile.   D'i 

jl  teoroma  di  yturm  non  supera  mai  il  numero  delle  radici  reali  de 
quazioiie,  appli(;ando  invece  il  teorema  dì  Budan  non  supererà  mai  il  g 
dell'  equazione  ed  il  numero  di  quelli  fra  questi  intervalli  che  res 
dubbi  aou  supererà  mai,  corno  è  facile  riconoscere,  la  metà  di  dett«  gì 

2.  Sopararu  la  radici  dell'  equasione  ; 

a^  +  i'-4i'-83!'  +  8a:  +  1  =  0 

che  sono  tutte  comprese  fra  —2  e  -f-2,  inoomlnoiaDdo  col  sostituire  i 
funzioni  di  Budan  i  valori  interi  x=-2,  -1,  0,  1,  2.  Con  ciò  resteri 
separata  tre  radici  comprese  risp.  negli  intervalli  (  —  1,  0)  ;  (0,  1);  (1 
Besteranuo  a  separarsi  altre  due  radici  cooipreae  nel  l'intervallo  (  —  2, 

g  S."  —  Applicazione  del  calcolo  delle  dlffereoBe. 

761.  Se  f{x)  è  una  funzione  ben  determinata  della  varìabil 
ed  h  un  incremento  costante,  che  si  suppone  fissato  una  volta 
sempre,  la  differenza  f(x-i-k)—f{x)  è  una  nuova  fanzione  e 
che  si  suol  chiamare  la  differenza  prima  di  /^x)  e  designare 
simbolo  àfix). 
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Il  simbolo  A  premesso  alla  funzione  f(x)  ai  può  dunque  censi- 
irare  come  un  simbolo  operatore  che  cambia /(a;)  in  f(x^h)—f{x). 
;r  tal  ragione  col  simbolo  i^fix)  s'intenderà  quella  funzione  che 

deduce  applicando  due  volte  di  seguito  l'operatore  A  alla  fun- 
one  f{x),  cioè  la  differenza  prima  della  differenza  prima  di /i;a;). 
iieata  nuova  funzione  si  chiama  brevemente  la  differenza  seconda 

f(x).  Si  ha  dunque  : 

=[f{^+2hynx■^k)]-[f(x+h)-f{x)]=f{x+2hy2f{x^■h)■^-f{x). 

Analogamente  si  chiama  in  generale  differenza  k""*  della  fun- 
oue  f{x),  e  si  ìndica  con  &''fi-ti),  quella  funzione  che  si  deduce 
i  flxi  applicandole  k  volte  di  seguito  l'operatore  A. 

762.  La  differenza  k""  della  somma  di  due  (o  più)  funsioni  è 
juate  alla  eomma  delle  di/gerenze  k*"  delle  singole  funzioni. 

È  senz'  altro  evidente  che  : 

A(r(x)  +  9(x}]  =  iAx)-hi?(a;). 
Applicando  un'  altra  volta  questo  principio  si  avrjl  dunque  : 

i»[/  +  e]  =  ^[\r  +  \<(]  =  A'/-  +  4»? 
applicandolo  ancora  ana  volta  : 

A»!/*  +  ?]  =  4[4Y  +  A»<p]  =  AY  +  A»(p 
cosi  di  seguito. 

763.  Se  f(x)  è  una  funzione  intera  del  grado  n  in  x,  si  ha  pel 
orema  di  Taylor  : 

f(x+k)-  f{x) = A  jr(x)  +  A  f"(^x)  +  ^  r"(=^)  +  ...[, 

ide  si  vede  che  la  prima  differenza  àf{x)  è  un  polinomio  in  x 
si  grado  »—  1, 

La  seconda  differenza  sarà  quindi  una  funzione  del  grado  n-2 
la  fc"""  diiFerenza  sarà  una  funzione  intera  di  x  del  grado  n—k, 
)ichè  ogni  applicazione  del  simbolo  operatore  A  diminuisce  di 
a' nnìtà  il  grado  della  funzione. 

In  particolare  la  n""  differenza  di  f{x)  sarà  una  funzione  intera 
i  X  dei  grado  0,  cioè  una  semplice  costante.  Le  ulteriori  diffe- 
mze  (»  +  1)*",  (n  -t-  i)"", . .  .  avranno  quindi  tutte  il  valore  co- 
ante 0. 

764.  Quest'ultima  osservazione  riesce  preziosa  per  11  calcolo  pra- 
co  dei  valori  che  assume  una  funzione  incera  f\x)  per  una  serie 
i  valori  di  x  procedenti  in  progressione  aritmetica,  cioè  per  un 
irto  valore  Xf,  e  per  i  valori  Xo  -i-  h,  x^,  +  2h,  . .  .  \  detta  h  la  ra- 
ione  della  progressione  aritmetica,  che  si  sceglierà  appunto  come 
icremento  costante  per  la  formazione  delle  differenze  dei  diversi 
rdini. 

Oafilli.  —  Iilittaioni  di  artali$i  algebrica,  8.*  edìi.  &1 
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In  luogo  di  BCrìrere  : 

f(j^t)  ,  A'Co  +  ft)  .  Aa^o  +  2A)  /A»;*  +  3A)  , .  . . 
BcrÌTeremo  brevemente  : 

«n  ,  "i  ,  «1 ,  w»  , 

gih  deDOtato  con  U{  il  valore  speciale  che  assumi 
+  tA,  designeremo,  in  coerenza  a  ciò,  con  &\  i 
che  prende  per  x-x^+ih  la  differenza  k"'  i'Àa:) 
tanto  costruire  il  quadro  seguente  : 


il-lAs:) 


.     .      I      . 

gge  di  costruzione  numerica  è  semplicissima,  poiché 
\a  stessa  colonna  non  sono  altro   che   le   differtna 
ucceaaivi  della  colonna  precedente. 
infatti  per  brevità  : 

4»-'Ax)  =  Ìt(x),  (2) 


a^fix)  =  *(a:  +  A)  -  it{x). 


(3) 

ora  in  qaesi'ultima  identità  in  luogo  di  x  il  valore 
i,  se  ne  deduce: 

(4) 


i*«(  =  ^(x,  +  t"A  +  A)  -  ^{x^  +  ih). 

arte,  sostituendo  nella  (2)  in  luogo  di  x  una  volta 
:,)  +  ih  +  A,  ei  ha  : 

4»-'Uj  =  (Ka^  +  ih)  (5) 

i»-i«(+,  =  if(sca  +  a  +  A).  (6) 
I  e  (6)  segue  dunque  appunto  che  : 

i*«j  =  l*~'t(,^.(  —  1*~*W|,  (7) 

Ddo  ft-a  i  numeri  del  quadro  (1)  le  relazioni  (7),  è 
che  i  numeri  del  quadro  stesso  si  potranno  calcolare 
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per  mezzo  di  eemplìci  addizioni,  appenaohè  si  conoscano  i  numeri 
della  prima  orizzontale;  giacché  allora  si  potrà  anche  considerare 
come  conosciata  completamente  I'  ultima  colonna  i  cui  elementi 
sono  tntti  egaali,  come  si  è  osservato. 

Quanto  poi  ai  nnmeri  della  prima  orizzontale,  essi  si  determi- 
neranno mediante  semplici  sottrazioni  dopoché  si  siano  calcolati 
ì  primi  n  -(- 1  numeri  della  prima  colonna  :  %  ,  u, ,  u,  .  .  .  u^  ,  es- 
sendo n  il  grado  di  f(x). 

766.  Esempio.  —  8i  vogliano  calcolare  i  valori  che  prende  la  fan- 
zione  : 

f{x)  =  ix'~2x*  +  x  ]-ì 
per  i  valori  speciali  di  x  : 

-1,0,1,2,3,4,6,6,7 

Colla  sostituzione, diretta  dei  primi  quattro  valori  in  f{x)  si  troverà 
subito  : 

f[-l)  =  -5  ,  fiO)  =  '2  ,  ai)  =  ò  ,  n2)  =  2S. 

Si  avrà  così  : 

«a  =  —  5        Aug  =  u,  -  «0  =    "^        ^*"o  = 
Au.  =  w,  -  u,  =    3        A*«,  = 


24 


«1  = 


Au,= 


,  -  «,  =  23 


i'uj  =  24 
A»«j  =  24 
A»«j  =  24, 


(8t 


Fatto  ciò,  si  potrà  calcolare  u^  con  sole  tre  addizioni,  poiché 
si  ricaverà  succesBivamente  : 

A»Uj  =  A»«i  +  A'wi  =  20  +  24  =  44 

4«,  =  Au,  +  A»uj  =  23  +  44  =  67 

«^  =    Ug  4  Amj  =  28  +  67  =  95. 

Con  cid  il  quadro  (7)  si  troverà  accresciato  di  una  nuova  diagonale, 

ciò  6  diverrà  : 


X 

f(j^) 

ifix) 

A»/tx) 

&'f{x) 

-1 

-5 

7 

-4 

24 

0 

2 

3 

20 

24 

1 

5 

23 

44 

24 

2 

8 
2 

67 

24 

3 

5 
0 

24 

4 

24 

5 

24 
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E  cosi  si  segniterà  aggiungendo  allo  stesso  modo  tante  diag 
naii  nuove  per  quanti  sodo  i  numeri  della  prima  colonna  che 
vogliano  calcolare. 

767.  Se  è  data  una  certa  funziono  di  x  : 

f{x)  =  a^x"  +  aiX''^^  +  a^"~»  +  . .  .  +  a„  [ 

e  si  ponga  per  brevità  (*)  : 

x{x  -  h){x  -  Ih)  .  -.(a;-(ii-l)fc)  =  a?, 

è  facile  riconoscere  cbe  si  potranno  sempre  determinare  ed  in  ) 
unico  modo  dei  nuovi  coefflcfenti  costanti  o^  ,  «i  , .  . .  ,  «^  tali  ■ 
aversi  identicamente  : 

f{x)  =  (V»"  +  ajx""i  +  . .  .  +  «„_,«  +  «„.  ( 

Eguagliando  infatti  i  due  coefBcienti  di  a;"  nelle  due  espn 
sioni  (7)  e  (7)',  si  avrà  dapprima  a^  =  «„.  Eguagliando  ì  coefficie 
di  x""'  si  avrà  un'equazione  cbe  conterrà  soltanto  a^  ed  o,  e  fs 
quindi  conoscere  il  valore  di  a,.  Eguagliando  poi  i  coefBcienti 
x^^  sì  avrà  un'equazione  di  primo  grado  in  Og  ,  a,  ,  a,  dalla  qua 
essendo  già  noti  dg  ed  otj ,  resterà  determinato  in  modo  unico 
valore  di  a,  e  cosi  di  seguito. 

768.  Ciò  posto,  si  ha  per  la  definizione  di  ^f{x)  : 

Af(x)  =  aJCa:  +  hf  -  a:"]  -1-  o,[(!c  +  hf^  -  a:"^)  +  . . . 
Ma: 

{x+hf~xv--[x+h)x{x-h) .  . .  {x-{v.~2)h) 

-x{x-h) ...  {x-{iL~2)h){x~iiL-l)h)  ( 

=x{x-h)...ix-{ii-2)h)[{x+h)~(x-iii-Ì)h)]  =  vJu^. 
Quindi  : 

if{x)=k\na^~'+{n-l)aix''~*+{n-2)a^^^^-i:  .+a„_,t.     { 
Vediamo  cosi  che:  il  rapporto  incrementale: 
Afix)  _  f(x  4  h)  -  f(x) 


gi  deduce  dalla  forma  (9)'  di  it^)  precisamente  colla  stessa  le: 
di  derivazione  mediante  cui  dalla  forma  ordinaria  (9)  di  fi(x) 
dedurrebbe  f'(x). 

769.  Prendendo  ora,  della  funzione  (11)  la  differenza  prima  i 
sarà  eguale  a  i^f{x),  si  avrà  immediatamente  applicando  la 


(*)  Per  h=.0,  a^  coinciderfc  «ppuato  coll'ordinaiia  potuua  x^. 
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gola  di  derivazione  ora  dimostrata  ; 

4»/T;a:)=A»|n(n-lK;^+{n-l)(n-2)a,a:"^»+."+2a„.g!.     (12) 
Procedendo  allo  stesao  modo  ei  troverà: 

\f(x)  =  A»ln(n -  l)(n -  2)9^x^^»  +  . .  .\  (13) 


770.  Se  con  4^(0)  intendiamo  quel  valore  speciale  che  prende 
4Y(a=)  quando  sì  ponga  x=0,  sostitnendo  a:=0  nelle  Ul),  (12),  (13),..., 
si  trova  (per  A  =  1)  : 

4r(0)=a„.,  ,  4*A0)=L2o„_»  ,  A'A0)=l3«^  ,....  (U) 

Mediante  queste  formole  si  potranno  calcolare  i  coefficienti  Og , 
a,  ,  a,  ...  delta  forma  (9)'  di  f{x)  quando  siano  dati  i  coefficienti 
della  forma  (9).  Sostitnendo  poi  i  valori  delle  Og ,  a^  , ...  ricavati 
dalle  (14)  in  (9/,  si  ha  la  formola; 

771.  Esempio.  —  Per  : 

f{x)  =  4»»  -  2a!»  +  a;  +  2 
si  è  già  trovato  all'  art.  766  (dove  si  è  preso  4=1): 
/tO)  =  2  ,  4/(0)  =  3  ,  4Y(0)  =  20  ,  4^(0)  =  24. 
Si  ha  dunque  per  f{x)  la  nuova  espressione  : 

I-  —a?  =  43:*"+  103:*"+  'Óx  +  Z. 

Il 

773.  La  teoria  esposta  in  questo  §  può  avere  molta  importanza 
pratica  nei  calcoli  da  farsi  per  la  separazione  delle  radici  reali 
di  fix)  =  0. 

Infatti,  sia  che  si  applichi  il  teorema  di  Budan,  come  se  bì  ap- 
plichi quello  di  Sturm,  potrà  occorrere  facilmente  dì  dover  sud- 
dividere l'intervallo  compreso  fra  certi  valori  speciali  x'o  ed  x,  in 
un  numero  molto  grande  di  intervalli  e  questi  si  prenderanno  or- 
dinariamente tutti  eguali  fra  loro. 

Si  tratterà  allora  di  calcolare  i  valori  che  assume  una  stessa 
funzione  i/{x),  appartenente  alla  serie  di  Budan  od  a  quella  di 
Sturm,  per  i  valori  speciali  di  a;: 

aio  ,  !Co  +  A  ,  «o  -(-  2A  ,  .  .  .  >  a^i 

essendo  h  la  grandezza  dei  naovi  Intervalli. 

Se  ora  m  sia  il  grado  di  ^{x),  basterà  calcolare   (art.  765)   le 
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differenze,  a  base  h  : 

dopodiché  tatti  i  valori  speciali  ^{xq  +jh)  sì  potranno  ottenen 
mezzo  di  semplici  operazioni  di  addizione. 

773.  È  alile  notare  che  l'ultima  differenza  y"i^(X(,)  è  ngaale 
ticolo  769)  al  primo  coefficiente  di  ^{x)  moltiplicato  per[mJ 
nell'esempio  dell'ari.  766,  sapendosi  già  a  priori  che  ì'mo-24 
teva  bastare  il  calcolo  dei  tre  soli  valori  f{—  1) ,  f{0) ,  f{l). 
perù  vantaggioso  di  avere  eseguito  il  calcolo  nel  modo  che  s 
indicato,  in  quanto  che  bi  potrà  avere  nna  riprova  dell'osati 
dei  calcoli  fatti  verificando  che  l'ultima  differenza  calcolata  ' 
cide  effettivamente  col  detto  valore  già  conoscinto. 


1.  Per  maggio"  sviluppi  sdlls  teoria  delle  faniiosi  intere  di  x  ord 

aecondo  le  potenEe  x"  ,  x"~^,  .  .  .  rimandiamo  al  g  che  segae,  come 
alla  memoria:  l' anali ji  algibriea  e  l' inttrprelaiione  faltoriate  delle  pi 
(Qiomale  di  maleinaliche  di  Battagliai,  Voi.  XXXI).  Osserviamo  intan 
d'ora  che  il  calcolo  delle  differente,  trattato  secondo  quest'ordine  d' 
condaoe  ad  altri  teoremi  riguardanti  it  problema  della  eeparacione 
radici,  che  presentano  molta  analogia  con  quelli  già  esposti  ne!  Ca] 

2.  Ci  limiteremo  qnl  a  dimostrare  il  teorema  seguente  che  contisi 
sé  come  caso  particolare  la  regola  dei  segai  di  Cartesio  (che  si  de< 
facendo  A  =  0). 

Data  l'  equazione  : 

OoX"  +  ftiS""'  +  . , .  +  a„_,x  +  a„  =  0, 

xy-  =  x{x  -  h)(x  -  2h) . . .  (x  -  (p.  -  l)h)  ,  h>0, 

il  numero  dtUe  >u«  radici  reali  poritive  maggiori  dUa  — l)b.  non  pub  rup' 
it  numero  dell»  variaxioni  di  ugno  nella  ««->>  dei  eoeffieiexti  k,  ,  s,  ,  04  ,. 
Basterà  dimostrare  che  se  un  polinomio  : 

Offic'"  +  di^B"""'  +  ...  +  a„ 
si  moltiplioa  per  s  —  f,  essendo  p  >  mh,  e  si  ordina  quindi  il  rianltal 
condo  le  poterne  x'"*'  ,  *"  ,  «*""',  ,  ,  ,  il  numero  di  varìasioni  noi   0 
cienti  del  nuovo  polinomio  supera  sempre  di  un  numero  disparì  di  1 
il  numero  delle  Tariaiioui  ohe  si  avevano  nel  polinomil).o  ) 
Sia  infatti  ; 

^{x){x  -  p,)(x  -  Pt)  -  .  .  (a;  -  Pi)  =  0 

l'eqnaiione  proposta  in  cui  si  siano  messi  in  evidenaa  i  fattori  lineari 
rispondenti  alle  radici  p,  ,  p,  ,  .  .  .  ,  pi  maggiori  di  (n— I)A.  Supposto  e 
strato  qnanto  si  è  dotto  or  ora,  ciMcana  delle  funsioni  intere  : 

^{x)  ,  (}.Ca:){£c  -  Pi)  ,  ^{x)(x  -  p,)(K  -  Pj)  ,  .  .  . 
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si  troverà  accreBcìnto,  dopo  1»  moltipliouioDe  per  (x-p,Ka:-p,) ...  (x-pi), 
di  X  4-  2k,  eaaendo  1:  na  intoro  poaitivo  o  sullo. 

3.  Per  completare  la  dimostrftiioDe,  ci  rimane  i,  far  vedere  che  il  poli- 
nomio (1)  h*  nn  nnniero  dispari  di  variaiioni  in  meno  del  polinomio  ana- 
logo'che  ai  attiene  «vilappaudo  il  prodotto  di  (1)  per  (D—p). 

Questo  eviloppo  é  il  •ef^nente  : 


ao»^+' 


Ciò  posto,  siano  ordinatamente  i 


+  »1 

.-      +«, 

aj"*"' 

+  «. 

+  rnhoo 

+Cm-l>Aa, 

+(« 

-2)lia, 

-  ?Oo 

-fi 

-fa. 

+  0 


a^,a,,a,,...,a^  (4) 

quelli  tre,  i  coefficienti  di  (1)  nei  qnali  accadono  le  vari  anioni  ,  cosicché 
p-  ea.  i  coefficienti  compresi  fra  a,  ed  o,  abbiano  tutti  lo  stesso  segno  di 
a,  opposto  a  quello  di  a,-  Nello  svilappo  <8)  si  ha  al  posto  del  coefficiente 
a,  il  coefficiente  ; 

a,+  |{wt-*+l)ft-p!a,_, 

che  avrk  però  lo  stesso  seftno  di  a^,  poiché  a,^,  è  di  segno  opposto  a 
qnello  di  ai  e  la  parentesi  |(m—i -f- l)A—p{  ha  valore  negativo  per  l'ipotesi 
fatu  p  >  aih. 

Se  li  considera  finalmente  che  1' ni  timo  coefficiente  dello  sviluppo  (8), 
cioè  ~pa^,  ha  «ej^o  opposto  ad  a„  ,  e  quindi  anche  opposto  al  segno 
dell'ultimo  coefficiente  a^  di  (4),  si  vede  che  i  coefficienti  dello  sviluppo  (3) 
presenteranno  in  ognnno  dei  posti  corrispondenti  agli  indici  : 

r  ,  s  ,t ,  .  . .  ,p.  ,m  +  1 

altrettante  varìaiioni ,  alle  qnali  se  ne  potranno  agginngere  anche  altre 
(sempre  però  evidentemente  in  numero  pari)  provenienti  dai  se^ni ,  che 
non  conosciamo,  dei  coefficienti  di  (8)  compresi  fra  ìl  posto  r<°°  ed  il  po- 
sto t",  ovvero  fra  !'»■«  ed  il  ("»,  ecc. 

É  dunque  chiaro  che  i  coefficienti  di  (8)  presenteranno   un 
variuioni  eguale  a  qnello  della  successione  (4)  aumentato  dì  u 
dìspari  di  unità,  o.  d.  d. 

4.  Tenuto  conto  delle  formola  dell'art.  770,  il  teorema  ora  din 


f(0),Af(0)  ,i'fCO),  ...,il''if(0), 


dott  It  differiti**  t'intendono  riferite  aWineremento  finito  h. 

Il  teorema  di  Budan  oi  darebbe  invece  come  limite  superiore  di  questo 
stesso  numero  di  radici,  che  sono  poi  le  radici  oompTese  fra  (n— 1)A  e  +a> , 
il  numero  delle  varìasionì  della  succesBÌone  : 

K(n  -  l)ft)  ,  r((n  -  Dft)  ,  r'{<n  -  1)A),  . . . ,  /-<"'({«  -  1)». 


Box"  +  aix"-'  +  . . 
»  può  tuperare  il  numero  delti 

?(0)  ,  A9(0) ,  4»?(0) 


„_,x  +  a„  =  0  (5) 

eonlenute  ntlla  eueeatrione  : 
.■,i"5(0), 
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if(x)  =  So  +  ftjX  +  14X»  +  . . .  +  a^x" 
e  r  ncremnJo  b,  eoa  cui  tono  eoitmite  Ir  difftraitt  A.  ttiendo  prtto   fg 


6.  Si  d«dac&  Aucors  come  corollario  un  limiM  snperioro  del  numer< 
radici  di  /(z)  =  0  compreeo  fra  due  numeri  qn^lnnque,  espreiBo  dal  nm 
delle  T*TÌ*tioi)i  di  nD'nnic»  Buccessione  di  differente  di  funaioni,  deU 
nando  opportunamente  i'  argomento  dello  fumiioni  e  l' incremento  k  t 


§  4.°  —  Altri  teoremi  lal  «tleolo  delle  dlffierense. 

774.  Da  qaanto  ai  è  esposto  nel  §  precedente  già  appare 
per  mettere  in  completa  evidenza  la  perfetu  analogia  ira  le 
ferenze  dei  diversi  ordini  di  una  fanzione  f(x)  e  le  sne  derì 
ordinarie  f{x)  ,  f"{x) ,  -  •  •  ,  conviene  considerare  in  Inogo  d 
semplice  differeiisa  ^f{x)  il  rapporto  iacrementale: 

4f(x)  _  f(x  +  h)  -  f(x) 


Noi  chiameremo  questo  rapporto  ìh prima  derivata  a  differì 
finita  h  della  funzione  f\x),  per  distinguerlo  dall'ordinaria  d 
vata  /"ix)  e  la  indicheremo  con  f'{x). 

È  chiaro  che,  facendo  tendere  A  allo  0,  la  derivata  a  differe 
finita  A  tende  a  confondersi  (art.  G84)  ooll'ordinaria  derivata/' 
Si  può  dunque  considerare  la  f'(x)  come  il  caso  particolare 
fix)  che  corrisponde  ad  A=0;  0  meglio  si  potrà  dire  che  / 
è  la  derivata  a  differenza  infinitesima  di  f(x)  (*). 

775.  Prendendo  di  f{x}  un'altra  volta  la  derivata  a  differe 
finita  h,  si  avrà  la  teconda  derivata  a  differenza  finita  h  cbt 
indicherà  similmente  con /"'(a;)  ;  e  si  avrà  evidentemente: 


<'-¥) 


4»Ax) 


In  generale,  si  indicherà  con/''*' (a:)   la   k"' 
renza  finita  A,  di  f(x)  ;  e  si  avrà: 


(*)  Invero  il  rapporto  inoromentBls  (I)  non  avrebbe  senso  per  A=0.  Pe 
considererai  il  simbolo  ■ — ~— come  l'equivalente  di 
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776.  Cid  premesso,  la  legge  dì  derivasione  delle  fanzioiii  intera 
si  può  enanciarc  allo  BtesBO  modo  sia  che  si  (ratti  di  derivata  a 
differenza  finita  A  ovvero  di  derivata  ordinaria.  Soltanto,  in  que- 
st'ultimo caso  si  applicherà  la  legge  di  derivazione  alla  funzione 
f{x)  ordinata  secondo  le  potenze  ordinarie  di  x,  nel  mentre  che 
nel  primo  eneo  s'intenderà  applicarla  ad  f{x)  ordinata  secondo  le 
potenze   x"  ,  ac""' , .  . . . 

Invero,  se  sia  data  la  fnnzione  Intera  di  grado  n  ; 

f\x)  =  tttfc"  +  aia;""'  +  o^"'*  +  .  .  .  +  a„  (3) 

=  Oqx"  +  a,a:""*  +  Oja:''"*  +...  +  «„, 
si  ba  : 

f(x)  =  l™-~  =  nooa:''"'  +  (n  -  l)o,a:"-»  +  . .  .  (4) 

ed  affatto  analogamente  (art.  768)  : 

nx)  =  -^  =  natfc"-'  +  (m  -  \)<i^x—*  +  ....  (5) 

Di  qnì  8i  dedace  ora  colla  stessa  legge  di  derivazione  : 

fix)  =  n{n  -  ])aoa;^^+  (n  -  1)(b  -  2)tii^!j^  +  ...  (6) 

e  cosi  d!  segnilo. 

777.  A  questo  punto  è  importante  dì  osservare  che  la  perfetta 
analogia  fra  i  dae  processi  derivativi  ha  per  conseguenza  nna  per- 
fetta analogia  fra  molti  teoremi  dell'algebra  ottenuti  coll'nso  delle 
derivazioni  ordinarie  ed  altri  teoremi  ottenuti  coU'uso  delle  diffe- 
renze finite.  Ciò  dipende  dal  fatto  che,  oltre  alla  perfetta  somi- 
glianza dei  due  processi  derivativi,  si  ha,  come  già  si  è  notato 
(art.  499),  una  completa  somiglianza  fra  lo  sviluppo  della  potenza 
ordinaria  del  binomio  : 

ix + sr  =  *" + (")^"~v + (2)^"^* + -  ■  ■ .        (7) 

che  è  la  prima  base  del  calcolo  algebrico,  e  lo  sviluppo  della  po- 
tenza : 

{X + ì,r  =  =«'''  +  (r)^'^ff  I  (2  )^'^i'*  +  •  ■  ■  ■        (^> 

Si  ha  cosi  evidentemente  nna  categoria  assai  estesa  di  teoremi 
algebrici  i  qcalt  non  cessano  di  esser  veri  qualora  nel  loro 
enunciato  ai  sostituisca  ad  ogni  potenza  l"  la  potenza  corrispon- 
dente x"  =  x(x  -  h)(x  —  2h)...(x  —  (n  — lih)  e  ad  ogni  derivazione 
ordinaria  la  corrispondente  derivazione  a  differenza  finita  b. 

778.  Come  prima  applicazione  importante   di   questo   principio, 
Gapklu.  — /tftliuioni  di  analiti  aigebrica,  8.*   udii.  52 
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—  410  — 
ci. Bara  lecito  di  scrivere  senz'altro  la  sedente  formola  : 

la  quale  altro  non  è  cbe  t' ordinaria  formola  di  Taylor  interpre- 
tata nel  nnovo  modo. 

luvero  la  formola'dl  Taylor  è  stata  da  noi  dedotta  {art.  501-503>, 
partendo  dalla  funzione  f(x)  ordinata  secondo  le  potenze  ir",  z""',.- 1 
mediante  il  solo  uso  dello  sviluppo  della  potenza  del  binomio  e 
dell'ordinaria  derivazione.  Se  dunque  si  pana  invece  da  pjx)  or- 
dinata secondo  le  potenze  a:"  ,  »""',...  e  si  ripetano  le  etesse 
deduzioni  sostituendo  le  potenze  a:'^  con  x^  e  le  derivate  /'**  con 
le  /"'*',  il  risultato  cai  ei  perverrà  sarA  certamente  esatto  e  sari 
precisamente  la  formola  (I). 

779.  Se  nella  formola  (I),  ehe  vale  qualunque  siano  i  valori  di 
X  ed  y,  si  cambia  x  con  {/  e  si  pone  quindi  ^  =  0,  ee  ne  deduce 

la  seguente  : 

«.,  =  AO)+:^'  +  .^M+...  (II, 

che  corrisponde  alla  formola  (6)  dell'art.  504. 

Finalmente  so  nella  (I)  sostituiamo  y  —  xìa  luogo  di  y  e  scam- 
biamo poi  X  con  y,  troviamo  la  formola  ; 

che  corrisponde  alla  (9)  dello  stesso  articolo. 

780.  Se  nelle  formole  (I),  (II),  (IH)  sostituiamo  in  luogo  delle 
potenze  x^,  y^  i  loro  sviluppi  x{x  —  A) ... ,  y(y  —  k)  ...  ed  in  Inog o 
di  /*'*'  il  simbolo  equivalente  (art.  776):  -j,  esse  assumono  risp. 
la  forma  : 

f(X  ^h)  =  f{x)+l  ÌA^)  +  fcl^  &if{xi  +...  {l'j 


=«.,...^'.I(I_.).^A^'. 


L'ultima  di  queste  formole  è  conosciuta  nel  calcolo  delle  dtffe- 
'cnze  sotto  il  nome  di  formola  di  Newton. 
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761.  Se  nella  formola  (I')  si  ponga  y  =  hz,  esea  diviene: 

/(a:  +  hz)  =  f{x)  +  (5)Art^}  -i-  (aji^Aa;)  +  •  • .  ^  (9) 

Qaesta  formola  può  riascire  alile,  preDdendo  per  s  un  namero 
«ro  qaaltinqac,  per  calcolare  an  termlnt;  qualunque  della  eoe- 
islone  indefinita: 

/(a^o)  ,n?^  +  h),f{Xf,  +  2A) ,  nx^  +  3ft) ,  .  .  . 

andò  si  siano  già  calcolate  le  differenze  : 

lendo  n  il  grado  di  f\x). 

^82.  Per  mostrare  con  altro  esempio  la  fecondità  del  princìpio 
melato  nll'art.  777,  proponiamoci  di  ricercare  il  teorema  corri- 
mdente  a  quello  già  dimostrato  (art.  699)  cbe:  la  condizione 
-.eisaria  e  sufficiente  afflnchè  a  sia  radice  multipla  di  grado  j. 
un'equazione  f{x)  =  0,  si  è  che  a  sia  anche  radice  multipla,  di 
ido  X  — 1,  della  sua  prima  derivata. 

ja  definizione  di  radice  multipla  di  grado  X  consistendo  nel 
Ter  essere  f{x)  divisibile  esattamente  per  (a;  — ot)^,  sì  tratterà 
1  di  ricercare  la  condizione  affinchè  f(x)  sia   invece  divisibile 

■  (:.-"./■ 

lipetendo  parola  per  parola,  salvo  i  mutamenti  richiesti  dalla 
gè  di  analogia  già  spiegata,  la  dimostrazione  fatta  agli  arti- 
i  697-699,  si  giungerà  alla  couclusione  analoga  che: 
ie  a  i  radice  di  f(x)=0,  affinchè  f(x)  eia  divisibile  per  {■x.  —  7)^ , 
i  per  (x  -  a){x  —  a  —  h) ...  (x  —  a  -  (X  —  l)h),  è  necessario  e  auffl- 
ute  che  f'Cx)  sia  divisibile  per  (x  — a)"^;  ossia  anche,  che  èia 
tsa  cosa,  che  a  aia  anche  radice  delle  equazioni  : 

Af^x)  =  0  ,  d»f(x)  =  0  ,  . .  . ,  4^»f(x)  =  0. 

Vote. 

.  Lb  nozione  di  differenza  ai  pub  anche  etabilire,  indipendentemente 
concetto  di  funzione,  partendo  da  una  succeseione  qualsivoglia,  purché 
determinata,  di  numeri  : 


'*0  , 

»,,«,,«,,... 

»  "n  )  • 

(1) 

definirà 

ottiene 

la  difCereiiia  prima  di  v 

dal 

irmìna    qualunque    u 

4»,  =  u,„  - 

Uf 

(2) 

ne  (1)  corrispondendo  cosi  una  1 

3BBÌone    di 

differenze 

A»o> 

1»,  ,  i« 

,  4u„  , 

, 

(3) 

isiderart 

.  I.  aneuxione, 

i*»,, 

iS.i'».,-- 

•  .  A*«n 

,  .  ■  ■ 

w 
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formatti  d«lle  differenfa  prime  dei  termini  di  (8)  ohe   ai    ohiunartnno  la 
differenie  Beccnde  dei  corrispondenti  termini  di  (1);  e  eoal  dì  aegoito. 

2.  Qualora  ei  potesse  trovare  una  faniione  ben  determinata  /(*)  per  )■ 
quale  si  avesse  precisamente; 

è  manifesto  che  i  numeri  delU  snccesaione  (S)  si  potrebbero  acrÌTere  senM 
pericolo  di  ambiguità  sotto  la  forma  : 

4A0) ,  mi) ,  4/12)  , .  ■  • 
in  quanto  essi  si  possono  ancba  considerare  come  ottennti  dalla  fDasions 
\f(x),  definita  come  all'art.  761  prendendo  l'incremento  h-=l,  ponendo  in 
essa  sncceasivaroente  x  =  0,  1,  2,  ....  E  cosi  ai  avrà  in  generale  : 

8.   Un  temine  qualunque  v^'dt^a  eueeettiont  : 

uo  ,  Oj  ,  u,  ,  .  .  . ,  n„  , .  .  .  (1) 

ti  puh  dedurre  dotte  prime  n  differenze  del  prime  Urinine   medianle   la  far- 
«.  =  <■«  +  (;)4<,u+  (°)4% . . .  +  (°)4"11„.  (5) 

}  ohe  si  vnol  considerare  per  n.  Sri- 
intera  ^(x)  per  la  qaale  ai  abbia: 

9(0)  =  Ho  ,  (F(l)  =  tt,  ,  ?{2)  =  «,,...,  ?(n)  r=  u„.  (6) 


5(7.)  -  9(0)  +  (")a?{0)  +  (2  )a*?(0)  +  . .  -  - 
Ora  qaeata  formola  è  precisamente  la  (5>,  poicbà  dalle  (6)  si  ha  ohe: 
(p(n)  =  u„    e    i*9(0)  =  A'«o    per    i'  =  1,  2,  3 (7) 

4.  La  formola  (S)  ei  può  anche  sarivere  simbolicamente  cosi  : 

«„  =  (!  + i)".  Ma,  (8) 

poiché,  sviluppando  la  potensa  del  binomio  come  se  il  fosse  nn    numero, 
la  (6)  sì  riduce  procinamente  alla  (5). 

La  (8)  si  può  però  anche  interpretare  nel  senso  che  il  termine  »,  si  de- 
duce dal  termine  u,  applicando  ad  esso  n  volte  di  sagnito  l'operoiione 
1  +  \  che  applicata  ad  nn  termine  qualunque  della  sncoessione  (1)  lo  con- 
ftia  noi  termine  seguente,  poiché; 

(1  +  i)Mi  =  Ui  +  i«i  =  W,  +  (U,^.,  —  1*,.)  =;  U(^,. 

Infatti,  applicando  n  volte  di  seguito  ad  u,  quest'  operaiione,  esae  si 
cangierft  successivamente  in  u,  ,  n,  ,  u,  .  .  .  e  per  ultimo  in  h,  ,  appunto 
come  verrebbe  significato  dalla  (8). 

La  formola  (SJ,  e  quindi  anche  la  (5),  si  sarebbe  cosi  potata  anche  pre* 
vedere  immediatamente  in  base  alla  uosione  di  differensa. 

5.  Una  differenta  qualunque  4"u,  i  legata  ai  primi  n  -f  1  termini  ddla  ne- 

Do  ,  Q,  ,  U,  ,  .  .  .  ,  Q„  ,  .  .  . 
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la  relatione  : 

(-  i)-i-u,  =  „.  -  (;■)».  +  (■')„,  -  ...±  (:)«..       <9) 

lia  infatti  ancora  if(x)  una  fanciona  ìntertt  di  e  che  soddiefl  alla  (6).  Si 
I  scrivere  : 

l"5(x)  =  [(1  +  il  -  Ifjte) 

l)"A",(i)  =  Il  -  (1  +  !)]»•(«)  = 

=  5(»)  -  (r)(l  +  ^'?<*l  +  (sic  +  ■'''»<"') ' 

ift  anche,  poiché  l'operatione  (1  +  X)  cangia  fix)   in  f'g  +  1)  : 

(-ir4"i.M=»H-(;')5(=.+i)+  (5)5(«t2)- ....      (10) 

le  in  qaeata  identità  si  pone  ora  x  =  0,  viene  : 

C-l)»4»»(0)=(p(0)-(';)<,(l)+(^)9(2)-...±(»)?W 

I  è  appunto  la  forinola  (9),  come  si  vede  dalle  (6)  e  (T). 

§  5.°— ApproBalmazlone  delle  radici. 
Metodo  di  Newton,  Aggiunte  dliFonrier. 

/eS.  Una  volta  separata  nna  certa  radice  reale  a  dell'equazione 
)po8ta  a  coetQcJenti  reali  : 


ffx)  =  0, 


(1) 


è  determinati  due  ntimeri  «  e  6  («  <  6}  tali  che  fra  a  e  6  cada 
tanto  la  radice  o  che  si  supporrà  semplice  e  nessun'  altra  ra- 
te reale  della  (1),  si  tratta  poi  di  determinare  il  valore  di  a.  Ciò 
n  si  può  fare  in  generale  che  per  vìa  di  saccessiva  approssima- 
ne determinando  le  successive  cifre  della  frazione  decimale  rap- 
ìsentantc  a  Ano  a  quella  cifVa  che  corrisponde  al  grado  dì  ap- 
jssimazione  desiderato. 

rale  approssimazione  non  presenta  dal  punto  di  vista  teorico 
:una  difficoltà.  Infatti,  poiché  fra  n  e  6  cade  una  sola  radice  di 
•)  =  0,  sappiamo  che  f{a)  ed  f\f/)  saranno  dì  segni  opposti  (ar- 
olo  720J.  Se  dunque  sia  e  un  numero  qualunque  compreso  fra 
3  b  fp,  es.  il  loro  medio  aritmetico)  è  chiaro  che,  so  f{a)  ed  f{c) 
10  di  segno  eguale,  f{c)  ed  f{h)  saranno  di  segno  opposto  e  vi- 
i'ersa.  Se  dunque  il  cambiamento  di  segno  di  f{x)  avviene  p.  e. 
.  e  e  ft,  concluderemo  che  la  radice  a  è  compresa  fra  e  e  fc. 
ierendo  ora  di  nuovo  fra  e  e  6  il  medio  aritmetico  e',  si  troverà 
lilmente  che  la  radico  a  è  compresa  p.  ca.  fra  e  e  e',  e  cosi  di 
fuito.  In  tal  modo  dopo  k  inserzioni  di  medi  aritmetici  resterà 
terminato  un  intervallo  entro  il  quale  cade   la  radice   a,   e  la 

andezza  di  qaesto  intervallo  sarà  data  evidentemente  da  -^. 
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Ciò  significa  che  la  radice  a  si  trover&  aliora  approssimata  a  meno 

b  —  a 
del  numero  — 7^-  il  qnale  diviene  piccolissimo  per  poco  che  cresca 

l'esponente  k. 

Ciò  nondimeDo  qaesto  metodo  dì  approssimazione  riesce  nella 
pratica  di  troppo  lenta  applicazione,  onde  ad  esso  si  sostituiscono 
i  metodi  che  passiamo  a  spiegare. 

784.  Metodo  di  Netoton.  Se  la  differenza  (b-a),  fra  i  dne  nameri 
b  ed  a  che  comprendono  a,  sia  già  abbastanza  piccola,  sì  avrà 
evidentemente  : 

a  =  a  +  h, 

dove  A  è  un  nomerò  del  pari  molto  piccolo,  che  rappresenta  l'e^ 
rore  che  si  commetterebbe  prendendo  a  come  valore  approssimato 
di  o.  Poiché  a  è  radice  della  (1),  si  avrà: 

cioè  pel  teorema  dì  Taylor  : 

f(a)  +  hf'ia)  +  h^^'M  +  ...+  A"^-^  =  0.  (2) 

Essendo  ora  h  molto  piccola,  le  poleuze  superiori  A»,  A*,... 
sono  di  an  ordine  di  piccolezza  molto  più  grande  /  poiché,  se 

'  lÒOOOOo''  ^'  P°^^'"^°  P^"*  *^'  ragione 
trascnrare  quei  termini  dell'equazione  (2)  che  contengono  a  fal- 
tore  A* ,  A* ,  . . .  .  Con  ciò  1'  equazione  (2)  si  riduce  ad  un'  equa- 
zione di  1°  grado  in  A: 

r{a)  +  hria}=0 
da  cui  si  ricava  : 

Il  metodo  di  Newton  consiate  nel  prendere  per  A  appunto  que- 
sto valore,  cosicché  si  verrà  a  prendere  come  valore  approssimato 
di  a,  in  luogo  del  valore  primitivo  a,  il  valore  : 

„.  „  '■<»' 

Per  avere  poi  un  terzo  valore  a"  maggiormente  approssimato, 
si  procederà  allo  stesso  modo,  cioè  si  prenderà  similmente: 

-"  =  «'-5^1 

Cosi  procedendo,  dopo  sole  due  0  tre  approssimazioni  si  giun- 
gerà per  lo  più  all'approssimazione  desiderata. 

765.  La  dimostrazione  dell'art,  precedente  rloscirà  più  rigorosa 
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dall'equazione  (2)  si  dednoa  dappri 


h/'(o)  =  -/'(a)- 

-^- 

.-V 

livideiido  per  f{a)  : 

A  = 

-R^-- 

ve 

Bì  è  posto  per  brevità 

— Hi&^ 

1  ''"<"')  j. 

. +  *" 

(5) 


ìe  ora  si  prende  per  h,  secondo  l'indicazione  di  Newton,  jn 
ìgo  dell'intera  espressione  (4)  la  sola  prima  parte  —-pT—.t  ''^i"' 

■e  che  si  commette  è  appunto  rappresentato  da  E,  Ed  invero 
vede  chiaramente  dalla  espressione  (5)  che  il  valore  di  E  sarJt 
an  ordiTie  di  piccolezza  superiore  alla  piccolezza  di  h,  sempre- 
ì  la  quantità  {r&  parentesi  non  sia  molto  grande,  come  d'ordi- 
rio  accade.  In  generale  danque  l'errore  che  si  commette  pren- 
odo a  -  -rr—  come  valore  di  a  non  influirà  che  sopra  cifre  de- 

aali  di  ordine  molto  più  avanzato  dell'ultima  già  accertata  esatta 
I  valore  approssimato  a;  cosicché  alle  cifre  decimali  che  già  si 
esattamente  se  ne  verranno  ad  aggiungere  parecchie 
in  una  sola  volta. 

786.  AooiONTE  DI  FoDBiER. — Se  fra  ì  due  limiti  a  e  b,  che  com- 
sndono  la  radice  a  e  soltanto  questa  radice  dell'equazione  fix)=0, 
n  cade  alcuna  radice  né  della  prima,  né  della  seconda  derivata, 
f  uno  dei  due  limili  a  e  h,  p.  es.  per  a,  accadrà  che  f(a)  ed  f"(a) 
to  dello  stesso  segno.  Allora  prendendo  questo  limite  come  primo 
lare  approssimato  di  a  ed  applicando  ad  esso  il  metodo  di  New- 
t,  si  otterranno  dei  nuovi  valori  sempre  piv,  approssimati  ad  a 
tempre  nello  stesso  senso  {cioè  per  difetto  o  per  eccesso  secondo 
9  il  punto  di  partenza  sia  il  limite  a  ovvero  il  limite  b). 
Poiché  fra  a  e  6  cade  una  sola  radice  di  f{x)  =  0,  i  due  valori 
0  ed  f{,b)  saranno  di  segno  opposto  nel  mentre  che  i  due  va- 
■i  f'ia)  ed  f'\b}  saranno  di  egual  segno,  non  cadendo  fra  a  e  b 
luna  radice  di  f"{x)-0.  È  dunque  chiaro  che,  se  f\.a)  edf'{a) 
no  di  segno  opposto,  f{b)  ed  f'{b)  saranno  di  segno  eguale  e  vi- 
veraa.  Per  fissare  le  idee,  noi  supporremo  che  siano  di  segno 
naie  f{a)  ed  f'{a).  Nell'altro  caso  la  dimostrazione  del  teorema 
tiDciato  b1  fa  assolatamente  nello  stesso  modo. 

787.  Noi  dobbiamo  dunque  dimostrare  che,  partendo  dal  valore 
prosslmato  per  difetto  a  e  prendendo  come  nuovo  valore  np- 
ossimato,  secondo  Newton,  il  numero  : 
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questo  numero  6  più  prossimo  di  a  alla  radice  a  i 
difetto.  In  altri  termini  cbe  si  ha  : 

a<a'<a.  (7) 

Per  dimostrare  Ja  prima  disegnaci ian za,  si  consideri  nn  vaiorv 
di  X  antecedente  ad  et  che  indiclieremo  al  solito  con  a-h.  Poiché 
fra  a  ed  a.  —  h  non  cade  per  supposto  alcuna  radice  né  di  A^) 
nò  di  f{.x),  il  segno  di  fi,a)  coinciderà  con  qnello  di  f(a.  —  h)  ed 

il  segrno  di  — r—  coinciderà  col  segno  di    — -.  Uà  il  segno  di 

quesi'  altimo  quoto  è  negativo  (  art.  724  );  quindi  anche  il  segno 

di  ^~   sarà  negativo.  Dalla  (6)  segue  perciò  che  a'  è  uguale  ad  a 

accresciuto  di  un  numero  positivo,  cioè  appunto  che  si  ha  a'>i. 

788.  Resta  a  dimostrare  che  a'  <  a,  cioè  che  a  -  -^-^  <  a. 
Ma  se  poniamo  per  brevità  : 

-^,  =  fW,  (8) 

SÌ  ha  in  particolare  a  -  — — ■  =  tf  (a)  ;  ed  inoltre,  poiché  f{a)  =  0,  si 

ha  anche  a  =  5(a).  La  disegaaglianza  da  dimostrarsi  è  dunque  la 
seguente  : 

<f{a)  <  9(a).  (9) 

Noi  dimostreremo  ciò  mostrando  che  if(x)  cresce  sempre  col 
crescere  di  x  da  a  Ano  ad  a.  Dalla  (6)  si  ha  infatti  : 

e  dividendo  per  h  si  paò  scrivere  : 


Di  qui,  passando  al  iimite  per  A  =  0,  si  deduco  (art.  679j  : 
Un,  't''  ti'tiiW  _  ,  .  /(»)/"W  -  W»)!' 

e  ridacendo  nel  secondo  membro  : 

Poiché  ora  f{x)  ed  f'ix)  non  cambiano  mai  di  segno  facendo 
variare  a:  da  a  fino  ad  a  e,  per  x  =  a,  f{a)  ed  f'ia)  hanno  segno 
eguale,  si  vede  che  ìl  prodotto  f{x)f'\x)  sarà  sempre  positivo  per 
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ogal  valore  di  x  compreso  fra  a  ed  sr.  D' altra  parte  U  denomi- 
natore |/*(3c)]*  è  pare  poaìtìvo  essendo  il  quadrato  di  no  numero 
reale  ;  quindi  il  secondo  membro  della  (10)  è  positivo,  cioè  : 

h  positivo  per  x  compreso  fra  a  ed  a.  Epperò  se  l'incremento  po- 
sitivo A  si  prenda  abbastanza  piccolo,  la  differenza  7(3:  f h)— tp(x) 
deve  rìascire  positiva  0,  clie  è  io  stesso,  deve  aversi  : 

9(35  +  k)>  (f(a;). 
Questa  disegnaglianza  ci  dice  appunto  che  il  valore  algebrico 
di  9(x)  cresce  continuamente  col  crescere  di  x  da  a  verso  a.  An- 
che la  diseguaglianza  (9)  resta  cosi  dimostrata. 

789.  Concludendo  vediamo  dunque  che  per  applicare  con  tutta 
sicurezza  il  metodo  di  Newton,  converrà,  specialmente  per  i  primi 
valori  approssimati,  esaminare  l'espressione  E  cho  si  trascura  (ar- 
ticolo 785}  per  accertarsi  (ciò  che  si  fa  quasi  sempre  a  prima  vi- 
sta) se  essa  sia  veramente  trascurabile.  Ovvero,  non  volendo  far 
cl6^  sì  potrà  occorrendo  restringere  i  limiti  di  a  e  6  che  compren- 
dono a,  fino  al  punto  di  essere  certi  che  fra  essi  non  cada  alcuna 
radice  della  prima  o  seconda  derivata,  dopodiché  si  procederà  con 
sicurezza  nel  modo  indicato  dalle  aggiunte  di  Fourìer. 

790.  Esempio.  —  L' oqnazlone  : 

f(x)  =  x'-2x~5  =  0 
ha  una  radice  compresa  fra  2  e  3,  poiché  f{2)=—l  ed  /T;3)  =  16; 
e  non  può  averne  alcun'altra,  poiché  la  regola  di  Cartesio  ci  dice 
subito  che  l'equazione  ha  una  sola  radice  positiva.  Per  ristringere 
maggiormente  i  limiti  che  separano  la  radice,  si  dividerà  l'inter- 
vallo fra  2  e  3  in  dieci  intervalli  eguali.  Sì  troverà  cosi  che  la 
radice  cade  fra  2  e  2,1  poiché  /■(2,l)=0,06l,  cioè  ha  segno  opposto 
a  qneilo  di  f('i).  Si  applicherà  ora  il  metodo  di  Newton  partendo 
dal  primo  valore  approssimalo  0  =  2,1,  giacché  ^'(2,1)  ha  valore 
positivo  come  /[2,1).  Si  troverà: 


ria)      r{2,i)     11,23 
Si  ha  dacque  come  seconda  approssimazione  : 

a'  =  2,1  -  0,00513  =  2,0946. 
Si  troverà  poi  come  terza  approssimazione  : 

a"  =  2,0946  -  {.^f'°f"j,  =  2,09455148 
/■  (2,0946) 

che  già  ci  dà  il  valore  della  radice  cercata  con  otto  cifre  deci- 
mali esatte.  A  riprova  di  ciò  basta  verificare  che  /'(2,09465148)  ha 
valore  negativo. 

Cafklli.  — /tEiìuiioHt  l'i  aualiai  algebrica,  'i.'   udis.  68 
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x'-4i  -  t2  =  0    ;    radice  tra  2  e  8 

«•_4*:'  -  7«  +  24  =:  0    ;    radice  tr»  2  e  8 

z*-24z  +  44  =  0    ;    radice  tra  6,2  e  8,8 

a'-l&«-5  =  0    ;    radice  tra  4  e  4,1 

a^-8j> +  12x'  +  ar-4  =  0     ;     radice  tra  0  ad  1. 

§  6.°  —  Metodo  di  Horaer  per  l'approsslmailone  delle  radici. 
Um  slmaltaneo  del  metodi  di  Horoer  e  di  Newton. 

791.  Homer  ha  dato  an  metodo  che  permette  di  calcolare  sac- 
cessivamenle  le  diverse  cifre  decimali  della  radice  che  si  vuole 
approssimare,  che  si  snpporrA  già  separata.  Supponiamo  p.  et.  di 
sapere  che  l'equazione  f{x)  =  Q  ha  nna  sola  radice  o.  compresa 
fra  200  e  300,  cosicché  della  radice  a  (che  calcoleremo  p.  es.  per 
difetto)  si  coDOBce  la  cifra  delle  centinaia  che  è  2.  Si  tratta  ora 
di  calcolare  la  cifra  delle  decine.  Se  poniamo  a  =  200 -t- A,  l'equa- 
zione in  h  :  /(200  +  A)  =  0,  cioè  : 

«200)^'-»^'  +  ».^. ......  +  £»  =  „   (0 

1  La.  [» 

avrà  una  sola  radice  h  compresa  fra  0  e  100*,  cosicché  se  nel 
primo  membro  di  questa  equazione  si  sostitniscono  sacceBsivamenie 
in  luogo  di  h  i  valori  0,  10,  20,  30,  40,  50,  60,  70,  80,  90,  100, 
si  troveranno  due  valori  consecntivi,  p.  es.  30  e  40,  per  i  qnsli 
il  detto  primo  membro  cambia  di  segno.  Ciò  significherà  chef* è 
compreso  fra  30  e  40,  cosicché  si  sarà  determinata  la  cifVa  delle 
decine  di  h,  cioè  3.  £  si  avrà  quindi  a  =  230  +  Ai ,  dove  A,  éuo 
ntimero  compreso  fra  0  e  10.  Poiché  A  =  30  +  A, ,  l'equazione  in  *, 
si  dedun'à  dalla  (1)  al'modo  stesso  con  cui  la  (1)  ai  è  dedotta 
dalla  f{x)  =  0. 

Cioè,  se  si  indichi  con  ^(A)  il  primo  membro  della  (l),  si  avrà: 

,(3„,,»,?a)  +  v'-3fa+...  +  v'-!;^  =  0.  (2) 

Li  L£  L!* 

Questfi  equazione  avrà  una  sola  radice  A,  compresa  fra  0  e  10. 
Si)3titucndo  dunque  per  A,  i  numeri  0,  l,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9, 10, 
si  troveranno  due  numeri  conaecativi,  p.  es.  8  e  9,  per  i  quali  il 
primo  membro  di  (2)  cambia  di  segno  ;  cosicché  Aj  sarà  compreso 
fra  8  e  9,  onde  8  sarà  la  cifra  delle  unità  di  A,  e  quindi  anche 
la  cifra  delio  unità  di  a.  E  si  avrà  a  =  238  -l-  A, ,  dove  Aj  è  coni- 
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CSA  fra  0  ed  1.  Per  determinare  ora  la  cifra  dei  decimi  di  A, , 
procederà  allo  eteBSO  modo.  Poiché  \  =  S  +  hf,  indicando  con 
h,}  il  primo  membro  della  (2),  al  avrà  per  &,  l'equazione  : 

.Un  quale,  sostituendo  per  A,  i  valori:  0,  0.1,  0.2,  0.3,  0.4,  0.5, 
>,  0.7,  0.8,  0.9,  1,  si  dedurrà,  OBserrando  il  cambiamento  di  ae- 
lO,  che  Aj  è  compresa  p.  e.  fra  0.6  e  0.7.  Si  avrà  allora  a=238,G+ftj„ 
ive  hj  è  compresa  fra  0  e  0.1,  e  cosi  si  procederà  finché  8Ì  siano 
terminate  di  a  tante  cifre  decimali  da  ottenere  il  grado  di  ap- 
ossimazione  richiesto  dal  problema  che  sì  tratta. 

792.  Il  metodo  spiegato  è  per  se  stesso  abbastanza  ovvio.  Ciò 
e  lo  rende  pregevole  nella  pratica  si  è  il  fatto  che  i  coefficienti 
Ile  successive  equazioni  (1),  (2),  (3)  .  . .  si  possono  calcolare  ali- 
stanza  rapidamente  col  metodo  dovuto  ad  Homer  che  noi  spie- 
eremo  in  seguito  (cfr.  Gap.  XIV,  §  2").  Oltre  a  ciò  si  noti  poi 
e  quando  un  dato  intervallo,  entro  cui  si  sa  cadere  un  valore  hj, 
suddivide  in  10  intervalli  più  piccoli,  per  riconoscere  quale  sia 
elio  di  questi  intervalli  più  piccoli  entro  cui  cade  Ti,- ,  non  occor- 
-à  mai  di  fare  effettivamente  10  sostituzioni  di  valori,  ma  baste- 
ano  sempre  due  o  tre  od  al  più  4  sostituzioni.  Cosi  p.  e.  per  deter- 
nare  le  due  cifVe  couBccutive  della  successione  0,  ],  2,  . .  . ,  10 
e  comprendono  fra  loro  la  radice  h,  dell'  equazione  il'(A,)  —  0,  co- 
scendosi  già  per  il  calcolo  anteriore  il  segno  di  ^{0),  che  sia  p.  e. 

,  si  Bostituìrà  k^  =  5.  Allora,  se  ({i(5)  ricBce  positivo,  A,  sarà  com- 
iso  fra  5  e  10;  ne!  caso  conlrario  fra  0  e  5.  In  entrambi  i  casi  re- 
Tanno  ad  esaminarsi  soltanto  5  intervalli.  Si  vede  dunque  che, 
n  una  sola  sostituzione,  gl'intervalli  da  esaminarsi,  che  prima 
ino  dieci,  si  sono  ridotti  a  5  soli  intervalli  consecutivi.  Con  una 
ava  sostituzione  questi  5  iutervalU  si  ridurranno  a  soli  'i  o  3, 
ùe  ò  chiaro  quanto  si  è  asserito. 

793.  A  queste  OBservazioni  ne  aggiungeremo  un'altra  mediante 
quale  il  metodo  di  Newton  esposto  al  §  prec.  bÌ  può,  almeno 
un  certo  punto  del  calcolo,  intrecciare   assai   opportunamente 

1  metodo  di  Homer.  Supponiamo  invero,  per  fissare  le  idee,  che 
sìa  giunti  al  punto  dì  dover  determinare  hf  radice  dell'  equa- 
ine: 

quale  sia  compresa  fra  0  e  0.001. 

}i  tratta  allora,  per  avere  la  quarta  cifra  decimale  della  radice 

'cata,  di  riconoscere  nella  succeBsione  dei  dieci  numeri  0,  0.0001, 

002, . . . ,  0.0009,  0.001  quali  sono  ì  due  numeri  consecutivi  per 

nali  la  finzione  x  cambia  di  segno. 

fecondo  il  metodo  di  Newton  la  radice  hf  sarebbe  data  appros- 

-  =j--r-.  C  è  dunque  gran  probabilità  che  i  due 
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ledente  comprendenti  Aj  aieno  quelli 

X'(0)" 

nameri  e  molto  facilmente  si  rìscon- 
rvicne  il  cambiamento  di  segno.  Si 
;'(0)  sono  già  noti,  polche  coincidono 
ì^ella  funzione  xi^i>- 

sempio  pratico. 

in  ana  cena  approssimazione  la  ra- 


I3a:*-31x- 276  =  0 

immediatamente  dalla  regola  dei  se- 

fra  6  e  7  come   snbito  si  riconosce 

costrnire  1'  equazione  di  cui  A  è  rs- 
;ola   di  Horner  (Gap.  XIV,  §  2"  )  il 


ido  in  evidenza  le  addizioni  parziali, 
0  la  forma  seguente  : 


1     -31     -276 

l        66        210 
i        35     1-66 
l      210     ! 
i     1245 
L     1 

izione  : 

59A»  +  245A  -  66 

=  0 

numeri  : 

,  0.3  , .  . .  ,  0.9  ,  I 

consecnlivi  che  comprendono  fc-  Si 
itivo  che  if(0,2)  è  negativo  e  ?(0,3)* 
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iBÌtivo,  onde  si  ha: 

ft  =  0,2  +  h, ,     dove    ftj  <0,1. 

Per  avere  l'equazione  in  A, ,  si  formerà  ora  il  quadro  : 

-  66  6,3 

51,392 


59,        245, 

0,8        11,96 

59,8      256,96 

0,8        12,12 

60,6      269,08 

0.8     1 

61,4 

de  bI  avrà  1'  equazione  : 

9(ft.)  = 

1V  +  6I,4-V  + 

+  269,08-A,- 14,608  =  0 

Illa  quale  si  dedarrà  con  qualche  tentativo  che  b,   è  compreso 
a  0,05  e  0,06.  8i  ha  dunque  : 

«  =  6,25  + A,  ,  A,  <  0,01. 

Si  formerà  ora  il  quadro  : 

6,25 


61,4 

269,08 

-  14,608 

0,2 

3,08 

13,608 

61,6 

272,16 

-1 

0,2 

3,09 

61,8 

1275,25 

0,2 

^1 

[62,0 

ìì  quale  si  deduce  l' equazione  in  A,  : 

X(AO  =  **»'  +  62,0 .  A,»  +  275,25  -  A^  -  1  =  0. 

6)  A  questo  punto,  per  riconoscere  quale  dei  valori  0,  0.001, 
)02  , .  .  .  sìa  il  primo  a  far  cambiare  il  segno  di  /,  serviamoci 
lì  metodo  di  Newton  che  ci  dà  come  valore  approssimato  di  Aj 


Questo  quoziente  è  compreso  f^a  0,003  e  0,004.  C'è  dunque  gran 
obabilità  clie  in  questo  intervallo  cada  la  radice  A^.  Ed  Infatti 
verifica  ohe  x(<^i0O3)  b  negativo,  nel  mentre  che  /(0,004)  è  po> 
ivo.  Perciò  si  ha  : 

a=s6,253  +  As  ,  A,  <  0,001. 

Voleodo  proseguire  collo  stesso  metodo  si    formerebbe  ora  11 
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qaadro  : 


4     62,0  275,25 

0,012  0,186036 


62,012       275,436036      1-0,103691892 
0,012  0,186072      | 


162,036 

i  per  hf  V  equazione  : 

4Aj»+62,036  -  V+  275,622108  •  ftj-O,103691892=0. 

1 
rmai,  essendo  h,  <  - 

netodo  di  Newton. 

zione  precedente  ei  ha  infatti  : 


^_     ,62,036 +  4ft) 
^~    '    275,622108' 


275622108      lOOOOOOOO      1000000 

inque  che  l'errore  che  si  commette  prendendo  per  ftj 
tossì  mato  : 


275,622108        275622108 

lire  al  più  che  aalla  sesta  cifra  decimale  di  a.  Fos- 
B  ritenere  con  cinque  cifre  decimali  esatte: 


con  quattro  cifre  deoìmftli  esatte  1a  rAdic«  poaitiv»  (con- 
2)  dell'  equaiione  : 

s*  +  4x'-4t'-11i:  +  4  =  0. 

=  1,6669. 

con  cinque  decimali  la  radice  negalÌTa  (oorapreM  tn  -l 


D.gitizeceyG00glc 


)  deli'  aqnuione  : 


=  3,094551  J84. 


.  Oltrs  fti  metodi  già  esposti  per  rapproeaimatioite  della  radici,  ve  ne 
o  diversi  kUti,  trt,  ì  quali  6  specialmente  notevole  quello  di  Lagrange, 
da  la  radice  cercata  sotto  forma  di  frazione  continua.  Queato  metodo 
ero  di  poca  imporlania  nella  pratica;  onde  ci  limiteremo  a  darne  qui 

opponiamo  che  l'equatione  /(«}  =  0  abbia  dna  radice,  ed  una  soltanto, 

ipresB  fra  i  due  liberi  coosecntivi  a  ed  a-f-1.  Ponendo  z=a4-  -l'eqaa- 

le  trasformata  in  y  avrà  una  sola  radice  positiva  superiore  ad  1.  Si 
irminino,  mediante  opportuni  tentativi,  i  dne  interi  6  e  fc  f  1  che    la 

iprendono  e  si  ponga  quindi  y  =  6  -t-  -.  Si  costrnisoa  poi  la  trasformata 

E  e  ai  determinino  BÌmilmente  1  due  interi  consecutivi  e  e  o  +  1  ohe  la 
iprendono.  Cosi  pcosegnendo  si  verrà  ad  ottenere  l' approesimaiioue 
e  sotto  forma  di  nua  fraiione  < 


nesto  metodo  che  per  la  longhesca  dei  calcoli  rinscirebbe  nella  pra- 
.  quasi  inapplicabile,  è  siiBoettibile  tuttavia  di  notevoli  semplifioasioni, 
poste  appunto  da  Lagraufce-  Iisgrani^e  ha  dimostrato  come  la  serie  dei 
ieri  a,  b,  e,  ...  si  possa  costmire,  da  un'  certo  punto  in  poi,  «mia  ten- 
;i.  (Tedi  Serrél!  Court  d'Algibrt  Supiritart,  Seetion  I,  Chap.  VIIj. 
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CAPITOLO  XI. 

OPERAZIONI   CON   NUMERI   COMPLESSI. 


§  1.0  — Operoxlonl  fondamentali. 

795.  Abbiamo  vednto  come  la  teoria  dei  problemi  di  1°  grado, 
quelli  cioè  che  si  traducono  algebricamente  mediante  un  sÌBtem« 
di  piti  equazioni  di  lo  grado  a  più  incognite,  ai  possa  completa- 
mente svolgere  anclie  restando  nel  campo  dei  nameri  razionali.  Non 
cosi  pei  problemi  di  2"  grado,  come  ad  esempio  quello  della  eatrt- 
zione  di  radice  quadrata  da  un  numero  positivo,  che  già  ci  hanso 
condotto  a  sostituire  al  campo  dei  numeri  razionali  qaello  ptii  esteso 
dei  numeri  reali.  1S&  neanclie  il  campo  dei  numeri  reali  è  bastevole 
a  trattare  in  tutta  la  loro  generalità  i  problemi  di  2"  grado  e  di 
grado  superiore.  Per  persuadersi  di  ciò  basta  per  esemplo  conai- 
derare  il  caso  semplicissimo  dell'  equazione  : 

a;*  +  A  =  0 

la  quale  non  ammette  soluzione  reale  quando  A  è  un  numero  po- 
sitivo diverso  da  zero,  cosicché  ia  espressione  deli' incogni» 
a:=^/— A  avrebbe  In  questo  caso  un  valore  puramente  formale 
ma  privo  di  significato  numerico. 

Conviene  pertanto  di  vedere  se  sia  possibile  allargare  ulterior- 
mente U  campo  dei  numeri,  introducendo  nuovi  enti  aritmetici  me- 
diante i  quali  questo  ed  altri  problemi  possano  divenire  risolubili. 
Naturalmente  l'introduzione  di  nuovi  enti  aritmetici  in  tanto  polrk 
considerarsi,  anche  qui,  come  lecita  in  quanto  i  teoremi  foudameD- 
tali  del  calcolo  algebrico  continuino  a  sussistere  anche  dopo  avere 
esteso  il  campo  dei  numeri  mediante  l'introduzione  dei  nuovi  enti. 

Noi  comincieremo  pertanto  dal  l'esaminare  se  si  possa  introdorre 
nel  calcolo  un  nuovo  ente  aritmetico,  che  indicheremo  con  i  o 
chiameremo  unità  imaginarta,  il  quale  soddisfi  per  definizione  alla 
eguaglianza  : 

i"*  =  -l. 

796.  Ove  si  possa  introdurre  il  numero  i,  converrà  altresì  intro- 
durre i  numeri  della  forma  &i  che  si  ottengono  moltiplicando  an 
numero  reale  qualunque  b  per  l'unità  imaginarta  i,  e  che  noi  chia- 
meremo numeri  imaginarìi  puri,  E  finalmente  converrà  anche  dare 
significato  Dtimerico  ai  simbolo  a  +  bi  che  esprime  la  somma  dì 
un  numero  reale  qualsivoglia  a  e  di  un  numero  imaginario  puro  ^'• 
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I  nameri  delta  forma  a  +  bi  »ì  dicono  nnmeri  compleBsi,  Essi 
comprendono  come  caso  parricolare  tutti  i  numeri  reali  {b  =  0). 
Quando  sia  invece  6  s  0,  i  numeri  complessi  si  diranno  imaginarii. 
£  questi  ultimi  comprendono  alia  lor  volta  come  caso  particolare 
gii  imaginarii  puri  (a  =  0). 

Per  gli  scopi  dell'analisi  non  è  necessario  di  cercare  di  quali 
specie  di  grandezze  questi  numeri  complessi  possano  considerarsi 
come  misura.  Bensì  è  necessario  legittimarne  l' Introduzione  ne! 
calcolo  stabilendo  :  !<>)  quali  fra  essi  debbano  ritenersi  come  uguali 
e  quali  come  distinti,  2°)  se  e  come  si  possano  estendere  ai  nn- 
meri complessi  le  regole  fondamentali  del  calcolo  ed  in  ispecie  le 
definizioni  delle  quattro  operazioni  fondamentali. 

797.  Vediamo  in  quali  casi  si  dovrà  ritenere  I'  uguaglianza  dì 
due  numeri  complessi  : 


Per  ritenere  questa  eguaglianza  senza  abbandonare  le  regole 
fondamentali  del  calcolo,  dovremo  altresì  ritenere  l'eguaglianza 
che  ne  consegue  : 

a  —  a'  =  b'i-  bi 
e  1'  eguaglianza  : 

a  —  a'  =  (6'  —  b)i 

e  finalmente  1'  eguaglianza  : 

(a-a')'={b'-t)»-i* 

le  quali  eguaglianze  si  deducono  tutte  dalla  prima  colle  regole 
fondameniaii  di  addizione  e  moltiplicazione.  Cioè,  poiché  t*=— 1, 
si  dovr&  ritenere  altresì  : 

Ma  (a  -  n')'  e  (b'  -  b)* ,  come  quadrati  di  numeri  reali ,  sono 
sempre  numeri  reali  positivi;  onde  si  vede  che  questa  lungua- 
glianza  è  inammissibile  ad  eccezione  del  caso  in  cai   si   avesse  : 

a-a'  =  0  ,  b'~b  =  0 

cioè  a  =  a'  e  b  =  b'.  Dunque  : 

Dkb-.  —  Bue  numeri  compietti  aìlora  ed  allora  eoltanto  si  riter- 
ranno eguali,  quando  la  parte  reale  del  primo  coincida  con  la 
jiarte  reale  del  secondo  e  il  coefficiente  della  parie  Imaginaria  col 
coefflciente  della  parte  imaginaria. 

Cor.  1."  —  [/"  numero  imaginaria  puro  non  può  mai  ritenersi 
eguale  ad  un  numero  reale. 

CoB.  2."  Perchè  due  imaginarii  puri  bi  e  b'i  siano  eguali,  de- 
v'essere b  =  b'. 

Cor.  3." — Affinchè  un  numero  complesso  a  +  bi  sìa  eguale  a 
zero,  dev'essere  necessariamcnle  a  =  0  e  b  =  0. 

C&rKLLt.  r—  IitUuxioai  di  aaaliti  alytbTica,  ti.*  adii.  M 


D.gitizeceyG00glc 


798.  La  condizione  ora  trovata  affinchè  un  namero  complesso 
a+  bi  Bia  eguale  a  zero,  pnò  anche  esprìmersi  più  brevemente  di- 
cendo che  dcv'eBsere  a*  +  6»  =  0.  Infatti  a*  +  6*,  essendo  Bomma 
di  dae  parti  reali  positive,  non  pnò  essere  nnlio  se  non  qusDdo 
sia  unlìa  ciascuna  delle  due  parti,  cioè  si  abbia  a  =  0  e  0  =  0. 

Reciprocamente,  se  a  =  0  e  6  =  ù,  sarà  a'  +  6*  =  0, 
Questa  somma  a*-ib'  dicesi  norma  del  numero  complesso  o+W. 
Neil'  algebra  perù  ha  speciale  importanza  la  radice  quadrata  pò- 
Htiva  Va*  +  fc*  che  chiamasi  modulo  del  numero  complesso  a  +  bi, 

scrivendosi  :  

mod(o  +  bi)  =  Va*  +  b*. 

Il  modulo  di  un  numero  complesso  a -{- bi  può  dunque  defluirti 
come  quel  numero  reale  e  positivo  che  rappresenta  il  valore  arit- 
metico della  radice  quadrata  della  somma  a'  +  b*. 

CIÒ  posto,  6  chiaro  che  affinchè  un  numero  complesso  a+bi  sia 
uguale  a  zero,  è  necessario  e  succiente  che  sia  eguale  a  zero  il 
suo  modulo. 

799,  Addizione  e  sottrazione  dei  numeri  complessi.  Volendo  con- 
servare le  regole  foudamentalì  del  calcolo,  k  chiaro  che  la  defi- 
nizione di  addizione  di  due  numeri  complcEsi  non  paò  darsi  che 
nel  modo  seguente  : 

{a  +  bi)  +  (a'  +  b'i)  =  (a  +  o')  +  (6  +  b'ji  (1) 

cioè:  per  somma  di  due  numeri  complessi  si  intenderà  quel  nu- 
mero complesso  che  ha  per  parte  reale  la  somma  delle  parti  reali 
dei  due  addendi  e  per  coefficiente  di  i  la  somma  dei  coefficienti 
di  i  nei  due  addendi. 

Di  qui  segue  immediatamente  che  il  problema  della  sottrazione 
di  due  numeri  complessi  si  può  sempre  risolvere,  ed  in  un  modo 
unico,  a  seconda  della  formola: 

(a  +  W)  -  (a'  -i-  b'i)  =  (a  -  a')  +  (b  -  b')i.  (2j 

Infatti,  per  la  definizione  di  addizione,  si  verifica  immediata- 
mente che  ; 

{a'  +  b'i)  +  [(a  -  o')  +  (ò  -  fc')i]  =  («  +  W) 

e  che  it  secondo  membro  della  (2)  è  il  solo  numero  complesso  z 
che  soddisfi  all' eguaglianza: 

(a'+  67)  +  X  =  (a  +  6i). 

L'addizione  e  la  sottrazione  di  numeri  complessi  venendo  cosi 
ricondotto  ad  un  numero  doppio  di  addizioni  e  sottrazioni  da  ese- 
guirsi in  modo  analogo  una  volta  sulle  parti  reali  ed  un'altra  sui 
coefficienti  delle  parti  im.iginarie,  è  chiaro  che  lutto  le  regole  fon- 
damentali del  calcolo  relativo  all'addizione  e  sottrazione  restano 
invariale  anche  nel  campo  più  esteso  del  numeri  complessi.  Cosi 
sarà  p.  es.  : 

(a  -I-  bi)  4-  (a'  +  b'i)  =  {a'  -{-  b'i)  +  '<!  +  bi), 
ecc. 
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800.  Jtìoìtipìicazione  di  numeri  complessi.  Ancho  qui,  aftinché 
possano  sussìsterò  inalterate  lo  regole  fondamentali  per  ìl  prodotto 
di  due  polinomi,  si  vede  clic  la  definizione  di  prodotto  dì  duo  nu- 
meri complessi  a  +  bi  ed.  a'  +  b'i  non  può  darsi  che  come  seguo  : 

{a+bi)ia'+b'i)=aa.'-i-ba'H-ab'i+bb'i'=aa'-t-ba'i+ab'i—bb' 

0  meglio  : 

(a  +  bi)(a'  +  b'i)  =  (aa'  —  bb')  +  (ab'  +  a'b)i  (3) 

Dunque:  per  prodotto  di  due  numeri  complessi  ii+bl  ed  a'+b'i 
l'intenderà  quel  numero  complesso  che  ha  per  parte  reale  il  nu- 
mero reale  aa'  —  bb'  e  per  coefficiente  della  parte  imaginarìa  il 
numero  reale  ab'  +  a'b. 

801.  Dalla  definizione  data  di  prodotto  segue  evidentemente  che 
Il  prodotto  di  due  numeri  complessi  è  indipendente  dall'ordine  di 
moltiplicazione  dei  due  fattori. 

Cioè  : 

(a  4  l>i)(a'  +  b'i)  =  (n'  +  b'i){a  +  U). 

Lo  stesso  accade  per  un  prodotto  di  un  numero  qualsivoglia  di 
fattori  complessi.  In  effetto,  per  dimostrare  che  un  prodotto  non 
si  altera  cambiando  In  un  modo  qualunque  l'ordine  dei  fattori, 
basta  dimostrare,  come  è  facile  vedere,  che  esso  non  si  altera  per 
lo  scambio  dì  due  fattori  consecutivi;  cioè,  in  ultima  analisi,  ba- 
sterà dimostrare  nel  nostro  caso  che  : 

(a  +  li)(a'  +  b'i){a"  J-  b"i}  =  (a  +  bi)[a"  4-  b,'i)(a'  +  b'i)  , 

cioè  anche  che 

[{aa'  -  bb')  +  (ab'  +  a'0)i](a"  +  b"i) 

=  [(aa"-  bb")  +  {ab"  +  a"b)](a'  +  b'i). 

Ed  invero  ciò  si  verifica  immediatamente  effettuando  i  due  pro- 
dotti secondo  la  regola  data  sopra  nella  definizione.  Conclude- 
remo dunque  che  un  prodotto  di  due  o  piii  numeri  complessi  non 
ai  altera  cambiando  in  un  modo  qualunque  l'ordine  dì  s 
dei  fattori. 


802,  &e  un  prodotto  di  due  numeri  complessi  è  uguale  a   zero, 
dev'essere  necessariamente  uguale  a  zero  almeno  uno  dei  due  fattori. 
Supponiamo  Infatti  che  si  abbia  : 

{a  +  bi)(a' +  b'i)  =  0 

ossia  per  la  definizione  di  prodotto  : 

{aa'  -  bb')  -(-  {ab'  -f  a'b)i  =  0. 

Poiché  quest'ultimo  numero  complesso  6  uguale  a  zero,  dev'es-  _ 
sere  separatamente  (art,  797,  Cor.  3.")  : 

aa'  —  bb'=0  ,  ab'  +  a'b-0\ 
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quindi  anche  : 

iaa'  -  66')*  +  {ab'  +  a'b)*  =  0, 
cioè,  svolgendo  i  quadrati  o  ridacendo  : 

aV»  +  6»6"  -1-  a'6'»  +  a'*h*  =  0 
Il  che  puf)  scrìversi  : 

(o«+6*){a'»  +  6'»)  =  0. 

Ma  il  primo  membro  di  quest'  eguaglianza  essendo  il  prodolto 
di  numeri  reali,  già  sappiamo  che  esso  non  può  anaallarsi  cbe 
quando  si  abbia  : 

a*  +  6*  =  0 
ovvero  quando  si  abbia  : 

a"  +  y  =  0. 

Ha  nel  pdmo  caso  (cfr.  art.  798)  dovrà  essere  a  =  0  e  6  =  0, 
cioè  essere  nullo  il  primo  fattore  complesso  a  +  bi  del  prodotto 
considerato  in  principio;  nel  secondo  caso  dovrà  essere  a'  =  0, 
b'  =  0,  cioè  nullo  il  secondo  fattore. 

Resta  cosi  dimostrato  quanto  si  era  asserito. 

803.  Dalla  definizione  di  prodotto  sì  deduce  immediatamente  che 

(a  +  6t)[(«'  +  '''O  +  («"  +  f>"i)] 
=  (a  +  6t)(a'  +  b'i)  +  (o  +  bi)(a"  +  b"i), 

onde,  combinando  poi  questa  proprietà  del  prodotto  coll'alira  gii 
dimostrala  dell'  invertibilità  dell'  ordine  dei  fattori,  si  dlniostrerA 
senza  difficoltà,  collo  stesso  andamento  che  suol  tenersi  in  arit- 
metica, che  ancbe  per  i!  caso  di  numeri  complessi  A,A',A",— 
B  ,  B' ,  B",.-.  sussiste  inalterata  la  regola  per  il  prodotto  di  due  po- 
linomi espressa  dalla  formola  : 

{A  +  A'  -f  A"  -^  ...KB  +  B'  +  B"-f  . . .)  =  AB  +  AB'  +  A"B  ■(-.... 

Possiamo  dunque  senz'altro  eoncladere  che  anche  tntte  le  pro- 
prietà fondamentali  dell'  algoritmo  della  moltiplicazione  possono 
estendersi  all'intero  campo  dei  numeri  complessi. 

804.  Come  caso  particolare  importante  del  prodotto  di  nomori 
complessi  consideriamo  le  potenze  successive  t*  ,  i' ,  t* ,  i' , .  ■• 
dell'unità  imaginaria.  Ritenendo  jier  contenzione,  analoga  a  qaella 
che  si  fa  per  i  numeri  reali,  f  =  1,  si  vede  subito  che  si  ha  poi 

Di  qui  segue  che  per  m  ed  n  interi  si  avrà  : 

i"'^*'*  =  i'"-i*''  =  i'"CtT  =  t". 
onde  si  vede  che  i  valori  distinti  delle  potenze  : 
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si  riprodncono  periodicamente  di  quattro  iti  quattro,  cioè  si   ha  : 

i*  =  1  ,  i5=  f  ,  t*  =  -  1 ,  t'  =  -  i 

i«  =  1  ,  i'*=  f  ,  Ì'o=  - 1  ,  t"=  -  i , 
ecc. 

Pertanto,  se  an  esponente  intero  qualsivoglia  k  b  ugaale  ad  un 
multiplo  di  4  piti  un  certo  resto  e  (che  può  essere  0,  1,  2,  3)  si 
avr&: 

i*  =  i' 

dove  i*  =  I  ,  i,  -  1,  —  i,  secondochè  e  =  0,  1,  2,  3. 

605.  I  dae  numeri  a  +  bi  ed  a  —  H,  che  difFeriBCono  soltanto  per 
il  ^gno  del  coefficiente  della  parte  imagluaria,  si  dicono  contusati. 
È  facile  di  riconoscere  : 

lo]  che  la  somma  di  due  numeri  coniugati  è  sempre  un   nu- 
mero reale.  Infatti  : 

(a  +  6t)  +  (a  -  hi)  =  2a 

fio)  che  il  prodotto  di  due  numeri  coniugati  è  un  numero  reale 
positivo  eguale  al  quadrato  del  loro  modulo.  Infatti  : 

(n  +  bi){a  -bi)  =  a*+b*  =  [mod(a  +  bi}]'  =  [mod(a  -  bi)]' 

30)  che,  reciprocamente,  se  due  numeri  complessi  hanno  la  loro 
somma  e  il  loro  prodotto  reali,  essi  sono  necessariamente  coniugati. 

806.  Divisione  dei  numeri  complessi.  Dividere  un  numero  com- 
plesso  «  +  W  per  un  altro  a'  +  b'i  significa  cercare  un  terzo  nu- 
mero «  che  soddisfi  all'eguaglianza: 

(a'  +  6'i)a:  =  a^-bi.  (A) 

Se  esiste  an  numero  complesso  X!=a^-^i  che  soddisfa  a  questo 
problema,  si  dovrà  dunque  avere  : 

(o'  +  6'i)(«  +  ?iJ  =  a  +  H, 
cioè  : 

(a'a  -  b''fi  +  (6'a  +  a'^)i  =  a-\-bi 

li  che  equivale  alle  due  agaagliaoze  : 

a'a  -  6'M  « 

(B) 
h'%  t  a'P  =  B 

che  ci  danno  due  equazioni  di  primo  grado  ira  le  due  incognite 
a,  ^,  il  cu!  determinante  : 

la'    -6'  I 

=  a"  +  b'* 

U'        a'  \ 

ci  è  lecito  ritenere  diverso  da  zero.  Infatti,  se  fosse  a"  +  V*  =  0, 
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il  numero  complesso  a' +  b'i  sarebbe  nullo  e  per  consegueuza  i'e- 
quaztono  (A)  non  potrebbe  essere  eoddisfattii  da  alcun  valore  fi- 
nito di  X,  ad  eccezione  del  caso  in  cui  fosse  anche  a+bi=0,  iiel 
qnal  utiimo  caso  ogni  valore  dì  x  soddisferebbe  alla  (A).  Hite- 
nendo  dunque  a"  +  6'*  >  0  vediamo  (art.  427)  che  esisterà  sempre 
uno  ed  on  solo  sistema  di  valori  di  a  e  ^  che  soddisfa  alle  (B), 
cioè  esisterà  sempre  uno  ed  un  solo  numero  complesso  x  =  a  +  ^i 
che  soddisfi  alla  (A).  Qucjco  numero  si  chiamerà  il  quoziente 
della  divisione  di  {a  -  bi)  per  («'  -»-  b'i)  e  si  indicherà  col  simbolo 
a  +  bi  ^ 
a'+  b'i 

807.  Se    —, — rr.  =  x,  si  ha  per  definizione  : 

(a'  +  b'i)x  =  a  +  bi 
ODde  moltiplicando  entrambi  ì  membri  per  A  +  Bi  : 

[(A  +  Bi)(a'  +  b'i)]x  =  {A  +  Bi){o  +  bi) 
0  per  conseguenza  : 

(A  +  BiXd ^bi)   _     _  o  +  6t 
(A  +  B()7a'T-T'i)  -  '^  ~  a'  +  b'i  ' 

cioè:  il  valore  di  una  frazione  complessa  non  si  altera   mollipU- 
caitdone  numeratore  e  denominatore  per  uno  atesso  numero. 

Di  qui  segue  ormai  manifestamente  che  tutte  le  regole  di  cal- 
colo relative  alle  quattro  operazioni  fondamentali  si  possono  sen- 
z'altro estendere  anche  all'intero  campo  dei  numeri  complessi. 

808.  Come  caso  particolare  della  proprietà  notata  all'  articola 
precedente  si  ha: 

a+bi  _  (a+bi)(a'~b'i)  _  ia+bi)(a'-h'i)  _  {aa'+bb')+(ba'-ab')i 
^^b'i  ~  (a'i-b'i)  {a'-b'ij  ~        a''^+W  a"+b'*  ' 

onde  : 

a  +  bi  _  aa'  +  bb'     ba'  —  ab' 
a'  +  b'i  ~  a'*  -1-  &"  ■*'  a'*Tb'*'  ' 

Dunque:  il  quoziente  di  due  numeri  complessi  a+bi  ed  a'-l-b'i 
{dei  quali  il  secondo  sia  diverso  da  zero)  è  perfettamente  determi- 
nato, ed  è  uguale  ad  un  terzo  numero  complesso  ohe  ha  per  parte 

aa'  +  bb'  ba'— ab' 

reale  —  - — - ,  ~  e  per  coemciente  della  parte  tmaginana —^ — rrT- 

a"-i-b"         r  II  r  a  a" -(- b" 
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1.  Dimostrare  che  il  modalo  del  prodotto  di  dna  numeri 
naaale  al  prodotto  dei  loro  moduli. 

2.  Determinare  1*  parte  re&le  e  la  parte  imaf^iDaria  del 

plesso  : 

+  6»     e   +   di     e   +  fi 

fV    c,  +  d,i    .,+/,.■ 

fV    o,  +  d,i    c,+f,i 

8.  11  prodotto  [{o  +  W)(ii-W)]({A+tiKA-tijI  potendo  anche  ei 
nel  modo  aegnente  : 

[«.  +  bi){h  +  hi)\{{a~hi){k-ki,\. 


\  2."  —  Bsppreseatazlone  geometrica  del  namerl  compleMl. 


809.  Nella  geometria  analitica  del  piano  la  posizione  di  un  pun- 
to F  viene  rappresentata  ordinariamente 
dalle  distanze  di  esso  pnnto  da  due  assi 
OX  ed  OY  fra  loro  perpendicolari. 

Il  numero  clie  in  valore  assoluto  mt- 
snra  la  distanza  PP'  dall'asse  delle  y  si 
chiama  ascissa  e  si  assume  come  posiiivo 
0  come  negativo  secondochè  il  punto  P 
trovasi  a  destra  ovvero  a  sinistra  del- 
l' asse  OY.  ,..  ^ 

Similmente  si  chiama  ordinata   il   nn-  | 

mero  che  misura  in    valore    assoluto   la 

distanza  PP''  dall'  asse  delle  x  preso  positivamente  o  negativa- 
mente secondochè  il  punto  P  cade  al  disopra  o  al  disotto  di  detto 
asse. 

Questi  dae  numeri  sono  sempre  reali;  quindi  ad  ogni  punto  del 
piano  corrispondono  sempre  dae  numeri  reali  a  e  6.  Ma  a  due  nu- 
meri reali  a  e  b  corrisponde  sempre  uu  solo  numero  complesso 
n  +  M;  dunque  è  naturale  far  corrispondere  al  punto  del  piano 
tdi  ascissa  a  ed  ordinata  b)  il  numero  complesso  a  +  bi;  poiché 
allora,  reciprocamente,  ad  ogni  numero  cQjnplesso  corrisponderà 
nel  piano  un  punto  ed  uno  soltanto.  Il  punto  del  piiino,  che  rap- 
presenta in  tal  modo  geometricamente  un  numero  complesso  dato, 
si  dice  imagine  o  indica  di  <)iiel  numero  complesso.  Si  lia  cosi  la 
rappresentazione  geometrica  più  semplice  (detta  rapprenentazione 
di  Gauss)  dei  numeri  compIesBÌ  mediante  t  punti  di  un  piano.  In 
particolare  si  vede  che  i  numeri  reali  (cioè  i  numeri  complessi 
a-i-bi  in  cui  6=0)  Bono  rappresentati  dai  punti  dell'asse  OX;  e 
precisamente  dai  punti  che  stanno  a  destra  o  a  sinistra  dell' orl- 
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gine  delle  coordinate,  secoDdocbè  Jl  numero  reale,  che  si  consi- 
dera, sia  positivo  o  negativo.  Si  vede  similmente  che  i  numeri 
puramente  imaginarii  (cioè  1  numeri  complessi  a  +  bf  in  cui  a  =0) 
sono  rappresentati  dai  punti  dell'  asse  OT. 

Se  col  centro  nell'origine,  e 
con  un  raggio  eguale  ai  seg- 
mento che  si  assume  come  n- 
nitft  di  misura,  si  descriva  nn 
cerchio,  questo  incontrerà  ordi- 
natamente i  due  assi  positivi 
OX ,  OT  e  i  due  assi  negativi 
in  quattro  punti  Qo  r  Q|  t  Qt  > 
Qg ,  i  qaali  rappresentano  geo- 
metricamente le  quattro  prime 
potenze  del  numero  i': 


1  .». 


-1  >  - 


810.  Dati  due  numeri  compiessi  a  -f  In  ed  a'  +  b'i ,  i  cui  indici 
nel  piano  siano  i  ponti  P  e  P',  vediamo  come  si  possa  costmire 
geometricamente  lì  punto  F"  che  rappresenta  il  numero  somma 
dei  dae  dati,  cioè  il  numero  complesso  : 

(a  +  a*) -l- (6  +  6>*.  0/ 

Congiunta  l'orìgine  0  con  P  e  con  P',  attribuiamo  ai  due  seg- 
menti OP  ed  OP'  la  direzione  indicata  dalle  fì-eccie  nella  Agora 
qui  sotto  ;  conduciamo  quindi  da  P  un  segmento  di  retta  PP" 
equipollente  (cioè  parallelo,  della  stessa  lunghezza  e  direzione)  al 


y 

/*'" 

xP'            /^     i 

/Vf 

0 

M'      M           M" 

segmento  OP'.  Dico  che  il  punto  P"  cosi  ottenuto  è  precisamente 
l'indice  del  numero  complesso  (1).  Per  dimostrare  ciò ,  basterà 
verificare  che  1'  ascissa  di  P"  è  ugnale  ad  a  -t-  o',  cioè  alla  somma 
dell'  ascissa  di  P  e  dì  quella  dì  P',  e  similmente  per  le  ordinate.  In 
eifetto,  partendo  dal  principio  che  due  segmenti  equipollenti  hanno 
proiezioni  eguati,  si  vede  subito  dalla  figura  che  il  segmento  MM" 
proiezione  Bull'aase  delle  a:  del  segmento  PP'' sarà  eguale  al  se- 
mento DM'  proiezione  (cioè  ascissa)  del  segmento  OP'.  Pertan» 
il  segmento  OM" ,  che  è  l' ascissa  di  P",  è  precisamente  uguale 
ad  OM -1- HM",  cioè  appunto  alla  ascissa  di  P  aumentata  dell'a- 
scissa di  P'.   Dimostrttzione  affatto  identica  vale  per  le  ordinare. 
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811.  Imaginando  attribuite  ai  segmenti  OF  ,  Of  le  dirszìoni 
indicate  sopra,  poseiarao  dare  alla  somma  de)  numeri  complessi 
rappresentati  da  P  e  P'  la  seguente  interpretazione  meccanica. 
Coaginngendo    1'  origine    col 

pQDto  P"  ed  attribuendo  al 
segmento  OP",  come  già  ai 
segmenti  OP  ed  OP',  la  dire- 
zione da  0  verso  P",  si  vede, 
paragonando  la  nostra  figura 
colla  nota  costruzione  del  pa- 
rallelogramma delle  forze, che 
il  se^^mento  OP"  rappresen- 
terà in  grandezza  (intensità) 
e  direzione  la  risultante  delle 
due  forze  rappresentate  in 
grandezza  e  direzione  dai  seg- 
menti  OP  ed   OP'. 

812.  È  facile  ora  dedurre  la  regola  per  costruire  geometrica- 
mente il  punto  somma  di  un  numero  qualunque  di  nnmert  com- 
plessi dati. 

Siano  p.  es.  P,  P',  P",  P'"  i  punti  olle  rappresentano  i  numeri 


complessi  dei  quali  si  cerea  la  somma.  Si  congiunga  l'origine  0 
coi  punti  P,  P',  P",  P"'  e  si  dia  ai  segmenti  OP,  OP',  OP",  OP"' 
il  senso  da  0  verso  i  punti  stessi.  Si  comincerà  allora  dal  fare  la 
somma  di  P  e  di  P'  nei  modo  spiegato  sopra;  si  otterrà  cosi  un 
punto  Q',  dal  quale  conducendo  un  segmento  Q'Q"  equipollente 
ad  OP"  si  avrà  poi  il  punto  Q"  somma  di  P  di  P'  e  di  P".  Som- 
mando finalmente  Q"  con  P'",  cioè  conducendo  da  Q"  un  segmento 
Q"Q"'  equipollente  ad  OP'",  si  otterrà  il  punto  Q'"  somma  dì  P, 
P',  P",  P'". 

Vediamo  cosi  che  il  segmento  OQ'"  inteso  nella  direzione  da  O 
verso  Q'",  rappresenta  in  intensità  e  direzione  la  risultante  delle 
forze  applicate  al  punto  O  e  rappresentate  risp.  dai  segmenti  OP, 
OP',  OP",  OP'". 

8lj).  II  modulo  di  un  numero  complesso  è  rappresentato  geo- 
metricamente dalla  distanza  fra  1'  origine  ed  il  punto  ìndice  del 
numero  complesso. 

Càtki^i.  —  Iiiituiioni  di  analiti  algabriea,  3.*   adii.  55 
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Infatti,  se  Q  sia  il  piede  della  perpendicolare  abbassata  aoll'asse 
delle  X  dal  punto  F  indice  di  un  certo  namero  complesso  a  +  U, 
i  dne  cateti  OQ  e  QP  del  triangolo 
rettangolo  OPQ  saranno  misurati  rì- 
spettivamente  dai  oameri  a  e  6;  quin- 
di l' ipotenusa  OP,  la  cai  misura  sia 
il  numero  positivo  r,  avrà  il  sno  qua- 
drato misurato  da 

r»  =  a*  +  &! 


r  =  Va'  +  b*  =  mod(a  +  W), 

e.  d.  d. 

14.  Richiamando  la  costruzione  sopra  indicata   del   punto  F" 
che  rappresenta  la  somma  dei  due  numeri 
complessi  a-^  bi,  ed  a'  +  b'i ,   ì    cui   iadici 
I  p"  siano  i  punti  P  e  F',  e  indicando  con  r, 

'      "  isure  dei  lati  OP,  PF"  ed  OP" 

del  triangolo  OFF",  ai  vede,  per  l'articolo 
te  che  : 


y 

p 


r  =  mod(a  +  W) 
r'  =  mod{a'+ft'0 
r"=  modj(a  +  hi)  +  {a'  -(■  b*i)\. 

Quindi  fra  i  modali  r  ed  r'  di  due  numeri  complessi  ed  il  mo- 
dulo r"  della  loro  somma  debbono  intercedere  le  stesse  relazioni 
di  grandezza  che  hanno  luogo  fra  i  tre  lati  di  un  triangolo. 

Dunque,  poiché  in  un  triangolo  qualunque  un  lato  è  sempre  com- 
preso fra  la  somma  e  la  differenza  degli  altri  due,  si  avrà  : 

/'^r-f-r'  ,  r"5r'-j-" 

delle  quali  disuguaglianze  la  secenda  va  intesa  in  valore  assoluto. 

Si  noti  che  il  caso  dell'uguaglianza  si  presenta  soltanto  quando 
i  tre  punti  0,  P,  P'  stanno  in  linea  retta,  cioè  qaando  OFF"  cessa 
di  essere  un  vero  triangolo. 

Avremo  spesso  occasione  di  richiamare  la  prima  di  queste  due 
diseguaglianze,  la  quale  ci  dice  c\\q  il  modalo  della  eomiaa  di  dne 
numeri  completi  è  sempre  minore  {o  al  più,  eguale)  della  somma 
dei  loro  moduli. 

Più  generalmente  sì  ha  che  il  modulo  delta  somma  di  quanti 
ti  vogliano  numeri  complessi  non  può  mai  superare  la  somma  dei 
rispettivi  loro  moduli. 

Infatti,  per  ciù  che  precede,  si  ha  : 

mod[P  +  P'  +  P"]  =  mod[tP  +  P')  +  F"]  ?  mod(F  +  P'j  +  modP". 
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Ma,  sempre  per  la  proprietà  stessa,  si  ha: 
inod(P  4  P')  ^  modP  +  modi", 
onde  si  conclude  a  fortìori  : 

raod(P  +  P'  +  P"j  S  modP  +  modP'  +  modP" 
e  cosi  via. 


1.  I  pvnti  indÌDi  di  dua  nameri  complessi  coningsti  sono  aitaftti  sim- 
ili a  tri  e  amen  te  rispetto  all'asse  dalle  X  ;  i  punti  indici  di  due  numeri  eom- 
pleesi  eguali  ma  di  segno  contrario  sono  situati  simmetrie  amenta  rispetto 

2.  Costruire  il  punto  che 
plessi  dati  a  +  hi  ed  a  +  ii, 
somma,  cioè  considerando  che: 

(o  +  M)-(a'  +  Vi)  =  (o  +  ti)  +  [-  (o-  +  ft'i)]. 

8.  Dimostrare  che  il  modulo  della  differenza  fra  due  numeri  complessi 
è  dato  geometricamente  dalla  distanEa  dei  due  punti  che  li  rapprasentano. 

4.  Dimostrare  algebricamente  il  teorema  dell'art.  811,  verificando  la  di- 
segaaglianaa  : 


\'Ca  +  oy +  (6  +  6')'<^/a"  +  6'+^/o'»+■  h 


i  Z."  —  Porms  trtgonometrloa  di  un  numero  compleiso. 


*-X 


816.  Per  individuare  la  posizione  di  an  panto  P  nel  piano  XT 
si  paò  far  uso,  anziché  delle  coor- 
dinate cartesiane  a  e  b  considerate 
precedentemente ,  delle  coordinate 
uosl  dette ^ofart,  cioè  della  distanza, 
misurata  da  un  numero  positivo  che 
indicberemo  con  r,  del  punto  P  dal- 
l'origine 0  e  dell'angolo,  che  indi- 
cheremo con  7,  formato  dalla  dire- 
zione OP  (il  cui  senso  si  intenderà 
sempre  contato  partendo  dall'origine 
e  mnovendosi  verso  il  punto  P  come 
è  denotato  nella  flgtira  dalla  frec- 
cia) colla  direzione  positiva  OX  del-  , 
r  asse  delle  x.  Per  angolo  <f  s' intende  quel  numero  che  misura 
r  arco  QP'  intercetto,  sulla  circonferenza  di  raggio  1  avente  il 
centro  In  0,  fra  il  punto  Q  delta  figura  ed  il  punto  P'  nel  quale 
la  direzione  OP  incontra  la  detta  circonferenza. 

Più  precisamente,  se  si  immagini  un  mobile  il  quale  partendo 
dal  punto  Q  e  muovendosi  sempre  nello  stesso  senso  lungo  la  cir- 
conferenza si  arresti  nel  punto  P'  (o  al  primo  incontro  o  dopo  un 
numero  qualunque  di  giri  dell'intera  circonferenza),  si  intenderà 
per  angolo  7  quel  numero  che  misura   la   lunghezza   dell'  intero 


iceyGoOt^lc 


—  436   - 

Arco  percorso^  prendendo  come  nnità  di  misura  il  raggio,  preso 
positivamente  o  negativameDle  eecoiidochfe  il  mobile  abbia  per- 
corso la  circonferenza  nel  senso  indicato  dalla  freccia  nella  Sgoni 
precedente  ovvero  nel  senso  opposto.  L'angolo  9  cosi  definito  non 
è  dunque  nn  numero  perfettamente  determinato;  bensì  esso  è  per- 
fettamente determinato  a  meno  di  un  multiplo  intero  positivo  0 
negativo  di  numero  2k,  che  esprime  la  misura  della  circonferenza 
di  raggio  eguale  all'unità. 

816.  In  trigonometria  si  chiamano  seno  e  coseno  dell'angolo  9, 
e  si  indicano  rlsp.  con  ein^  e  cos?,  l'ordinata  e  l'aBcìssa  del  ponto 
P'  nel  qnale  la  direzione  OP,  che  forma  con  OX  l'angolo  9,  in- 
contra la  circonferenza  di  raggio  1. 

Poiché  ora  i  due  punti  P  e  P'  si  trovano  sempre  dalla  steiia 
parte  rispetto  all'origine  0,  è  chiaro  che  le  loro  ascisse  (e  cosile 
loro  ordinate)  saranno  sempre  dello  stessa  segno  qualunque  sia  la 
posizione  del  punto  P  nel  piano.  Per  conseguenza,  detto  a+bi  il 
numero  complesso  che  ha  per  indice  il  punto  P,  i   rapporti: 

.^ ,  è-.  Pi 


sono  sempre  numeri  positivi. 

Intanto,  se  M  ed  M'  sono  i  piedi  delie  perpendicolari  abbassate 
da  P  e  P'  sali' asse  delle  X,  si  ha  evidentemente: 

g        OM  6    _  MP 

co6(f  ~  OM'    '     sinip  ~  M'P'' 

Ma,  per  la  similitudine  dei  due  triangoli   OM'P'cd  OMP,  si  ha: 


OM 
OM'' 


MP       OP 


"M'P 
Sarft  dunque  : 


"OP'' 


eoa?      sin^      OP       1 

detto  r  il  numero  positivo  che 
misura  OP,  e  queste  ugnagiiau- 
ze  saranno  sempre  soddisfatte 
anche  per  riguardo  ai  segni  di 
a,  b,  C0S9,  sin?,  essendo  ì  due 
rapporti  (1)  sempre  positivi, 
come  si  è  osservato  poco  fa, 
sizione  di  P  nel  piano.  Dalle  (2)  si  deduce  ora: 

(3) 


rcos^  , 


rsin?, 


che  ha  per  indice  il  punto  P,  può  dunque 


;yG00glC 


0  meglio  : 

<t  f  (li  -  licosf  +  i  sin?) 

dove  r  altro  non  è  che  il  modulo  del  naoiero  complesso  tV.  §  preo.) 
e  dove  9  è  un  certo  angolo  (un  numero  perfettamente  determinato 
a  meno  di  un  multiplo  intero  positivo  0  negativo  di  2i!)  che  chia- 
masi argomento  del  numero  complesso. 

817.  Le  formolo  (3)  ci  danno  il  modo  di  ciilcolare  i  valori  dì 
a  e  di  b ,  quando  siano  dati  i  valori  di  r  e  9.  Reciprocamente, 
dati  a  e  b,  per  calcolare  r  e  9  ai  osservi  primieramente  che  si  ba: 

r  =  ^I^Tb^,  (4) 

onde  sostituendo  ciò  nelle  (3)  si  avrà  poi  : 

a  b 

C0S3  =   rr^  ,   SÌ»9  =  -   ~--^^^.-  (5) 

\/a*  +  6=  ■       'Ja*  +  b* 

Queste  due  ultimo  formole  determinano  completamente  l'angolo 
;,  a  meno  di  un  multiplo  intero  di  2ic,  poiché  esiste  un  angolo  ? 
i7  cui  seno  e  coseno  prendono  certi  dite  valori  determinati. 

Notiamo  altresì  che  dallo  (5)  si  deduce  dividendo  la  seconda 
membro  a  membro  per  la  prima  : 

Questa  formola  non  determina  completamente  l'angolo  9,  poiché 
esistono  sempre  due  archi  che  hanno  una  stessa  tangente;  ma  sarA. 
poi  facile  vedere  quale  dei  due  debba  prenderai  osservando  i  se- 
gai che  debbono  avere  sin?  e  cos^,  i  quali  segni,  come  apparisce 
immediatamente  dalle  (5),  coincìdono  col  segni  di  a  e  di  b  rìsp. 

818.  //  prodotto  di  due  numeri  complessi  è  un  numero  com- 
pk»so  che  ha  per  modulo  il  prodotto  dei  moduli  e  per  argomento 
la  somma  degli  argomenti  dei  due  fattori. 

Cioè: 

[r(co3!f+i8Ìn5)]-[r'(co89'+i3Ìn9')]=n-'-[co8(9+9')-f-tBÌn(cp+tp')l.    (?) 

Eseguendo  il  prodotto  secondo  le  regole  già  esposte  sì  ha  in- 
fatti : 

r(co8!p  +  i8Ìnip)-r'(eos9'  +  isin^') 

=  rr'l(cos9oostp'  — ainosinf']  +  i[BÌn9C0H»'  +  sintf'cosip]!. 

Ma  dalla  trigonometria  si  ha  : 

cos?  coso'  —  sin?  sin?'  =  cos(9  +  9') 

sino  C0S9'  -§■  COS9  sin^'  =  3in(9  +  9')  , 

onde  si  ottiene  appunto  ia  forraola  (7). 

819.  Il  quoto  di  due  numeii  complessi  è   un  numero   complesso 


oz„cb/Goo<^\e 


le  ha  per  modulo  il  quoto  dei  moduli  e  per  argomento  la  difft- 
;nza  dei  due  argomenti.  Cioè  : 

WcoBffl  +  tBÌna^        r  ,  ,  , 

.■;co.,'t<sJó = 7 1»'"  -  ''' + •■'■■"  -  "1-    '" 

Infatti,  pel  teorema  precedente,  ai  ha  appnnto  : 

r'^coB?'  +  l'sln^p')-— ^  [co8(9  —  y'j  +  t8in(9  —  e')] 

=  r'--^-(co8|<p'  +  (9 - ?')!  +  isEn]?'  +  (9-  ?*)'] 
=  r-[co89  +  t'sin9]. 

620.  Dalla  regola  data  poco  fa  per  il  prodotto  di  dse  nameri 
implesBÌ  si  deduce  sabito  che  il  prodotto  di  quanti  si  vogliano 
umeri  compietti  è  un  numero  completso  che  ha  per  modulo  il 
rodotto  dei  moduli  e  per  argomento  la  lomma  degli  argomenti 
H  singoli  fattori. 

Consideriamo  infatti  II  prodotto  di  quattro   natneri   complessi: 

cos^  -f  l'sin?  ,  cos^i'  +  isin?' ,  costp"  +  isin?"  ,  cosa'"  +  i  ain?"' 

Bi  quali  per  semplicità  sapporremo  i  moduli  egaali  all'  unità. 
oltiplicando,  colla  regola  data  sopra,  il  primo  per  il  secondo, 
Hindi  il  risaltato  per  il  terzo,  e  cosi  via  otterremo  saccessiva- 
lente  : 

(co89+f8Ìn9)(co89'+Ì8Ìn9')(cos5"+»BÌii!p")(oo3^'"4tBÌn?"') 

={cosÌ<f-t-if'+<f")+iBia{;(+f'+>f")]{Q,OB(f"'U8inif"') 
=coB(f+e'  +  i}"+!}"')+Ìaììì'i?  +  <f'+if"+f"'i. 

621.  Se  nella  formola  : 

[co6?,  + 1 Bin?i][cosfj  +  ìbìd?,]  . . .  [co89„  +  (sia?„] 
=  cos{9,  +  9,  +  . . .  +  9„)  +  (  sin(9,  +?,  +  ...+?„) 

=  93  =  . . .  =  9„  =  9,  essa  ci  da  la  seguente  for- 

re  : 

[CO89  +  isin9]''  =  coB'n9  +  i  sia  ■(19.  i9) 

Questa  formota  non  vale  soltanto  per  n  intero  e   positivo,    ma 
nche  per  n  intero  e  negativo. 
Si  ha  infatti: 


nde  per  la  formola  (9)  : 

(COS9  +  isinor^s 


coS'n9  -1-  tein-R9' 


llZO^OyGOO'^IC 


Mr,  per  la  redola  data  all'  art.  819,  si  ha: 

:— : = .  .  ■    ■  =  cosfO  -  n«l  +  i8tn(0  -  nv) 

costt?  + 1  sinnip     cosnf  +  ision^ 

=  co8(—  nj)  +  J8in(-  n^), 

onde,  sostitnendo  ciò  ìd  (10),  si  conclude  appunto  : 

lcos9  +  tsin?l~"  =  co8(-n3)  +  tBÌn(— n?). 

Sarebbe  faori  di  luogo  resamìnare  qui  se  la  formola  (9)  possa 
Btissfstere  anche  per  valori  frazionarli  od  irrazionali  di  n  non  a- 
vendo  noi  finora  ancor  stabilito  che  cosa  debba  intendersi  per 
potenza  frazionaria  di  nn  nnmcro  complesso.  A  tale  oggetto  b  ne- 
cessario innanzi  tutto  di  ricercare  se,  dato  ad  arbitrio  nn  namero 
complesso  A,  esista  qualche  numero  complesso  che  elevato  alla 
potenza  n""*  riproduca  A,  cioè  se  e  quale  significato  possa  avere 

il  simbolo    Va  quando  A  è  un  numero  complesso. 
Di  Ciò  appunto  ci  occuperemo  nel  prossimo  §. 

Vota  ed  Eiaroisl- 

1.  Dalls  reicola  per  la  molti  pi  icaiione  di  dae  unmeri  completai  eotto 
forma  trigoiiometrioa  dednrra  la  costraiione  geometrioa  del  ponto  che 
rappresenta  il  prodotto  di  due  namerì  complessi  rappresentati  da  dae 
pnnti  dati. 

2.  Dedurre  dalla  formola  : 


ism?  +  isinm?  =  [coscp  +  isin?)'" 


cosm9=co8'"(p— (^)co8'^'(?sin*9  +  (  ^)cos'^*^3in*f+... 
Binmf  =mcoB""'!f  9in9— (  '?  Icos""*?  3in*9  -n  f  ™  Wos'""'^  sin*?  -H 
8.  Supposto  m  dispari,  si  consideri  l'equazione  del  grado  m  in  z  : 


-i  ! , 


SÌD<}l 


I" 

e  si  dimostri,  in  base  «Ila  nota  precedente,  che  essa  «  risolata  da  : 

,    4  .  4+2;:  .  4+4ic  .  ^+2(m-l)z 

x=SìQ-^i  a:=Bin"^-- ,  a^sin  , ... ,  3:-sin= —. 

m  m  m  m 

È  questo  ano  degli  esempi  più.  notevoli  di  risolnxione  di  eqoazioni  al- 
gArìdit  per  meuo  di  fondoni  tranendetUi. 
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-  Etadlol  del  nomerl  complessi. 


chi  an  numero  complesso,  cercare  la  VA 
lista,  un  altro  numero  complesso  B  che 
i  riproduca  il  numero  A.  Ora,  dato  il  com- 
sempre  ridurre  alla  forma  irigooometrlca: 

L  =  r{coBif  +  l'sin?)  (1) 

lero  complesso  B  ctie  risolva  il  problema 
poi  sempre  piM^ndere  sotto  la  forma  trigo- 

;  =  p(cosij*  +  .-sin<l-).  (2) 

lanqne  nel  cercare  se  e  come  si  possano 
p  ed  un  argomento  i]t  per  i  quali  si  abbia: 

B"  =  A,  (3) 

loivre  (V.  §  prec.) 

+  tsiun^)  =  r{coB^  +  l'sinij). 

di  due  numeri  complessi  ridotti  a  forma 
ario  e  snfflciente,  come  sappiamo,  cbe  essi 

e  cbe  l'argomento  dell'uno  sia  eguale  al- 
imentato di  un  multiplo  positivo  o  nega- 
ovrft  dunque  aversi  : 

Itero  qualunque  positivo  o  negativo;  onde; 

ne  formolo  determina  completamente  p; 
e  per  definizione  un  numero  reale  e  po- 

■e  per  \lr  ja  radice  h""  aritmetica,  cioè 
nero  r,  escludendo  quindi  le  altre  possi- 
le del  numero  r. 

l'eremo  d'ora  innanzi  r"  anziché  Vr- 
queste  espressioni  trovate  per  p  e  ^,  cod- 
jstbili  numeri  B,   clic   soddisfano  al  prò- 
a  ed  esclusivamente  dalla  formola: 

'"(cos +i8in  ^— —  1  (v 

\  7i  il        / 

lice  n'""  aritmetica   del  numero  reale  pò- 
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sìtivo  r  ed  in  cai  k  può  assamere  qualsiasi  valore  intero,  positivo 
Dollo  o  negativo. 

833.  Poictiè  nella  r4)  l'Intero  k  è  affatto  arbitrarlo,  sembrerebbe 
a  prima  vista  cbe  esistessero  inflniit  valori  di  B  che  soddisfano 
al  problema.  Noi  invece  dimostreremo  che  gV  Infiniti  valori  che 
cosi  si  ottengono,  si  riducono  soltanto  ad  n  fra  loro  distinti,  cioè 
che  ogni  numero  compleitù  ammette  precisamente  n  radici  enne- 
time  fra  loro  distinte. 

Di  fatti,  qualunque  eia  il  valore  attribuito  a  k,  esso  sar^  sempre 
uguale  ad  nn  multiplo  di  n,  cbe  indicheremo  con  Mn,  piti  un  certo 
namero  k',  resto  della  divisione  di  k  per  n,  il  quale,  essendo  più 
piccolo  di  n,  potrà  soltanto  avere  i  valori  0,  1,  2,  ...n— 1.  Sosti- 
taendo  allora  in  (4)  il  k  sotto  la  forma  k  =  Mn  -i-  k',  troviamo  per 
argomento  del  nnmero  B  l' angolo  : 

tp  +  2(M« -Hc-jit  ^<f  +  2k'K  ^  2^^ 
n  n 

e  la  (4)  diviene  : 

/9+2k'K        „„   \  /o-l-a&'ic      „„    \) 

il  U 1.  Ollfw  »  J.  .'ofn  l~-' -1-  9Mir   l>. 


H^^-»')-K- 


Ha,  essendo  H  un  namero  intero,  si  pai)  omettere  il  2Mi[,  per- 
chè il  seno  e  coseno  di  un  angolo  non  variano  se  all'  angolo  si 
aggiunga  un  namero  intero  di  circonferenze.   Resterà  dunque  : 


dove  f  pu6  assumere  soltanto  gli  n  valori  0,  1,  2 ...  (n-1);  onde 

si  avranno  al  piti  n  valori  distinti  di  B,  ossia  di  ^A. 

D'altra  parte  è  facile  riconoscere  che  gli  n  valori  che  cosi  si 
ottengono,  sono  tutti  distinti  fra  loro.  Supponiamo  infatti  che,  so- 
stituendo nella  (5)  In  luogo  di  jf  due  valori  particolari  k'  e  A:" 
(compresi  fta  0, 1, 2, ... ,  n-1),  trovassimo  per  B  due  valori  eguali: 

'-/      9-l-2ft'jc    .  .  9+2ft'i:\      -Jl/      9  +  2fc''it    .  .  i?  +  2fc"it\ 

r"  cosi -nsm^ 1  =  r"!  cos-        ■    --nsin I. 

Vn  n/\n  n/ 

In  tal  caso,  ai  dovrebbe  avere,  come  all'  art,  822  : 


d'onde,  moltiplicando  per  n,  riducendo  e  dividendo  quindi  per  2e, 
si  dedace  : 

k'-k"  =  ìin.  («) 

Ora,  essendo  k'  e  k"  entrambi  minori  di  n,   la   loro   differenza 
k'-k"  sarà  anche,  in  valore  assolalo,  minore  di  n,  e  per  conse- 
guenza l'eguaglianza  (a)  è  assurda,  poiché  un  namero  minore  di  n 
Cafslli.  —  ItCituxioiti  di  analiti  algebrica,  6.*  edii.  &6 
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non  pnò  essere  un  maltiplo  di  n,  salvo  it  caso  in  coi  il  namero 
sia  lo  zero;  in  questo  caso  perd  si  avrebbe  y-k"=0,  cioè  y=V 
contrariamente  all'ipotesi  fatta  che  k'  e  fc"  fossero  dae  valori  dif- 
ferenti dati  a  k.  Oli  n  valori  dati  dalla  formola  (5)  sono  donqae 
tatti  distioti.  Conclndiamo  dnnqne  che  ogni  numero  compitilo 
A  =  r(cos(f  +  i  sinf  )  ammette  precisamente  a  radici  n*"  fra  loro  di- 
tttnté,  che  ti  ricavano  dalla  formola  generale  : 

VA  =  r"l  co«^ +i»in~ I  (6) 

dando  a  k.  i  valori  0,  1,  2,  ...n  — 1. 
824.  Se  nella  formola  g^enerale  : 

facciamo  in  particolare  r  =  l,  7  =  0,  essa  ci  dà  l'espressione  ge- 
nerale delle  radici  n""  dell'  anità,  oiob  : 


Quindi,  per  la  regola  del  prodotto  di  dne  numeri  complessi  sotto 
la  forma  trigonometrica,  la  (7)  paò  anche  scriversi  : 

Vr(coBf  +  tsinf)  =  l_**f  cos-  -^  »8ln|)  1  ■  \'ì  i 

cioè:  le  n  radici  n"  di  unnumero  qualunque  ai  poa»ono  rieavan 
da  una  fra  eeee  moltiplicandola  lucceasivamente  per  le  radid 
n"'  di  1. 

825.  Importa  perciò  principalmente  di  saper  calcolare  le  n  ra- 
dici n""  di  1,  che  si  ottengono  dalla  eapreasione  generale  («)  dsopa 
a  it  i  valori  0,  1,  2, ...  n-l.  A  tale  oggetto  si  pnò  considerare  in- 
nanzi tutto  che  quell'espressione  pnò  anche  scriversi  per  la  for- 
mola di  Uoivre  come  segue  : 

VI  =  (cos— +  tsin  — )  ,    fc  =  0,  1,  2, ...  «-  1. 
\       n  n/  '    I    ' 

Cioè:  dopo  aver  calcolato  la  ^l  che  corrisponde  a  k  =  l,  ta- 
sterà elevare  successivamente  U  valore  così  ottenuto  aUe  poteiut 
1,  2,  3,  ...n— 1  per  ottenere  tutte  le  altre  radici  distinte  dell'uniti. 

626.  In  secondo  luogo  è  importante  di  osservare  che  :  se  mI- 
l'espressione  generale  (8)  si  sostituiscano  per  k  due  votorì  compia 
mentori  Vuno  dell'altro  rispetto  ad  n,  cioè  p.  et.:  k=h  ek=n--N 
le  due  radici  n*"  di  1,  cAe  cosi  si  ottengono,  sono  due  numerf  co»- 
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pieui  fra  loro  coniugati.  Si  ha  infatti  : 

2(f»-ft)iE      .   .  2(n-h)i[  /■  2Ait         \ 

COB •^~  +  t  Bin— i-=  cosi +  2it  1 

n  «  \       n  / 

+  i8inl h  2it  l  =  C08( I  +  f  8in( 1 

=  C08 1  sin — 

n  n 

dove  1'  ultima  espreBsione  è  appanto  il  namero  coniagato   al  na- 


vede  dnnqae  che  le  radici  n"*  compleate  dell'  unità  sono  fra  loro 
coniugate  a  due  a  due.  Oltre  alle  radici  n"**  complcBse  vi  sarà, 
se  n  6  dispari,  una  sola  radice  reale  (eguale  ad  1,  che  si  ottiene 
per  A;  =  0) ,  e  se  n  è  pari,  due  radici  reali ,  1'  una  eguale  a  + 1 , 
l'altra  a  -  1,  che  corrìspoDdono  ai  due  valori  dell'espresaiODC  (8) 

per  A;  =  0  e  Jt:  =  q  ■ 

827.  Ceui  particolari  per  »  =  1,  2,  3,  4. 

Per  »=1,  si  ha  una  sola  radice  1.*  dell'unità  che  ha  il  valore  1. 
Per  »  =  2,  BÌ  baoDO  due  radici  quadrate  dell'  unità,  che  hanno 
i  valori  +1  e  —  1. 
Per  n  =  3,  la  forinola  generale  (8)  dà  : 

',-  2fciu     ^  ,  2fcit         ,      „    .    „ 

Vi  =  ooB-^  +  i  ain—    ,    fc  =  0,  1,  2. 

Per  il:  =  0,  si  ha  il  valore  1  ;  per  k=l,  si  ha  11  valore  : 

1  ..<r3 


come  subito  si  vede  dall'  Iscrizione  del  triangolo  equilatero   nel 
cerchio  di  raggio  1. 

Por  4  =  2,  già  sappiamo  doversi  avere  il  valore  ooniogato  -- 

-4- 

Se  poniamo  per  brevità  : 

si  dovrà  avere  per  l' osservazione  fatta  all'  art.  825  : 
1      Vs      , 

•ome  infatti  si  pu6  subito  verificare. 
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Per  n  =  4,  la  forinola  generale  (6)  dà  : 

*-  2fcit      .  .  2Jtc  ^     «    ,    „    , 

Vl=0O8— -  + tain—     ,     it  =  0,  I,  2,  3, 

onde  si  trovaDO  immediatamente  i  valori  già  incontrati  : 

1  ,i,-l,-i. 

828.  SI  b  Tisto  sopra  (art.  825)  che  esiBte  sempre  almeno  nns 
radice  n""  dell'anità  che  elevata  alle  potenze  snccessive  riprodace 
tntte  le  altre.  Ogni  radice  coBiCTatta  si  chiama  radice  h*"  primi- 
tiva dell'unità.  Ora  è  facile  riconoscere  che  le  radici  «■*  primi- 
tive di  1  sì  ottengono  dall'espressione  generale  delle  radici  n": 

-1.  {8) 

prendendo  per  k  tatti  i  numeri  interi  inferiori  ad  n  e  primi  con  n 
(quindi  in  particolare  k=i,  ìa  quanto  11  nomerò  1  sì  considera 
come  primo  con  ogni  altro  numero).  Invero,  se  k  ha  in  comnne 
con  n  un  divisore  6  diverso  da  1,  si  avrà  : 


2fcTC 


at\°  ZfcH      .  .  2ftB 

r)   =co8^-H8m— =  1, 


epperò  l'espressione  (8)  non  può  essere  tina  radice  primltìva,  poi- 
ché elevata  alle  successive  potenze  darebbe  al  più  t-  valori  dì- 
stinti.  Se  Invece  k  è  primo  con  n,  le  potenze  : 


/      2fci:      .  .  2ktY 

I  cos —  +  I  sm —  I  ,  p  =  0,  1,  2, . . 

V        n  n  /     ^       '    >    ' 

saranno  tntte  distìnte  ;  polcbè,  se  si  avesse  : 

2ftoi:      ,  .   2ifcpit  Sfcp'iu  . 


se  ne  dedurrebbe  : 

n  n 

essendo  M  un  Intero,  cio6  : 

fc(p  —  p')  =  Mn. 

Ma  ft  è  primo  con  n  ;  quindi  p  -  p'  dovrebbe  essere  divisibile 
per  n,  il  che  è  assurdo,  essendo  tale  differenza  Inferiore  ad  n  in 
valore  asBOluto. 

Dunque  ;  il  numero  delle  radici  n"'  primitive  dell'unità  è  uguali 
al  numero  dei  numeri  naturati  inferiori  ad  a  e  primi  con  n.  Questo 
numero  si  suole  indicare  nella  taoria.  dai  nuitaéri.  ooti,  ^n^. 
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L'espresaionB  di  cp(n)  si  trova  facilmante  dopo  aver  dimostrato 
che  se  n  =  ^-v,  dove  [i  e  v  sono  due  numeri  naturali  primi 
fra    loro ,  ^(n)  =  ip(n)  (p(v). 

839.  Per  dimostrare  ciò,  osserviamo  che,  detta  A  una  qnalsnque 
delle  radici  primitive  \t'"  di  1  e  B  una  qualDQqce  delle  sue  ra- 
dici primitive  v"*,  il  prodotto  À'^-B^  e!  rappresenta  tntte  le  radici 
a*"  di  1  facendo  variare  in  tutti  i  modi  possibili  l' esponente  a 
da  0  a  [t  —  1  e  1'  esponente  ^  da  0  a  v  -  1. 

Invero,  che  A^-B^  sia  radice  n""  di  1  bÌ  riconosce  immediata- 
mente, poicbè  A''  =  B*  =  1  e  quindi  : 

(A"-B^)'*  =  A*"'-B?"  =  (A'')"'(BV*=1. 

Beata  soltanto  a  dimostrare  che  i  )il-v  valori  di  A'B^  corriapon- 
deoti  al  |A-v  Bistemi  di  esponenti  a,  ^  sono  tatti  distinti,  e  ci  danno 
quindi  tutte  le  »  radici  di  1.  Supposto  infatti  che  si  avesse: 

A'B?  =  A"'bP'  , 

8e  ne  dedurrebbe,  elevando  alla  potenza  v  ed  osservando  che  B*=l: 

A''^=A"''  ,  onde  A''-"i^=I. 

Di  qui  segue,  essendo  A  radice  primitiva  {x""*  di  1,  che  l'espo- 
nente (a  —  a')v  dev'essere  un  multiplo  di  [i.  Ma  v  è  primo  con  |i  ; 
dunque  dev'essere  a  —  a'  divisibile  per  {"■  Ha  la  differenza  a  —  a' 
è  Inferiore  a  |x  ;  dunque  a=a'.  Similmente  si  proverebbe  che  &=^'. 

Poiché  le  potenze  A" ,  A  ,  A' , .  .  . ,  A''"'  non  sono  altro  che  le 
|i  radici  [jl*"  di  1  e  similmente  per  B*  ,  B  ,  .  . . ,  B*~',  veniamo  cosi 
ad  aver  dimostrato  che  : 

8e  n=  II.-V,  essendo  [i.  e  v  numeri  primi  fra  loro,  le  n  radici  n""' 
di  \.  si  poetano  ottenere  moltiplicando  una  qualunque  delie  {t  ra- 
daci [!.""  di  1  per  una  qualunque  delle  v  radici  v*". 

830.  Siano,  come  nel  teorema  precedente  : 

Aj  ,  A,  , .  .  . ,  A^i  ,  Bo  ,  B,  , . . . ,  B,_, 

risp.  le  radici  )t"^  e  v""  di  1.  È  importante  notare  che,  se  A,  b 
radice  (i"**  primitiva  e  Bj  è  del  pari  radice  v""*  primitiva,  il  pro- 
dotto Aj-Bj  sarà  radice  n'™  primitiva  di  1.  Supponiamo  infatti  che 
gì  avesse,  se  è  possibile,  per  0  e  0'  inferiori  ad  »  : 

A(»B/  =  Ai»'B/'. 

Elevando  i  due  membri  alla  potenza  v,  se  ne  dedtirrebbe,  poi- 
ché B/  =  1  : 

A/'-*t''  =  l. 

Poiché  A<  è  radice  primitiva  ji'",  dovrebbe  dunque  (9— 6>  es- 
acre un  mnltiplo  di  i*.  Ma  v  è  primo  eoo  |ì;  quindi  dev'essere 
0  —  ft'  divisibile  per  [*.  Similmente  si  dimostrerebbe  dover  essere 
0  —  6'  divisibile  per  v.  Il  numero  ù—fl',  essendo  divisibile  pei  nu- 
meri }t  e  V  cbe  sodo  primi  fra  loro,  sar&  dunque  anche  divisibile 
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pel  loro  prodotto,  cioè  per  n  ;  onde,  essendo  0  e  9'  infeiiorì  ad  n, 
bÌ  concladerà  come  sopra:  4  =  6'. 

Se  invece  A|  non  6  radice  |a™  primitiva,  ma  sia  p.  es.  A^'=A/' 
(essendo  [ji'  e  y."  entrambi  inferiori  a  ;i),  il  prodotto  A^Bj  non  pa6 
essere  radice  primitiva  n*",  poiché  ai  ha  allora  evidentemente  : 

(A,Bjr  =  (A,Bj)i'"'. 

CoDClndiamo  che:  se  n  =  ;t-v,  estendo  [l  «  v  primi  fra  loro,  si 
otterranno  senea  ripetizioni  tutte  le  radici  primitive  q""  di  1  tuoi 
tiplicando  una  qualunque  delle  radici  primitioe  li"*  per  una  qua- 
lunque delle  radici  primitive  v™*.  Dì  qui  segue  evidentemente 
come  corollario  che  f(n)  =  ?(tt,'?[v),  e.  d.  d. 

83t.  Be  p  è  nn  nomerò  primo,  tii  ha  evidentemente  9(p)=p-l, 
e  qnindi  tutte  te  radici  p"^  di  1  #ono  primitioe  aU^  infuori  di 
queBa  che  ha  il  valore  l.  Per  avere  poi  f(p'^)  basta  osservare  cho 
1  soli  nnmeri  che  non  superano  j>°  e  hanno  con  esso  an  divisore 
comune  sono  : 

p,2p,3p,...,p»-'-p 
cioè  in  numero  di  p''*,  e  che  per  consepaenza  il  numero  di  quelli 
inferiori  a  p'  e  primi  con  esso  è  dato  da  p^-p*~K  Si  ha  duaqne: 

,(j,")=j,«_j,— =,'(l-i).  (9) 

83S.  Sia  ora  n  =  p*-q^-rl  ...  un  numero  intero  qualunque  de- 
composto nei  suoi  fattori  primi  distinti  p  ,  q  ,  r  , . . ,  .  Per  quanto 
si  è  dimostrato  dev'  essere  : 

^n)  =  ¥(p")¥(3*-r-'...) 
giacché  p*  è  primo  con  q^-r^  ....  Similmente  : 

9(2».rT...)  =  sVrT...) 
Si  coDOlude  dunque  evidentemente  : 

9(»)  =  if(p»)f(g'l'Mr'()... 
cioè  per  la  (9): 

„.,-»(.-l)(.-i)(.-l)....  (10) 

Vote  ed  S«evoiiL 

1.  L«  n  rkdioi  »"<  di  I  hanno  per  indici  nel  piano  gli  %  ponti  di  divi- 
■ione  in  parti  sfcuoli  della  «irconferensa  ohe  ha  per  oentro  l'origine  della 
coordinate;  «aanmendoai  come  primo  pnnto  di  di*ieione  l'origine  d(«U 
archi. 

2.  Dimoatrare  ohe  la  ■omma  delle  n  radici  n"*  dell'  nnità  6  ugnale  a 
■ero,  Booettaato  il  caso  di  w  =  1,  e  dedarne,  in  baae  all' ìntorpretaaion* 
geometrica  data  nell'  aeeroitio  precedente,  il  Begnanta  teorema  di  geome- 
tria del  piano:  m  «hm  eire«r^rrafa  rì  divìdo  m  &  porti  tguali  a  qmimii  *• 
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tiri  par  il  eaUro  tata  rtUa  qtiiUmtqtii,  la  tomna  delle  diilan%t  da  gutita  rtUa 
dei  pmtti  di  divitiotu  ckt  eadonQ  a  dntra  della  retta  i  ttgiudt  aUa  tomma 
dtUt  ditlanM  dalla  ittita  ritta  dei  franti  di  diviitaite  c^  cadono  a  einiiira. 

5.  Dimostrare  che  le  5  ndioi  quinte  di  1  sono  date  da  1  e  dfti  quattro 
ntunerì  : 

co9^  +  i Bin^  =  j( %/6  -  1)  +  i\ ^loTaVS 

COB^ -  i 8Ìn^  =  1(^/6  _  1)  -  i^  \]w+2\/l 

coBy  + 1  Bin^=-^(V5  +  1)  +  i^\j  10-2^ 5 

^(V5  +  l)-*^\/lO-2V5 
4.  Ckloolare  per  n  =  2,  8,  4,  le  radio!  »"•  dei  nnm«ri  : 

6.  Etaendo  m  ed  o  interi  positivi  qiulanqae,  dimiMtrftr»  che  il  fimbolo 

VVA   hk  preoiaunente  gU  atexi  m»  eiKiiifioati  del  simbolo    ^A. 

9.  8i  n  =  pa.q?.rT  ,  .  .  i  im  intero  qualungiu  daeompoeto  nei  tuoi  /allori 
primi  dietimti  p,  q,  r,  .  .  .  ,  ItUte  h  radici  n«  di  1  «i  pattano  ottenere  moUi- 
pUt«ndo  u^a  qu^uiiqui  radice  (p")""  per  una  qualunque  radice  (qh**  ««e- 1 
U  du  ti  può  appunto  /are  in  n  modi  divini.  Si  otterranno  poi  eimilmenU 
tutu  le  radici  primitina  n"'  di  1  mollijifieaiido  uno  gualu»qu*  radice  primi- 
tiva (p*)"=  per  una  gualunqui  raditi  primitiva  (q?)~"  eec. 

<ÌQeati  duo  teoremi  sano  semplici  corollari  dei  doe  teoremi  dimostrati 
rìsp.  agli  articoli  829  e  B80. 

7.  Dimostrare  ohe  l'eepreasioDe  \/"  y/~  . . .  \'ì,  in  cui  le  estrasioni  di  ra- 
dice sono  in  numero  di  a,  dà  preoisamente,  qaatido  p  è  primo,  totte  e  sole 

P_ 
le  radici  prìmìtiTO  {j>")"«  di  1,  parche  al  pi  imo  radicale  ^l    non  si   at- 
tribQisca  il  valore  1. 

8.  8i  b  gik  osservato  mella  nota  8*  del  §  pree.)  oome  il  problema  della 
divisione  di  nn  arco  di  cerchio  qnalnnque  in  n  parti  eguali,  oondnca, 
per  n  disparì,  ad  nu'  equaiione  algebrica  del  grado  m  nell*  inoognita  x , 
della  forma: 

.|»(.-^)'^-(7)(.-..)%.+  (™)(,-a.)V.*,-.j=A 

la  anale  è  per  conseguonsa  riaolnbile  per  via  trascendente. 

_S  però  importante  di  notare  che  qnesta  atessa  equaiione  sì  può  anche 
ritolvirt  prr  radicali,  restando  cioè  nel  campo  puramente  algebrico,  me- 
diante la  formola  : 


la  qoale  da  praeisamente  le  m  solationi  cercato,   ■«   alla  interpretasione 
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\/l  -  A»  =  -  1, 

Per  dimostrare  tutto  ciò,  basterà  conni  derare  il  easu  in  cni  il  parametro 
arbitrario  A  ha  un  valore  reale,  non  anperiore  in  valore  asBolotu  all'uaiti, 
ed  estraendo  le  radici  m*"  scaennate  nella  (a),  nel  modo  spiegato  ìa  qne- 
)  l'identità  della  formola  (a;  colla  formola  : 


già  otteDuta  per  via  traaceudente. 

§  5.0  —  Limiti  e  a«iie  di  Dnmerl  oompleut. 

633.  Data  una  sacceBsione  indefinita  di  nameri  complessi  : 

(Il  +  6,i  ,  a,  +  6,i ,  o,  +  frgi  , .  .  . ,  a„  +  6„i , .  .  .  ,  (1) 

bI  dirà  che  a„  +  b^i  tende,  col  crescere  dell'indice  »   ail'inflnito, 
ad  nn  limite  finito  e  determinato  L  =  A  +  Bi,  qaando  si  abbia  : 

lÌma„  =  A  ,  lirafr,  =  B.  (2) 

Di  qnl  segno  evidentemente  : 

lim(A  -  a  J  =  0    ,    lim(B  -  6„)  =  0 
onde  anche  : 


lim  V(A -  o,)»  +  (B  -  b„)*  =  lira modl(A  +  Bi)  -  (o„  +  6„i)|  =  0  , 

cioè  dal  tendere  i  termini  della  saccessione  (1)  al  limite  A  -*■  Bi, 
col  crescere  di  n,  segue  cbe  il  modulo  della  differenza  fra  A+Bi 
ed  nn  termine  qualunque  diviene  piccolo  a  piacere  col  crescere 
dell'  indice  del  termine,  e  reciprocamente. 

La  definizione  di  limite  d!  una  successione  di  numeri  complessi 
è  dunque  perfettamente  analoga  a  quella  gi&  data  per  una  suc- 
cessione di  numeri  reali,  soltanto  cbe  alle  parole  valore  assoluto 
delta  differenza  si  devono  sostituire  le  parole  modulo  della  diffe- 
renza, ecc.  E  del  resto  il  modulo  di  nn  nnmero  comptusso  si 
chiama  anche  spesso  il  valore  assoluto  del  numero  complesso,  in 
accordo  col  fatto  che  il  modulo  di  un  numero  reale  (considerato 
come  caso  particolare  di  un  numero  complesso)  altro  non  è  che 
il  suo  valore  aitaoluio. 

834.  Se  si  abbia  ora  una  serie  infinita  a  termini  complessi  : 

(di  +  b,i)  +  (a,  +  6,0  +  (Oj  +  ftjt)  +  ...+  Ca„  +  &„»)+... , 

si  dirà,  con  definizione  affatto  analoga  a  quella  già  data  per  le 
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serie  a  tormlni  reali,  che  quetta  serie   è    convergente    ed  ha   per 
aomma  un  certo  numero  complesso  A  +  Bi,  quando  la  somma  S„ 
dei  primi  d  termini  della  serie  abbia  per  limite    A  -I-  Bi    col  ere- 
scere  infinitamente  dell'  indice  n. 
Poiché:    • 

S»=(«i+V)+  ■"  +K+M)=(«i+«»+  -  +a„ÌH\+l',+  ...  +b„)i, 
dire  che  : 


equivale  a  dire,  per  1'  art.  prec,  che  : 

lim{a,  +  a,  + ...  -1-  aj  =  A  ,  Iiin(6,  +  6,  +  ...  +  b„)  =  B  , 

cioè  che  le  due  serie  a  termini  reali  : 

a,  +  a,  +  a,  +  .  .  . ,        b, ,  b,  +  b,  +  .  . . 

sono  convergenti  ed  banco  rìsp.  per  somma  A  e  B.  Si  vede  dun- 
que che  affinchè  una  serie  a  termini  complessi  sia  convergente,  è 
necessario  e  sufficiente  che  sia  convergente  la  seHe  formata  dalle 
parti  reali  e  la  ferie  formata  dai  coefficienti  delle  parti  imagi- 
narie. 

Be  modS„  diventi  più  grande  di  ogni  quantità  assegnabile  col 
crescere  dell'indice  n,  si  dirà  invece  che  la  serie  è  divergente. 

In  ogni  altro  caso  si  dlr&  indeterminata. 

835.  Se  in  luogo  di  una  serie  data  : 

(ai  +  b,i)  +  (a,  +  b,i)  +  (a,  +  b,i)  +  . . . 

ai  consideri  la  serie  formata  dai  valori  assoluti  dei  termini  : 

mod{&i  +  hjl)  +  mod(a,  +  b^i)  +  mod(ag  +  bgi)  +  .  . .  , 

e  quest'ultima  si  trovi  essere  convergente,  sarà  convergente  anche 
lai   ■ 


■>}a*  +  fti»  +  VV+V  +  V"»*  +  ^8*  +  - 
cbe  è  una  serie  a  termini  reali  tutti  positivi,  sia  convergente,   a 
fortiori  saranno  convergenti  le  serie  a  termini  positivi  più  piccoli: 

\'a7  +  ^  V  +  ^'V  +  ■  ■  • 

e 

td  a  fortiori  ancora  le  due  serie  a  termini  reali  : 
ai  +  at  +  a^+  .  .  . 

6i  +  &j  +  6,  +  . . . 
Caphlli.  —  Itlitmtiomi  di  analiii  algebrica,  S.'  adii. 


(«) 
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i  cni  termini  non  possono  differire  che  per  il  segno  dai  termiot 
corrispondenti,  tutti  positivi,  delle  due  serie  precedenti  (art.6i7, 
corollario). 

Ora  la  convergenza  delle  dne  serie  (a)  esprime  appunto,  per 
r  art.  prec,  la  convergenza  della  serie  proposta  :     * 

(a,  +  fcii)  +  (a,  -t-  6jO  +  (o,  +  6sO  + 

836.  Notiamo  a  scanso  di  equivoco  che  la  reciproca  della  pro- 
posizione precedente  non  è  vera  in  generate,  poiché  una  serie  8 
termini  complessi  può  invece  esaere  convergente  senaa  che  sia  con- 
vergente la  serie  formata  dai  modali  dei  suoi  termini. 

In  analisi  però  hanno  specialmente  importanza  quelle  serie  che 
si  conservano  convergenti  anche  quando  in  luogo  dei  singoli  ter- 
mini si  prendano  i  loro  moduli.  A  tutte  lo  serie  che  godono  di 
questa  proprietà  si  è  dato  il  nome  di  serie  ataolutamente  conver- 
genti. 

837.  Cosi,  per  fermarci  sa  di  tin  esempio  importante,  la  ttrii 
etponensiale  : 

X        X*        x' 

'^U  +  Ll-^il*- 

è  assolutamente  convergente  qualunque  aia  il  valore,  reale  o  com- 
plesso, che  si  dia  alla  x.  Infatti  la  corrispondente  serie  dei  moduli 

moda      (moda;)*     (modo:)' 

è  convergente,  per  quanto  gi&  si  6  dimostrato  (art.  635),  essendo 
modx'  un  numero  reale. 

838.  Teorema.  —  Se  le  due  serie  : 

U  =  ai-i-u,-(-Ug-f...    ,    V-v,  +  VJ  +  V3-1-... 
sono  assolutamente  convergenti,  la  serie  : 

StiiVj  =  a,Tj  +  UjVj  +  . . .  {!) 

ove  la  sommatoria  va  estesa  a  tutti  gli  infiniti  prodotti  u,-vy  da 
addizionarsi  in  un  ordine  fissato  ad  arbitrio,  è  del  pari  assoluta- 
mente convergente  ed  ha  per  somma  il  prodotto  UV, 
Invero,  per  la  supposta  convergenza  delle  serie  : 

0'  =  modui  +  modu,  -|- .  .  . ,    V  =  modw^  +  modv,  +  .  ■  ■, 
se  poniamo: 

modw„+i-f-modu„+,-i- ...  =e,  ,  modw„^,+modt»„+,+  ...  =ij„ ,    (2) 
si  ha: 

lime„  =  0  ,  liin»j„  =  0, 

e,   se  sì  sommano  le  uguaglianze  (2)  dopo    aver   moltiplicato  la 
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prima  per  V  e  la  aecoDda  per  U',  si  ottiene  : 

5inod(U(Wj)  +  2niod(wi«j)  <:  e„V'  4-  >ì^U'  (3) 

i<«  j>n 

dorè  la  prima  sommatoria  a'  intende  estesa  ad  un  nomerò  finito 
qaalnnqae  di  prodotti  WiVj ,  pel  qnali  sia  però  i>n,  e  analoga- 
mente per  la  aeconda. 

Indicando  ora  con  S,  la  somma  di  un  numero  qnalnnqae  di 
termini  consecniiTi  della  serie  (1),  che  sia  però  abbastanza  grande 
perchè  trs,  essi  si  trovino  compresi  tutti  quei  prodotti  UfVj ,  nei 
quali  i  ed  j  sono  entrambi  <  n,  si  può  scrivere  : 

2n  =  («1  +  %  +  -  +  «J{"l  +  »l  +  -  +  f  „)  +  T^  (■!) 

dove  T„  si  compone  soltanto  di  termini  che    poesono   includersi 
nell'  una  o  nell'  altra  delle  due  sommatone  (3). 
Si  avrJt  dunque  per  la  (3)  : 

m^T„  <  e,V'  +  i]„U',   ■ 

cosicché  dalla  (4)  segne  manifestamente  : 

llm  5„  =  lim(u,  +  M»  +  ...  +  «„)  liravw,  +  «,  +  ...  +  « J  =  TJV  , 

e.  d.  d. 

La  serie  (1)  è  poi  assolutamente  convergente,  giacché  la  serie 
dei  moduli  dei  buoi  termini  non  b  che  la  serie  dedotta  da  IT'  e  V 
nello  stesso  modo  con  cui  la  (1)  é  dedotta  da  U  e  V. 

839.  Corollario.  —  Ogni  serie  aiaolutamente  convergente  con- 
terva  la  convergenza  ed  il  suo  valore  comunqtie  si  alteri  l'ordine 
dei  suoi  termini. 

Se  U  =  «,  +  t(j  +  ...  fi  la  serie  primitiva,  e  si  prenda  per  V  la 
serie  1  +  0  +  0  +  0+...,  la  serie  (1)  si  ridurrà  infatti,  evidente- 
mente alla  stessa  serie  u,  +  u,  +  ■  .  .  ;  con  questo  però  ohe  i  saoi 
termini  si  troveranno  ora  disposti  In  un  ordine,  che  potrà  esBere 
fissato  ad  arbitrio. 

E  per  quanto  si  6  dimoBtrato,  la  serie  (1)  sarà  ancora  conver- 
gente, ed  avrà  per  valore  il  prodotto  UV  =  U. 

Ifote  ad  Easroìsi. 


1.  Tbobima  di  Duichlcv.  —  Affiaehì  uno  lerit  : 

(ai  +  b,l)  +  (a,  +  b,i)  +  . . . 

tia  omBergnttt  iiniip6ndttU»Mtnle  daU'ordin»  dei  ntoi  lermini, 
luffieienle  ehi  ita  eonvtrg»iUe  la  ieri*  dei  moduli: 

i/ai»+bi»+Va,«  +  b,*  +  ....  (2) 

Far  dimoatTkre  queito  teorema  (  obe  ooinoide  in  parte  eon  qusllo  àtH- 
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r  art.  689)  bftet»  osservare  in  primo  luogo  che  affinchè  U  (1)  «ia  conver- 
gente indipendentementa  dall'ordine  dei  termini  è,  evi  don  tomento,  nec«*- 
Bario  e  anfflciente  che  sikno  tali  le  due  serie  : 

ai+a,  +  ag+...     ,    b^  +  b,  +  bf+  .  .  .  , 

ciuè  (pg.  Sto,  Nota  7*)  che  siano  convergenti  le  dne  serie: 

l«il  +  l<>.l  +  W  +  ---     .     |6,I  +  N+|I>.I+---.  (31 

Ha,  se  sono  convergenti  le  (S),  lo  6  anche  la  serie  : 

(Ia,l  +  IM)  +  (K1  +  IM)+--- 

B  qnindi  B  maggior  ragione  la  (2),  che  ha  i  termini  corrispondenti  pia 
piccoli.  Becìprocamente,  dalla  convergensa  della  (2)  segue,  precisamente 
come  nella  dimoatraiione  fatta  all'  art.  885,  la  convergeoEa  delle  (S).  Il 
teorema  si  trova  cosi  dimostrato, 

2.  11  teorema  dell'  art.  8S8  trova  un'  importante  applioaaìona  nella  ri- 
cerca del  valore  della  serie,  cosi  detta  binomiata  : 

rtx,  »)  =  ! +(»)«  +  (»j«>+...  (.) 

la  qnale  è  assolatamente  convergente,  coroanqae  si  scelga  il  valore  di  jr, 
purché  il  roodolo  di  *  sia  inferiore  all'unità,  come  si  riconoscerà  imme- 
diatamente applicando  alla  serie  dei  moduli  il  criterio  del  rapporto  (arti- 
colo 681). 

Nell'ipotesi  di  moda:  <  1,  potremo  infatti  scrivere,  eseguendo  il  prodotto 
delle  due  serie  /(x,  y)  ed  /{«,  y)  corrispondenti  a  due  valori  qualisiTC- 
gliano,  reali  o  complessi,  di  y,  ed  ordinando  i  termini  del  prodotto  le- 
oondo  le  potense  crescenti  di  x  : 

cioà  anche  (ofr.  art.  498)  : 
Prendendo  y'  =  —  y,  si  deduce  di  qnl,  poiché  /(x  ,  0)  =  1  : 

«-»)  =  [«!«»-'  H 

ed  applicando  la  (P)  più  volte  di  seguito,  ne  segue  evidentemente  qaaluB- 
que  sia  l'intero  positivo  q  ; 

Ciò  posto,  se  j)  e  g  sono  dne  interi  positivi,  si  ha  primieramente,  pw 
il  teorema  del  binomio: 

Act,),)  =  i  +  (f)«+  (!)»■+  . . .  +  (^^«(i  +  ,)' 
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e  prendeDdo  poi,  nella  (S),  s  =  -  : 


Qaeatk  stessa  pToprietà  si  estenderà  poi  anche  ai  valori  reali  i: 
nali  di  y,  considerandoli  come  limiti  di  namcri    ragionali  ;    onde   i 
i  che  la  eRnaftlianaa  : 


(1  +  »!)»=  !+(»)»!+  (»)«■  +  . 


à  TBlida,  per  mod«<l,  qnalnaqae  aia  il  valore  dell'eapononta  reale  y. 

3.  Detta  R      la  somma  dei  p  termini  oonsecntivi  all'n"»  nella  eerie: 

a,w,  +  o,w,  V  «jMg  +  .  .  .  ,  (A) 

r      )a  somma  analoga  per  la  serie  ; 

«!+«(+«,+  ...  (B) 

e  p        la  corrispondente  somma  per  la  serie  a  termini  positivi  : 

mo<i(«i  —  «j)  +  mod{a,  —  «,)  +  mod{Og  +  «,)  +  ...,  (C) 

si  può  soriTere  evidentemente: 

^np  =  «ntp"«+P  +  ««+|i-l"n+I)-l  +  •  ■  ■  +  «»+l"»+I 

=  a„+^«^p  +  «,+p_,  +  . .  .  +  tt,^,) 

+  («n+p-1  -  «,+p)(«n+p-l  +  .  ■  .  +  tt„+l) 

+  .  ■  .  +  (a„ti  —  «»*i)«B*i 

=  «n+p'-np  +  (««+P-.  -  ««*p)^»  .  p-l  +  -  +  (»»M  -  ««+«)'■«  ,  1- 
Qnindi:  te  M^     i  i(  maitimo  fra  i  p  M«ai«ri: 

modr„,  ,  modr„( ,  ■ .  • ,  modr^p , 
TttodR^p  <  (p„  _  p_,  +■  moda„+p)M„p. 

4.  Da  questa  disngaaKlianse  discende  enbito  il: 

TioBKMA  DI  Abkl  :  St  tono  cannerijnift  {«  dut  »tri»  (B)  e  (C),  i  tottvtrgtitlt 
aneka  la  ieri»  (A). 

Si  noti  che  dalle  ipotesi  fatte  se^ne  ohe  modo^^p  si  mantiene  finito  co- 
Dmoque  crescano  *  e  p.  Si  pn6  scrivere  infatti  : 

««+p  =  «1  -  IO,  —  0,)  -  (a,  -  Oj)  —  ...  -  C«„+p,,  -  a„+p) 

U.g,t,zo.oyGoO'^lc 


moda„^.p  <  modoEi  +  mod(n,  -  a,)  +  inod(a,  —  «,)+. 

ò.  Prendendo  per  le  a,  ,  a,  ,  a,  ,  . 
noD  cresoenti,  dedarre  da  qnsHta  t( 
ciato  nel  Gap.  TU  (§  S",  NoU  &'). 

6.  Con  pari  facilità  si  dedurrà  d*  quella  stessa  dÌ8iif(DftK'ìi^B>  Ìl  teo> 
rema  di  JXriiAltl  : 

S<  i  eonvergenta  la  ttrìt  (C)  «  «e,  col  CTttetre  di  n  all'  infinito,  la  lomna 
n,  +  a,  +  .  .  .  H-  Un  **  mantiene  finita,  nel  mentre  che  a.  tende  «Uo  xtro,  antkt 
la  eerit  (A)  ì  eon'etrpenle. 

7.  81  dimostri,  come  caso  particotare  di  questo  teorema ,  che  :  te  la 
lomma  dà  primi  n  termini  dì  una  werie  it  mantient  finila  col  creicere  di  n 
all'infinito,  la  ferie,  le  non_i  g-'à^  convergente,  diverrà  tale  molliplieandont  i 
(armini  per  dei  numeri  «j  >  «,  >  a,  >  .  ■  ■  poeilivi  e  tendenti  al   limite  lere. 

§  6.°  —  Forma  eiponenilale  del  numeri  complessi.  Relulonl 
fra  le  fnDKlonl  trtgonometrlobe  e  le  fanslont  esponen- 
slall. 


810.  La  somma  della  serie  esponenziale,  che  si  è  già  notato 
(art.  837)  essereconvergente  per  tutti  i  valori  reali  o  compiessi  di  x, 
si  pnò  esprimere,  anche  per  i  valori  compiessi  di  x,  sotto  la  forma: 


Li    l?     U! 

giacché  la  dimostrazione  da  noi  data  (art.  638],  nell'ipotesi  che  z 
fosse  nn  nomerò  reale,  eegaita  senz'altro  a  valere  anche  nel  caso 
in  coi  X  sia  nn  numero  complesso. 

Ricordiamo  poi  che  pur  x  reale  si  era  altresì  stabilita  la  for- 
mola  : 

a;      a:'      x'  ... 

con  nna  dimostrazione  che,  a  differenza  della  precedente,  presup- 
pone essenzialmente  che  x  sia  reale.  E  del  resto  il  simbolo  e*  non 
avrebbe,  finora,  alcun  significato,  quando  l'esponente  x  fosse  tin 
unmero  complesso. 

Pertanto,  poiché  la  serie  che  sta  nel  secondo  membro  di  (2)  fi 
convergente,  qualunque  sia  il  valore  complesso  x  =  a  +  bi  che  si 
ponga  in  luogo  di  x,  è  naturale  di  dare  appunto  la  seguente  de- 
finizione : 

Dkf.  —  Per  e'°**''  t'intenderà  d'ora  innanzi  la  tomma  delia  te- 
rie  convergente  : 

.      (a  +  bi)  ^  (a  -^  bi)»  ^  (a-fbi)' 

È  chiaro  che,  posta  questa  definizione,  l'eguaglianza  (2)  si  poiri 
ritenore  valida  qualunque  sia  11  valore  reale  0  complesso  dell'e- 
sponente X. 
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841.  La  definizione  data  per  e",  quando  x  eia  dq  nnmero  com- 
plesso, non  Barebbe  però  di  alenila  utilità  pratica,  se  non  si  di- 
mostrasse che,  posta  questa  deflnizioiie,  seguiterà  a  snssistere  inal- 
terata la  regola  Tondamentale  per  gli  esponenti ,  espressa  dalla 
formola  : 

e«.«*  =  «''+J'  (3) 

qualanqne  siano  i  valori  reali  o  complessi  di  a;  e  di  y. 
Ciò  però  si  dimostra  facilmente.  Infatti,  poiché  : 


,'.,»=      l  +  i^  4- S,  +  ...-l  + 


)■(' 


), 


svilnppando  il  prodotto  delle  due  parentesi  colla  regola  ordinaria 
del  prodotto  di  dae  polinomi  e  indicando  con  w„  la  somma  di 
tatti  qaei  termini  del  prodotto  che  sono  di  grado  complessivo  n 
In  X  ed  y,  sì  avrà  (art.  838)  : 

e*-e*=  I  +  «J,  +«",  +  108+  .  .  .  +  to„  +  . .  .  (4) 

dove  : 


"'"- l»  +  |»--l'tl"'|n-2'|2  ■*■  ■•■*[!■  1»- 

H 

d'onde  (art.  216): 

L»«..  =  «-  +  (j)«-V+(2)«'-V  +  ---+y"  =  ( 

>+))", 

cosicché  : 

[n      ■ 

Sostitnendo  ciò  nella  (4)  viene  : 

...  =  ,. (^,(£-)%^V. 

•-, 

,».  e»  =  ««+», 
e.  d.  d. 

843.  La  funzione  esponenziale  e"  gode  della  proprietà  di  non 
annallarsi  per  alcnn  valore  finito  di  x.  Ammesso  infatti  che  fosse 
e*  =  0,  se  ne  dedurrebbe  qnalanqne  sia  x  : 

e"  =  e^»e"  =  0 
il  che  6  evidentemente  falso. 

843.  In  virtù  della  (1)  si  avrà  sostituendo  per  «un  imaginario 
poro  x  —  bi: 

lim  { 1  + 
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mimerò  complesso  1  +  —  sotto  la  forma  iri- 

1  +  —  =  r(coB<f  +  i  Bin<p),  (6) 

rere  per  la  formola  di  Moivre  : 
■**  =  lim-r*(coBn'p  +  isinq>) ,  (') 

ire  il  limite  del  secondo  membro  basterà  tro- 

tendono  risp.  il  modulo  r"  e  1'  argomento  n* 

inBnito. 

tanto:  


;he  m  crescerà  all'infÌDito,  si  ha  evidentemente: 

)Vw/  /IN"* 

=  lim'(l  +  — )    =e     (cfr.  alt.  639). 

ice  dunque,  poiché  lim  gJi  ~  ^  ' 


limr",  ci  resta  a  calcolare  il  lìmite   di    n^,  A 
riamo  che,  uguagliando  nella  (6)  le  parti  im«- 

rsin9  =  -  (IO) 
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cioè,  poiché  bì  ha  gik  limr  =  1  : 

iim  sin?  = 
e  per  consegnenza  : 


Ma,  per  nn  noto  teorema  di  trigonometi-ìa  (cfr.  p.  289,  Nota  S*), 
quando  nn  arco  <p  tende  a  zero,  il  rapporto  fra  l' arco  ed  il  suo 
seno  tende  all'tinit&;  quindi: 


Se  ora  scriviamo  la  (10)  come  segue  : 

8inf     . 

f 

e  consideriamo  che  si  è  trovato  : 

,.    sin« 
limr  =  1    ,      lim ~  1 , 

se  ne  deduce  evidentemente  : 

limnip  =  &,  (11} 

Sostituendo  dunque  nella  (7)  in  luogo  dì  r*  e  di  n<p  i  loro  li* 
miti  dati  dalle  (9)  ed  (11),  si  conclude: 

e"=C086  +  i8Ìn6.  (12) 

844.  Questa  formola  importantissima  ci  dà  il  significato  di  e''* 
notto  forma  finita.  MoltiplicandODe  entrambi  i  membri  per  e",  dove 
a  sia  un  numero  reale  qualunque,  se  ne  deduce  più  generalmente 
il  significato  sotto  forma  finita  di  e"'''*',  cioè: 

gO-rfri  _  gOfoOSi  +  ÌBÌn6)  , 

cioè:  «'"'*'  è  un  numero  complesso  che  ha  per  modulo  e"  e  per  ar- 
gomento b. 

Reciprocamente ,  è  chiaro  che  ad  ogni  numero  complesso 
r(cos'p  +  i  9in<p)  si  potrà  sempre  dare  la  forma  esponenziale  scri- 
vendo : 

r(co8v  +  i  sin?)  =  e       (cosip  +  i  sin»)  =  « 
dove  con  logr  s'intende  il  logaritmo  naturale  del  numero  positivo  r. 

845.  Se  alla  formola  (12)  : 

e*'  =  COS&  + tainb 
aggiungiamo  la  formola  : 

e~'"  =  co8Ìi  — isinfi 
Capblli.  —  Iitittttioni  di  aHalùi  algebrica,  S.'   udii .  58 
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che  se  ne  deduce  cambiando  b  in  —b,  otteniamo  dtu  relazioni 
che  ci  permettono  dì  esprimere  te  funzioni  trigonometrieke  fonda- 
tneiitali  sinh  e  co«b  per  mezzo  delle  esponenziali  e*'  ed  e~*'. 

Sommando  infatti  qneste  due  formole  membro  a  membro,  ov- 
vero sottraendole,  ne  deduciamo; 

e"'  +  C-"  e"'  -  e-" 

coBb= — - — ,  8Ìn6=  — — —  (13) 

che  sono  le  cosi  dette  formole  dì  Eulero. 

846.  Per  mezzo  di  queste  formole  fondamentali  l'intero  calcolo 
trigonometrico  bì  riconduce  a  calcolo  esponenziale  e  per  conse- 
guenza quaUiasi  formola  generale  trigonometrica  si  potrà  sempre 
stabilire  o  verificare  come  un'ordinaria  IdentitA  algebrica. 

A  schiarimento  del  metodo  da  tenersi  proponiamoci  p,  es.  di 
calcolare  la  somma  : 

cosip  +  cos2ip  +  . .  .  +  cosn? 

0,  che  è  lo  stesso,  ponendo  9  =  2^,  la  somma  : 

2oo82niJ'- 
A  tale  oggetto  partiamo  dall'  identità  algebrica  : 

Z =  a;»"  +  a;*'—"  +  a;""-»'  +  . . .  f  a-'i"-!)  +  «-*• 

a;  — a;"' 

=  (a:»"  +  x-»"}  +  (a:""-"  +  a:-""-')  +  .  .  .  +  {a:»  +  O  +  1- 

Sostituendo  in  quest'Identità  x  =  e*^,  si  avrà  Immediatamente,  in 
viriti  delle  formole  di  Eulero,  la  formola  notevole,  che  risolve  il 
problema  proposto  : 

847.  Dall'  eguaglianza  : 

cosar  +  i  sinx  =  e^^'  =  1+  .^  +  ~-  +..., 

U        L£ 

eguagliando  le  parti  reali  e  le  parti  imaginario  del  primo  e  terzo 
raiimbro,  si  deducono  poi  gli  sviluppi  in  serie: 

a:»      a:*       x* 

x'      ar      x' 
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che  possono  servire  a  definire  ginx  e  coex  altere  per  valori  com- 
piesti di  X. 

Ed  invero  si  veriftclierA  facilmente,  mediante  le  eijuivalenti  for- 
molo (13),  che  le  funzioni  sìnx  e  cosx  così  definite  soddisfano,  an- 
che per  valori  complessi  di  x,  alle  relazioni  fondamentali  : 

sin'a:  +  C08*a:  =  1 

8Ìn(a:  +  s)  =  sina;  cosy  +  slny  cosa; , 
ecc. 

846.  Notiamo  finalmente,  come  conseguenza  importante  delle  re- 
Itaioni  trovate  fra  la  funzione  esponenziale  e  lo  funzioni  trigono- 
metriche, che  anche  quella  è,  al  pari  di  quosic,  ana  funzione  pe- 
riodica. Dall'avere  infatti  le  funzioni  trigonometriche  il  periodo  2i:, 
segue,  ponendo  x  =  a  +  bi,  che  : 

^la^bi-rtKi  ^  ga.iù.ìitjf  ^  e»[co8(6  +  2i:)  +  i  8in(6  +  2i:)| 

=  «'(cosi)  '-  i  sin6)  =  6"+**. 

Sihadunqne,  per  ogni  valore  reale  o  complesso  di  x,  che  e**'"'=e% 
cioè  che  la  funzione  e."  ammette  il  periodo  2i:i. 

Vote  ed  Eeeroui. 


e  "       por    fc  =  0,  1,  2, . 
2.  Verificare  le  ugnaglianie  : 


=  I,     e"  =  -  1, 


S.  Per  quali  valori  reali  o  complessi  di  x  si  «nnnllatio  le  faniioni  siuf 
e  CD3X?  Per  qaali  ei  annulla  o  diviene  infinita  ta  funiione  tgx? 
i.  Dimoetrare  che  ; 

limtsin-j   =0,      limfcos-J   =1. 

(Cfr.  SeiTct.  Trig.  pg.  274). 

b.  Le  funiioni  trÌKonometriche  bìiix  e  cos«  da  noi  introdotts  al  §  11° 
in  base  airinluiiionp  geometrica  avrebbero  potuto  introdursi  pei'  via  pu- 
nmenti'  analìtica  definendolo  mediante  le  due  serie  convergenti  (15)  del- 
l'art. 8JT.  Volendo  seguire  questa  via,  alquanto  meno  naturala  ma  più  ri- 
gorosa, converrà  definirò  il  numero  r.  come  il  doppio  del  più  piccolo  va- 
lore di  X  che  annulla  co»x.  Si  avrà  allora  dalla  seconda  delle  (13)  ,  che 
eqaivalgOBO  alle  (15)  : 

fl'  +  e'i  =  0 
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d'  onde  moltiplioando  per  < 


Bealera  cosi  ntabilito  per  via  pornmcute  fttitilitica  che  la  funiione  e" 
ammette  il  perioda  2»';  d'onda  sef^ue  poi  aublto  per  le  (13),  che  sin*  e 
coar  aramettono  il  periodo  2ic  ;  ecc.  ecc. 

§  7.0  —  Logaritmi  natorall  det  nnmerl  compleBsl.  —  Bela- 
zIodI  fra  le  fooslonl  lagarltmlche  e  le  fuDxlonl  olclome- 
trlcbe. 

849  In  QÌ6  che  segne  si  chiamerà  logaritmo  di  an  numero  reale 
0  comptesBO  A  (e  si  indictierà  semplicemente  con  logA)  ogni  du- 
mero  x  <Aie  renda  soddisfatta  1'  eguaglianza  : 

c*  =  A.  (1) 

Ponendo  x=a+^i  si  può  dare  a  questa  ngnagllanza   la  forma: 

e"(co8?  +  i  sin?)  =  modA[cos(8rgA)  +  i  sin(argA)] 

da  cai  si  vede  come  essa  equivalga  alle  due  : 

e"  =  modA  ,  g  =  argA  +  2Hi  (2) 

delle  qnali  la  seconda  determina  il  numero  reale  ^  a  meno  di 
nn  multiplo  intero  arbitrario  di  2i:i;  nel  mentre  elio  la  prima  si 
potrà  sempre  soddisfare,  ed  In  un  unico  modo  (art.  610%  con  un 
opportuno  valore  reale  dì  a,  eccettuato  soltanto  il  caso  in  cuifo$se 
modk  —  0. 

Cioè:  esiste  sempre  il  logk,  ed  è  perfettamente  determinato  a 
meno  di  un  multiplo  intero  di  2zì,  qualunque  sia  il  numero  reale 
0  complesso  A,  eccettuato  il  numero  A  =  U;  poiché  l'  esponenziale 
e"  non  può  ridursi  a  zero  (art.  842j  per  alcun  valore  finito  di  x. 

850.  Il  risultato  dell'art,  precedente  si  traduce  nella   lormola: 

logA  =  log(modA)  +  t  argA  (3j 

la  qnale  ci  dice  che  all'  argomento  di  un  numero  reale  o  com- 
plesso A,  diverso  da  zero,  si  può  dare  V  espressione  : 

851.  Posto  in  {generale  A  =  a  +  bi,  la  formola  (.3)  ci  da  il  modo 
di  separare  la  parte  reale  e  la  parte  imaginaria  del  log(a  +  &t). 
Si  ha  infatti  (art.  817): 

iuod(a  +  bi)  =  va'  +  b',  argfa  +  bi)  =  aro  tg  — , 
a 
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cosicchfe  si  ha  dalla  (3)  : 

log(a  +  bi)  =  -  lop(a*  +  &*)  +  i  are  tg- .  (3)' 

652.  Sì  è  già  notato  come  le  forinole  di  Eulero  (art.  815)  per- 
mettano di  dare  un  Bìgniflcato  alle  fanzionì  sinx  e  cosj;  anche  per 
valori  complessi  di  x.  Per  tgj:  si  porrà  pure  natnral  mente  la  de- 
finizione più  generale: 

Sina;  e"  -  e"'       1  -  e"'' 

e  analogamente  per  le  altre  funzioni  trigonometriche. 

Posto  ciò,  è  chiaro  quale  sia  il  significato  più  generale  da  darsi 
alle  funzioni  inverse  delle  funzioni  trigonometriche,  cioè  alle  fun- 
zioni ciclometricho  are  sinz  ,  are  cosz  ,  aro  tgz  ,  .„  ,  per  valori  reali 
0  complessi  di  z.  Cosi,  ad  esempio,  il  sìmbolo  are  sinz  rappresen- 
terà tutti  quei  numeri  il  cui  seno  è  uguale  a  z. 

Ora,  quale  sìa  precisamente  il  grado  di  determinazione  spettante 
a  ciascuna  di  qneste  funzioni,  apparirà  chiaramente  appenachè  le 
avremo  ricondotte  alla  funziono  inversa  della  funzione  esponen- 
ziale, cioè  alla  funzione  logarìtmica,  già  perfettamente  caratteriz- 
zata all'  art.  849. 

853.  Risolvendo  la  (5)  rispetto  ad  e'"  si  trova  ; 

.-  =  t±ÌW?.  (6, 

1  -  >  tgx 

e  prendendo  i  logarìlml  naturati  d' ambo  i  membri  : 

n-itg» 

Se  dunque  poniamo  x  —  are  tg  2,  si  ottiene  l' espressione  : 

aretg.  =  llogi±|  (7) 

dalla  quale  appare  manifesto  che:  dato  il  valore  di  z,  il  valore 
di  are  tgz  resta  determinato  a  meno  di  un  mvltiplo  intero  arbi- 
trario di  1;, 

Ponendo  poi ——:-=  y,  sì  deduce  dalla  (7): 

logy  =  2(arotg^-^Ì. 
Ubi.  Se  nella  formola  : 

e"'  =  cosx  -I-  i  Sina:  (6) 

poniamo  a:  =  are  sinz,  essa  prende  la  forma  : 
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are  sins  =  -  t log:.  \'l  —  a*  +  is[ ,  (?) 

ente  si  trova  soetitueodo  invece  x=«rcco82: 

arccosz  =  -  ilog]2  +  i^l  -  z*{.  (IO) 

neete  forinole  si  vede  che  fatta  astrazione  da  un  muìliplo 
trbitrario  di  2][,  esigtono  in  generale  due  soli  valori  disliati 
inz  (o  di  are  cogz)  che  corrispondono  ad  un  dato  valore  di  z. 
x'  ed  x"  i  due  valori  di  ave  sins,  si  avrà  : 

c'=  -i  log]  Vi  -z»  +  t; 

segue  : 

+k"=  -iJogjf  v'i^H/a]  [-  \'r^»-l-t'z]  (=-ilog(-l)=i: 

ià  è  noto  per  i  valori  reali  di  2,  ecc.  ecc. 

Ponendo  nplla  (7),  in  luogo  dì  z,  la  ena  forma  complessa 
si  trova  : 

-a*  +  2ta 


(!  +  ?)*  + a»    ■ 

leparare  la  parte  reale  e  la  parte  imaginaria  di  are  tg(a+^0 
dunque  applicare  la  forinola  (S)',  che  ci  darà  : 

,,        ...      1     "  2i  i,     (i_S*-o')»  +  4a* 

«Ca  +  f  0  =  9  ""•«  tg- — — --  -  -  ìog^-^~—J——- 
i  I  —  p'  —  a'      4  1(1  +  ^y  -r  a'J" 

endo: 

I  Oo  .■  IX    -I-  0\>  -I.  »! 

irctg(a+  Pt)  =  -nrctg 


[;<_««  ^4     *(i-p)»+a» 

Hot*  ad  Eiarcdsi. 

orare  la  parte  reale  e  la  parte  imaf^inaria  di  are  (ina  ed  ore  coti. 
modx  <  1  si  faa,  come  vedremo  più  in  ^iix  (Nota  10*  del  §  10*)> 
ppo  in  aeri»  assolutamente  convergente: 

isti)  sviluppo  è  valido  anche  per  mod  a:  =  1  ad  eccetione  del  t«- 
:~1.  Per  questi  valori  di  x  perù  la  seria  b  sultanto  $tmplÌctnnU 
ante  (Cfv,  ìiovi:  TtaUalo  d'Algebra  tuperiore,  pag.  179j. 
formola  (7)  dell'art.  853  si  può  ieri  vere  : 

are  tg2  =  — jlog(l  +  iz)  -  Iog(l  -  »«) 
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d'onde,  u>pliciindo  lo  ivilappo  in  BOrie  della  2>  net»,  ai  dednoe  «abito  per 

s»       B>       «' 
ar«tg«  =  «--  +  ---  +  .... 

6,  Fscei^do  i»  quest'ai  ti  DIO  ariluppo  z  =  l  si  ottiene  la  formoli  di  Ani- 


la  quale  pwà  converge  troppo  leotamente  per  poter» 
lare  na  v&tore  soffioien temente  approssimato  '  ' 
cjrconferenxa  al  diametro). 

H.  A  qaeat' oggetto  è  preferibile  la  formola  di  Eultro: 


^  =  are  tg-  -1-  are  tg- 

1/         1  1  Nl/.l  1  \ 

=  2('-3T4+ST'----)+3('-5:9+6T'---) 

che  si  dednoe  immediatamente  dallo  stesso  sviluppo  di  are  tg(. 
7.  Ancor  più  Tantaggiosa  è  la  formola  proposta  da  Machitt . 

^"=4atctg^^-ftrctg^ 

~i{        3.1Ò0'''5-100*  "7.100''"*'"V 

239\        3-57121''' 5-57121»      7-57121»  ^  '  '  ") 
Limitandosi  alle  prime  trenta  cifre  decimali  si  trova  : 

=  =  3,  14159  26535  B9793  23846  26433  83279 


§  8.°  —  Namerl  Bernoalll&nl  e  loro  relastoDe 
colle  ■omme  delle  potenze  almlli  del  namerl  natarall. 

^56.  Se  neir  identità  : 

poniamo  in  luogo  di  x  snccessivamente  x,  2x,  3x, .  . . ,  nxe  som- 
miamo poi  le  ugnagliaiizc  oitenute  membro  a  membro,  troviamo: 


o»(n)  =  l*  +  2*+...  +11*  (2) 

indica  la  somma  delle  potenze  k""  dei  primi   n  numeri  naturali. 
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Moltiplicando  la  (1)  per  1  —  e~*  si  ha  danqae  l' ideniità  ; 
nx     n^x*     n'ic' 

=  ([T  -  il  +  E -•■•)("+ °'<"'lT  +  °'<"'il +•■  ■) 

dalla  quale,  sviluppando  (art.  858)  il  prodotto  nel  secondo  membro 
ed  ngaagliando  quindi  (cfr.  §  IS»)  i  coefBclentl  dt  una  stessa  po- 
tenza x*+*  nei  due  membri,  si  deduce  : 

»**'    _  =^0  _  ^n-il'^L  +  \-»^  _ 
lfc+1      [l\k     [2Ìfc-l      [Ì\k-_2      '" 

Di  qui  si  ricava  la  formola  : 

(-l)**'(fc-H)o*(n)=n+(-l)**V*'+5](-l)'r+Mc^«}  (3) 

i— I 

che  potrà  servire  al  calcolo  successivo  delle  Oj  ,  0,  , .  ■  .  (cfr. 
art.  220  e  la  Nota  6*  a  pg.  231). 

857.  Immaginiamo  determinati  (il  che,  come  è  facile  riconoscere, 
è  sempre  possìbile  ed  in  unico  modo)  dei  numeri  : 

Bi ,  B, ,  B,  , .  . . 

tali  da  rendere  formalmente  (*)  soddisfatta  l'identità: 

,  /,      B,a;     B^»  \  ... 

"■-«^'(■+-ir*if  ^■■■)='  ''' 

Con  ciò  si  vuol  intendere  che  1  numeri  B,  ,  Bj ,  . . .  debbono  de- 
terminarsi in  modo  che,  fatto  lo  sviluppo  del  prodotto  i 


/  X      x^      X*  \/ ,      B.x     Bj 

(il-ii  +  E  — -X'^-Lin 


11     11       / 

riesca  nullo  il  coefBciente  di  qualsiasi  potenza  di  x  eccettuato   il 
coefSciente  di  x  che  ha  il  valore  1. 


(*)  Si  potrebbe  dìmostrara  che  l'agnai^lianEa  cosi  ottenuta  è  poi  anche 
vera  effottivnmento  per  tutti  i  valori  di  x  il  cui  modulo   non   superi    Si:. 

B.X       B(X*  _ 

Per  tatti  questi  valori  la  serie  1  +  t^  +  -,'p  +  . . .  è  convergente.    Per 

li  L£ 

x  =  2n(  il  valore  del  fattore  l—e~^  riuscirebbe  evidentemente  millo  seoia 
ohe  sia  nullo  il  secondo  membro  di  (4). 
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Moltiplicando  la  (1)  e  la  (4)  membro  a  membro  viene  : 
/nx     n*a:*      n'x*  \  /        B.a:     B^'  \ 

x=(n±  8,(n)|j  +  V»^  +■■•)) 

d'onde  si  deduce  uguagliando  i  coefficienti  a  x"*^'  nei  due  membri: 

g^(n)  _  )t*^'       B,  ^      B,  w*-'  Bj  ^ 

li"  ~  |T+1  "*" [i  [fc  "*■  [a;  JA-_i ''"■■*"*■  [fc  jj  ^^' 

e  quindi  anche  ; 

(t+l)..W=..".+  (''+')B,»'  +  ('*')BX-+...+('+')B,»     (6) 

858.  I  numeri  B,  ,  B,  ,  B, , . .  . ,  mediante  i  quali  abbiamo  otte- 
nata  l' Clip  ressi  Oli  e  dcUnitlva  dì  0),(n)  sì  dicono  numeri  Bemoulliani. 
Per  calcolarli  basta  fare  nella  formola  (6)  n=l.  Sì  ha  cosi  la  re- 
lazione: 

dalla  quale,  facendo  k  =  l ,  2 ,  3, .  . .  ,  si  deducono  le  successive 
relazioni  : 


4Bj  +  6B,  +  4B,  =  3 


mediante  le  quali  si  troverà  successivamente  : 

B,  =  L  B,  =  0  ,  Bj  =  0  ,  B,  =  0  ,  Bs  =  0  ,  Bii  -  0  , . .  . 

B,  =  g  ,  B,  =  -  - ,  B«  =  -  ,  B,  =  -  -  ,  B„  =  - 

859.  Dalla  (4)  si  deduce  : 

a;  .       B.a:      B,x^      B.x^ 

e  portando  nel  primo  membro  il  termine  B,cc  dopo  aver  sostituito 

per  B|  il  suo  valore    -,  e  riducendo  quindi  il  primo  membro  ad 

Capklli.  —  Iilitutioni  di  analiit  algebrica,  &.*  udis.  59 
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iserva  il  suo  valore  ee  sì  cambia  x  in 
re  il  medesimo  per  il  secoDdo  membra, 


'■■•■"  12      IF  +  U    *'■* 

B5=0,B,  =  0,... 

i  di  indice  dispari  sono  tutti  nulli,  ad 

ha  per  valore  -. 

Initi  dalla  forinola  (5): 
B,  K^      B,  «*- 

■emoulli. 

ei  due  membri  viene  : 

|t-l  \k-ll     jk  ' 

■"  lini      li' 

e  notevole: 

)  =  ftf.-i(^)  +  B»  (9) 

krc  per  il  calcolo  dei  BDCcessivi  polinomi 


B*" ,  «((n)  =  [8(n)]'        ,t  =  l,  2,  3,  ... 
issono  evidentemente  rappresentarsi  in  modo 

(1  -  é-'){n  -  1  +  e"""!"!) 

=  a.        (1  +  B)*  -  B*  =  Jfc 
»)  =  (n  +  B)**'-B*+'. 
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%  8«  netlft  fomiolk  (8)  si  pone  2ix  in  luogo  di  x,  viene  : 
„.    l+<-""      ,      4B,x'      4'B,cc< 

2"rr7=i5  =  '--it-  +  -i3--'-" 

cioè  (cfr.  ut.  e4B)  : 

.      4B^"     4'B,a:' 
xMgx=l--^+-^-... 

B.  Dednrre  dallo  avilnppo  preeedente  qnelli  di  -  -  a  di  tgx, 

delle  formole  : 

1  X 

- —  =  OOtg^  —  colga;    ,    tgx  =  COtgx  -  2  COtgSz 


o  —  !,«  ftiiisloDl  ^  di  Jaoobl. 


(in  cui  a  e  b  eo«  due  numeri  reali  od  imaginarii)  è  tuiOi 
convergente  quando 

mode"  <  1 

e  non  è  mai  convergente  quando:  mode'  >  1. 

loveru,  il  rapporto  di  an  tenniDe  qualunque  di  (1)  al  p: 
essendo  : 

o(n+l)»+t(o+l) 


e 
il  Buo  modulo  : 


tende  evidentemeute  al  limite  zero,  per  n=i»,  tutte  le 
sia  soddisfatta  la  condizione  (2).  In  tate  supposto  la  serii 
dai  moduli  dei  termini  della  (1)  è  dunque  convergente! 
epperò  lo  è  (art.  835)  anche  la  stessa  (t). 
jy  altra  parte,  poiché  : 


è  aenz'  altro  manifesto  che,  se  fosse  invece  mode"  >  1,  i: 
del  termine  generale  della  serie  (1)  diverrebbe  infinitamem 
per  n  =  co  ;  cosicché  la  (1)  non  potrebbe  essere  in  alcun  d 
vergente. 
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862.  Se  6  soddisfatta  la  condizione  (2),  le  due  serie: 
^   <in»+6n  VI    an'~bn 

Bono,  per  quanto  si  è  testé  dimostrato,  entrambe  asBolutamentc 
convergenti.  È  dunque  assolutamente  convergente  anche  la  loro 
somma  : 


Se  poniamo  come  è  sempre  lecito  (per  ragioni  di  comodità  che 
appariranno  mef^lio  in  seguito:  a=ziu  ,  b=2r.iu ,  resta  cosi  stabi- 
lita l'esistenza  della  ftinzione  delle  due  variabili  u  ed  cu  : 


H...)  =  p 


la  quale  ba  un  valore  Anito  e  ben  determinato   per   ogni   valore 
finito  dell'  argomento  n,  purché   eia   positivo   il   coeficiente   della 
parte  imaginaria  del  parametro  U  {che  si  chiama  anche  il  modtUo 
della  funzione  £). 
Invero,  se  poniamo  per  brevità  : 

e"""  =  q , 

e  sia  11^%+H,  si  ha:  mod2=e~''^,  cosicché  la  condizione  mod5<l 
equivale  alla  condizione  fi  <  0- 

863.  La  funzione  3(u  ,  m)  soddisfa ,  per  ogni  valore  di  u ,  alle 
due  relazioni  : 

S(u  +  1  ,  w)  =  &(u  ,  w)  ,  S(u  +  w  ,  w)  =  e-'"(*"+"'&(u  ,  u).      (4) 

Di  queste  due  proprietà,  la  prima  è  senz'altro  evidente  essendo 
e'"  =  l.  La  seconda  si  stabilisce  assai  facilmente  paragonandola 
sommatoria  (3)  con  quella,  evidentemente  equivalente,  che  se  ne 
deduce  cani^iando  it  in  n  4- 1. 

Si  trova  infatti  per  tal  via: 

S(„,w)="2«'""<"+'''+""*'*" 
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864.  La  finzione  9(it ,  tu)  da  origine  iiiie  quattro  fuì^zioni  & 
fondamentali  ; 

9„(u,u)  =  5(u,«.) 
3„(ii ,  10)  =  à^u  +  -  ,10) 

(6) 

a„(u  ,  u)  =  -  feT+"'"9(j  +  Ltii ,  „) 
che  si  possono  anche  riaBBamere  nell'unica  formola  più  generale: 

V(»,»)=(-irs(»+fu.+|.,.»)e"('"  ""**"■ '^^ 

=(-ir2]«   ^  V    SA    2/         (5, 

Una  qualunque  &™{«  ,  w)  di  questo  funzioni  è  contraddistinta, 
come  ai  vede,  dai  due  ìndici  g  ,  g'  clie  si  ciiiamano  le  sue  caratte- 
ristiche. 

865.  La  funzione  ^gg{u ,  bì)  soddisfa,  come  segnie  assai  facil- 
mente dalle  (6)  e  (4), alle  due  relazioni  funzionali: 

9„<«+l,(o)  =  c"«V».") 

(7) 

Si  ha  infatti  per  le  (4)  : 

3((„„„|„,^_,„)..(„,|„4,„,) 

866.  La  funzione  &(u  ,  w)  è  pari  rispetto  all'argomento  u,  cioè 
9(-  «  ,  wt-5(M  ,  111),  giacché  il  2»  membro  della  (3),  dovendo  n  per- 
correre tutti  gli  interi  positivi  e  negativi,  conserva  evideatemonte 
il  suo  valore  se  nel  termino  generale  della  sommatoria  si  cangia 
u  in  —  n.  Si  ha  cosi  appunto  : 

s(„ , ,«)  j'g>"<-)'+2-"(-»)  :'g;» -2rf...  ^  3(_  „^  „), 
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Delle  quattro  funzioni  d  fondamentali ,  le  prime  tre  ^^  i^n  ' 
3,0  tono  pari  ritpetto  all'argomento  a,  nel  mentre  che  la  quarta  ^^ 
i  dispari,  cioè: 

&,o(-n,w)  =  &io(n,u)    ,    &„(-n,w)  =  -S„(n,w). 

È  questa  una  conseguenza  assai  semplice  della  formola  (5), 
quando  si  tengano  presenti  le  (4)  e  la  formola  3('-u,ii>)=S(u,ii>) 
dell'articolo  precedente.  Cosi,  ad  esempio,  si  troverà  saccessiva- 
mente: 

a„(-  tt  ,  w)  =  &(-«  +  y  ,  io)  =  &(tt  -  i- ,  w)  = 
=  £((«  + |-)  - 1 ,  eo)  =  S(«  +  i- ,  w)  =  9„,(„  ,  «). 

867.  Dalla  prima  delle  (7)  discendono,  come  subito  si  riconosce, 
le  doe  formolo  generali: 

V("  +  |-  .")  =  (-  1)"'  S,,,«(»  .  ■«) 

(«) 

V(« +!-.")  =  (-  ir's-"''**^"'  9,„..(«  .  ") 

che  applicate  alle  ^an  t  %i  ,  ^lo  >  ~ii  danno  luogo  alla  seguente  ta- 
bella : 

9»(«  +  y ,  <.)=3„(.  ,  »)  ,  S„(«  +  |- ,  ».)  =  .""'"' '5,.(»  ,  ") 
»«  («  +  -!■.")=*«.(»."')  .  ».,(«  +  -f  ,!«)=■•«""'"*'' 9„(».») 
^.(x  +  Y  ,  <•)=-%,(»,  »)  ,  S,.(«  +!-.'»)  =  «""'"*''  9»(»  .  ») 
%■(«  h|,")=9,.(».")  ,  S„(..t|, »)=:(»-<"*•> S„(»,»). 

Hota  ad  SisToisi- 

1.  Si  deduca  dalle  (4),  qn^lunque  lia  l'intero  poaitivo  o  negativo  k  : 

&(«  +  i  ,  w)  =  &C«  ,  w) 
5(u  +  4w  ,  w)  =  e-"(»*^'''")  S(u  ,  wj. 

2.  Lt  formoli  (S)  susBiste  e  defioisce  ^gg^tt  ,  u)  Aaohe  per  valori  qna- 
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liaiTogliano,  interi  a  no,  della  g  ,  g  ;  ed  in  qneato  lenso  più  generkls  ei 
[Oisonn  intendere  KnchB  le  (7). 

S.  Alla  formola  (8),  aggrappando  due  k  dae  nel  secondo  membro  i  ter- 
mini che  corrìapondono  >  valori  di  n  eguali  ma  di  segno  oontrorio,  si  pnò 
anche  dftre  (art.  846)  la  forma; 

5(»  ,  w)  =  1  +  2^e«»»"*  C092iin«. 

4.  Sì  deduca  da  qaeat'nUima  forinola  o,  meglio,  direttamente  dalle  (Et), 
la  Ubella: 

Si»(  «,  w)  =  jg^e"'""  =  1  +2^5"'co82itnu 

&o,(«  ,  u>  =^(-  l)"8^e"'""=  1  +  Ì^{-  l)"9-'co82TrnM 

5„(«  ,  w)  =  -  i2j(- ir«    *    c''i''»"+i)=22](- irs    *    8init(2«+l)w. 


B.  Dimostrare  che; 

G.  BioonoBcere  ohe  ft,((0)  =  0  (ofr.  art.  8S6)  e  dedurne  poi  che 

g  10."  —  B«laaloiil  fondamentali  tra  le  qnftttro  fanilonl  ò. 

666.  In  qaesto  g  per  le  fanzionl  ^gj-{u ,  iti)  si  avranno  a  colisi- 
derare  valori  differenti  dell' arg*oniento  u,  tenendo  costante  il  pa- 
rametro III.  Potremo  quindi,  per  naaggiore  brevità,  adottare,  in 
Inogo  del  simbolo  ^ggiit ,  m),  il  simbolo  pib  semplice  Si,jg-{ti),  omet- 
tendo di  mettere  in  evidenza  il  parametro  tti  che  resta  arbitrario 
ed  è  lo  stesso  dappertutto. 

Le  quattro  fanzioni  S-ood*) .  %i(u)  ,  &io(w)  i  Sii(w)  definite  all'  ar- 
ticolo 864  si  presentano  cosi  come  funzioni  dell'unica  variabile  «. 
Base  soddisfano  identicamente,  cioè  qualunque  sia  il  valore  di  u, 
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alle  dae  relazioai  quadratiche  : 

9".,(0)9',.C«)  =  S'„(0)3>.,{»)  -  9VC0)S'„(«) 

S".,C0)S'«W  =  s  vo)5'.,  («)  -  S'„.cop'„M. 

Noi  stabiliremo  qneate  identità  dedocendole  da  ana  formola  fon- 
damentale di  Jacob!  che  ci  fornir&  anche  altre  relazioni  impor- 
tanti fra  le  stesBo  fanzioni. 

869.  Se  gli  argomenti  z\  ,  z', ,  z'j ,  z\  $ono  legcai  agli  argomenti 
^  t  ^t  t^s  I  ^t  dalle  relazioni  : 

z'i  =  -^  (z,  +  Z(  -1-  z,  +  z,) 

z'j  =  y  (Zi  -  z»  +  Zj  -  z») 

z'i  =  y(z,-z,-z,  +  z,), 

li  ha\ 

S.«(z,)5„(z,»„(z,»„(z.)  +  9„(z,)3„(z,)5„(2,IS„(z,) 

(3) 

=  9««(z',)5„(2',)S,j(z',©„(z'J  +  5„<z',)S,.(z',»„(z',15„(zy. 

Se  indichiamo  con  p  nno  qnalnnqnc  dcgl'intìniti  numeri  pari  e 
con  q  nno  qnalnnqae  degl'infiniti  numeri  dispari  positivi  o  nega- 
tivi, ai  pn6  scrivere  : 

Soo(z)  =  2,«  '1,' 

Poiché  ora  le  somme  infinite  nei  secondi  membri  convergono  as- 
solaUmente,  si  hanno  pei  prodotti  scrllti  nel  primo  membro  di  (3) 
gli  svilappi  aBSoIntamente  convergenti  : 

5oo(^,ì5oo(2!)£oo(23)=oo(2j 

'1' 
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oDde  si  pu6  acrivere  : 

dove  la  eommatoria  va  estesa  a  tatti  i  Bistemi  n>i  ,  m^  ,  m,  ,  m^  di 
quattro  numeri  tntti  pari  o  tatti  dìspari. 

Afa,  66  indichiamo  con  m\  ,  m', ,  m',  ,  m\  il  sistema  di  aamerì 
legati  al  sistema  ni^ ,  m,  ,  m, ,  m^  da  relazioni  simili  alle  (2),  cìo& 
dalle  relazioni  ; 

m'i  =  Y  ("*i  +  ™i  +  ™«  +  "'*) 

(5) 
,       1  ,  . 

m  j  =  —  (wi(  —  ntj  +  Bij  —  wi^j 

t»  4  =  —  (uii  —  m,  —  m,  +  m^) 

sì  ha,  come  $  facile  dedurre  dalle  (2)  e  (5)  : 

ni*,  +  m*|  +  m'j  +  m*^  =  m'*^  +  m'*j  +  «»''j  +  m\ 

onde  la  (4)  pa6  anche  scriTersi  : 
V«i)9ooW9«>C2.)5«<2j  +  S,.W3,.(«,)9,.(«.)9i.W 

VI  ^("•'%+"''t+»'''.+'»'M+«i(i^i"t',+*>',+^.»''.+*>'«) 

Quindi,  perchè  reati  stabilita  la  formola  (3),  che  volevamo  di- 
mostrare, basterà  riconoscere  che  anche  ti  elsCema  m',  ,  m\  ,  m', , 
m\ ,  è  formato  di  nameri  tatti  pari  o  tatti  diapari,  come  il  sistema 
m,  ,  m,  ,  nig ,  nif  ;  giacché  le  (5)  si  possono  risolvere  rispetto  alle 
in,  ,  nij  ,  «ij  ,  m^  sotto  forma  analoga,  cioè  : 

t    ,    , 
"S  =  -g  C™  1  +  "*  »  +  "•  »  +  ™  *) 

m4  =  -5-  (ffl  1  +  *»',  +  *n',  -  m'J 
C«PU.Lt.  —  /(litmioni  di  aitaliti  algebrica,  B.*  edii.  QO 
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dimodoché  esiste  sempre  an  anice   siatema  m^  ,  m^  ,  m,  ,  m^  che 
da  origine  ad  an  dato  sistema  m',  ,  m'j ,  ni', ,  m\. 

Ora,  per  riconoscere  _ciC>,   basta  osservare  clie  dalle   (5)  si  de- 
duce : 

m\  +  m\  =  »w,  +  m. 


cosicché,  essendo  m,  ,  m,  ,  m, ,  nt^  tnttì  pari  o  tatti  dispari ,  le 
somme  : 

m'j  +  m't ,  m,\  +  m\  ,  »»',  +  m\ 

saranno  numeri  pari  ;  d'onde  segne  appunto  che  tn',  ,  m\  ,  m',  sa- 
ranno tatti  par!  o  tatti  dispari  secondochè  sìa  pari  o  dispari  m',. 
La  forinola  fondamentale  (3)  si  trova  cosi  stabilita. 

870.  Se  si  d&  alla  variabile  Zj  l' incremento  1,  le  variabili  z*, , 

z's  ,  z\  ,  z\  riceveranno,  come  si  vede  dalle  (2)  l'Incremento  di  -, 

o  la  formola  (3)  diventerà,  tenendo  presente  (articolo  865)  cbe 
3oo{Z|  +  l)  =  9oo(«i)  «  Sio(^i  +  1)  =  -  5io(2iì  ed  applicando  le  for- 
moìe  dell'  art.  867: 

(6) 

=  &o.(^'.)&o.(^'.)5«(''»)Soi(2'*)  +  S,.(^,Pn  W&..(2'.)5u(«'.)- 

871.  Se  ora  nella  (6)  poniamo  z,  =  z,  =  u  ,  z,  =  z.  =  0 ,  cosicché 
«'i=s'j=«  ,  z'j=z'^=0,  ed  osserviamo  che  dall'essore  5„(— u)=-9,|(u) 
segue  evidentemente  che  3j,(o)  =  o,  otteniamo  l'identitit: 

3»«.(o)9'oo(«)  =  &',o(o)5So(w)  +  9%,(o)S%.(tt)  (7) 


e  finalmente,  se  in  quest'nUlma  cangiamo  u  in  "  +  — ,  otteniamo: 

-  &V(o)9*«(«)  =  -  a*«(o)&*«(")  +  9'o,(o)5»„(«). 
Queste  dne  nltime  identità  sono  appunto  le  relazioni  (1)  cbeoi 
eravamo  proposto  di  stabilire. 

872.  Se  a  ciascuna  delle  «i  .  «^ ,  Zg  ,  z^  ai  da  l'incremento  di  -  , 

cosicché  z',  riceverà  l' incremento  di  1   e   z\  ,  z\  ,  z\   resteranno 
inalterate,  la  formola  (6)  ci  dà  : 

&oi{«.)%,(2.)9oi(2j)%i(2.)  -  %M^)'^^^{H)%lH)\^K^Ò 

(8) 

=  3.,(»',)3„(.',)3.,(»',)».,(^y  -  9.,C«'JS„(«'.)S,.(»'.)'..(»'.)- 
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e  da  qaes l'identità,  ponendo  z\  =  2',  =  u  ,  z\  =  z\  =  o ,   cosicché  : 

3,  =  u  +  »  ,  r,  =  u  — 1> ,  Zj  =  0  ,  «4  =  o,  bì  dednce  : 

5>„(o)5„(«  +  »)9„(»  -  „)  =  S-^MÌVC")  -  a>„(.)3'„(«).      (9) 

873.  Con  artifizi  analoglii  a  qaelli  di  cai  ci  siamo  serviti  per  ot- 
tenere la  forinola  (9)  si  otterrebbe  do  gruppo  di  formolc  cono- 
sciate sotto  11  nome  di  formale  di  addizione  delle  funzioni  3.  Noi 
ci  limiteremo  a  riportarne  qal  la  aggiunta  alia  (9),  lasciandone  la 
verifica  al  lettore,  solamente  altre  tre  cbe  ci  saranno  atili  in  se- 
guito ; 

9oo(o)3„(o)9„(»-H>)S„(«-»)= 

=9„(»)5„(u)S„MS„(»)-9^o)S„(i.)9„(«)9„(o) 
9.,'o)5„(o)9.,(«-fi>)9„(i.-«)= 

=9„(»)3„(t.)9„(i.)9„(ii)-l-9„(»)9„(u)9„(i>l5„(i.)  (10) 
9„(o)9„(o)9„(i.+i>)9„(ti-i>)= 

=9„(«)9„(«)9„(„)9.,(«)-9„(«)9„(«)9„(»)9„(t>). 

Vote  ad  Ssareisl. 

1.  Fonando  nella  (6);  i,  -f  e,  -]-  z,  -(-'.  =  0,  dedurne  l'identità  fra  >,,■,,  ■,: 

9„(0)9„(»,  +  z,)9„(«,  ■^  «,)9„(»,  +  e,)  = 

=  9„(»i  -I-  2i  +  «i)9„„(»i)*«c(«i)9(»W 

-  9„(«,  -I-  8,  +  «,)9„(s,)9„(«,)9„(z,). 

Per  mAggiori  ragguagli  ciroa  le  molteplici  relationi  che  ei  possono  de- 
durre dalla  forinola  fondamentale  di  Jaoobi,  cf^.  p.  es.  le  Pvmmoni  Ellit- 
tiche di  E.  Pasoal  (Manuali  Hoepli,  1896). 

2.  Si  trovino  le  forinole  clie  QaaooDO  dalle  (8),  (6),  (8)  dando    a  ■,,«,, 

■   1       1 
H  I  **  "■?•  si  >norenieiiti    -  ,  -  ,  o ,  o. 

E  cosi   pure   le   formole   ohe    nascono    dal   dare   riap.   gì'  incrementi  : 
1      «.      1  +  » 
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-Funslonl  elllttlcbe  it  periodi  liMllpeDdentl. 


874.  Mediante  quoti  di  fanzioni  &  st  costruiscono  facilmente 
delle  funzioni  dell'  argomento  u  (dette  funzioni  ellittiche)  dotate 
di  due  periodi.  Come  funzioni  ellittiche  fondamentali  si  possono 
assumere  le  tre  seguenti  : 

sti(a  ;  a, ,  a,)  =  -  '  '     "' 


9, 


(»j!)^_^.J;) 

.<.a.,a.,.^M).^^!(iJ:) 
M».5!)^..(^a-;) 

Ognuna  delle  quali,  come  segue  immediatamente  dalle  formole  del- 
lart.  865,  ammette  il  periodo  20^  e  il  periodo  211»,  cioè: 

8n(«  +  20,  ;  II,  ,Q,)  =  an(M;  Q,  ,Q,)    ,    9n(K  4- 2fl,)  =  an(u) 

cn{u  +  2Q,  ;  Q,  ,  Q,)  =  cn(«;fl,  ,  II,)    ,    cd(« +■  2fl,)  =  oq(m)    (2) 

dn(«  +  2a,  ìfl,  ,  a,)=dn(u;Q,  ,D,)    ,    dn(«  + 20,)  =  dnC«). 

875.  Le  quantità  stesse  II,  ,  Q,  sono  periodi  soltanto  per  alcune 
delle  tre  fìinzioni  ellittiche  e  semi-periodi  per  le  altre.  E  precisa- 
mente si  ha  : 

8n(K  +  fl,)  =  —  snu    ,    8n(«  +  Q,)  =  snu 

en(u  +  Q,)  =  -cn«     ,     cn{u  +  II,)  =  -cnu  (3) 

dn(M-)-fl,)  =  dn«        ,     dn{tt  f  II,)  =  -  dnu. 

Ciò  risulta,  del  pari  immediatamente,  dalle  stesse  formole  dell'ar- 
ticolo 865. 

876.  Fra  le  tre  funzioni  etlitHche  (1)  hanno  Hoqo  le  due  reia- 
sioni fondamentali  ; 

cn'(u  ;  Q,  ,  Q,)  +  aa>(u  ;  Q,  ,  fl,)  =  i 

d»»(ii  ;  a,  ,  flO  +  k»«n»{u  :  Q,  ,  a,)  =  1  **^ 
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Invero,  se  la  prima  delle  dae  relazioni  quadratiche  (art.  668) 
fra  le  fanzioni  &  al  divide  per  &*, ,,{0)5*0, («),  si  ottiene,  qualunque 
sia  l'argomento  n  ed  il  modale  (d  cai  si  riferiscono  le  5,  l'identità: 

y„i(o  ,  m)  yio(u  ,  <■>)      5'od(o  ,  t^)  &Vtt,M)^ 
S»,o(o  ,  w) ■&%,(!*  ,  w)  "^  9»„{o  ,  w)"  9»o,(«,w) 

ciie  è  appunto  la  prima  delle  (4)  quando  si   prenda  u  =  rr^  e  si 

cangi  u  in  -z-.  La  seconda  delle  (4)  si  ottiene  io  modo  analogo 

dalla  seconda  relazione  quadratica  dell'art.  866  divisa  per  9*oo(o) 
^%(u),  che  ci  dà: 

avo)  3y«)  ,  SW  5'„(u)  _  , 

il  che  si  paò  anche  ecrìvere  : 

5'o.(o)  yoo(«)    y,o(o)pvo)  5'.»] 

3"oo(o)'  &»oi(")       &*oo(o)l&V(o)  ■  9*oiW  f 

Q, 

e  ricade  appunto  nella  seconda  delle  (4)  quando  si  prenda  (o  =  — ^ 
e  si  cangi  u  in  — ~, 

877.  Dalle  formole  (1)  si  derivano  poi  senza  difBcottà  alcuna, 
col  sussidio  della  tabella  dell'art.  876,  le  seguenti  : 


/        Ù,\      cnu  /        Q,\         1 

\         2/      dnii  \         2/      kat 

{        Jl,\        ,,8n«  /        Q,\ 


ln(„+|l) 


8UU 

ft    snu 
.cnu 


.^■«(«■s-:) 


.■„(o,l;)- 

k  e  k'  definiti  dalle  (6)  e  (7)  »ono  legati  dalla 


ZO^OyCjOO^^IC 


relazione  : 

k*  +  k'*  =  1. 

Ponendo  infatti  u  =  0  nell'  identftìi  (7)  del  §  prec,  essa  ci  dà 
qnalanqae  sia  io  : 

cioè  appnnto  la  (8)  quando  si  dividano  1  due  membri  per  ^V'o,  tii) 
e  II  prenda  u  =  rr^. 

879.  Dalle  fonnole  (1)  e  (6)  si  deducono,  ricordando  (cft-.  arti- 
colo 866)  che  9„(o  ,  w)  =  0,  i  valori  particolari  : 

.„(o,=o  ,  »§)=.  ,   ..(|.)  =  «  .  ■»(2^)  =  i 

d„CO)=l    ,  an(£l)=..   ,  dn(i')  =  »   ,   dn(!l±a)=o. 

880.  Finalmente  si  hanno  per  le  fanzioni  ellittiche  le  segaent! 
formale  ài  addizione,  delle  qaali  è  manifesta  l'analogia  colle  for- 
mole  di  addizione  delle  fanzioni  trigonometriche  : 

snu  cnt)  dnt>  -l-  env  cnu  dnu 


usnvdnudnv 


dn(«  +  ») 


1  —  fc»  Bn*«  sn*» 
dnu  dnv-At^anuenvcnucntf 


Queste  formole  sono  nna  conseguenza  quasi  immediata  delle 
formole  di  addizione  delle  fanzioni  d  da  noi  già  date  al  §  prec. 
Esse  si  deduccno  da  quelle  dividendo  i  primi  e  i  secondi  membri 
delle  formole  dell'art.  873  risp.  per  il  primo  e  secondo  membro 
della  formola  (9)  dell'art.  872  e  cangiando  poi  dappertutto  u  e  r 

rfsp.  *"  ^  fi  Q-  dopo  aver  preso  w  =  7^^- 

Si  trova  cosi,  ad  esempio,  dapprima: 

&oo(o)a,o(o)&,.(»-«)  ^  &o.(«)5i.(»)5<wt«)&,.,(»)-&.»(«)S.of«)&oi(t»)a„fp) 
So.{o)&<.,(o)9o,("-tj)  ">o.(»)^'oi(«)-i"nC«>S'n(»') 

ò,/u)  >oo(«)  .y,^v)  _  Aoo(u)  a,o(H)  5,.(«) 

=  ^ni(«)  ■>.■■(")  ^oiW      ^oi(«)  %i(")  ^oi(") 
,  _  ^V^l  -''iiM   - 
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il  che  si  pnò  scrivere,  dopo  aver  moltiplicati  i  dae   membri  por 

^od(o)  ■>oi(o)  ^o) 

*io(o)  ^io(o)  -^00(0) 

e  Bcrivendo  per  brevità  A^^  in  luogo  di  5„(o),  anche  cosi  : 

3oo  Aii(«  -v)  _ 

-10  %i(«  -  ^'ì 

-^OO^IlW    ■^OiWp)    ■^■■0^q(")        V^|i("Ì    -^Ql^toW . -^Ol-^OoC») 

■»ia-»oi('')'^ii>^oi('')'->oo^tii(")      ^lo^tiC")    ■^lo-a-Qtt»)' -^oo^fliC") 

Sarà  dunque  : 

a  cnv  dnu  —  bbv  cdu  dou 


,nC«  -  V)  = 


1  —  fc*8n»u8n»t» 


ITote  «d  Xsarclsi- 


1.  CombinAudo  le  formale  (IO)  con  quelle    ohe  ne  nbioerebbero   1 
biande  v  in  — «,  dedurne  le  ■egneoti  : 


i  8n(u  +  v)  +  sn(M  -  v) 

(I)  J  cn(u  + 1?)  +  cn(«  —  «) 
I  dn{u  +  v)  +  dn(M  ~  ») 

[   BU(tt  Ho)-  9D(U  —  v] 

(ly      cn(u  +  t))  -  cn{« 
!dn;«+ij)-  dn(u 
Bn(«  +  rJsnjM  —  »)  = 

(II)  '  en(u  +  o)cn(M  -  v)  = 


dn(u  +  v]dD(u  —  «)  = 


asnucnwdnw 

^                D 

2  cnu  dn  v 
)_          __ 

2  ano  cnu  dnu 

D 

^     2  env  cnu  dnu 

'              D 

3  snu  snv  dnu  dov 

D 

^        2ft'8ntt  cnw  env  cnw 

'                       D 

an'ti  -  sn*v 

D 

cn»u  +  on*i)      , 

—fi ' 

dn»u  +  dn*»      , 
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essendo  dftppertutto  : 

D  —  1  —  kHa'u  sn^w. 

12.0  _  Derivate  delle  fttiiBlonl  elllttlebe. 

t  ellittiche  ordinarie:  sd(u  ,  A:) ,  cn(u  ,  k)  ,  du(u  ,  k). 

i  per  le  funzioni  cJlittJche  Bn(u  ;  Q,  ,  f),),  cd(u  ;  Q, ,  Q,), 
,)  accade,  come  per  le  fuuzioni  trigonometriche,  che 
mie  rispetto  all'  argomento  n  sono  funzioni  raziontUi 
tre  funzioni  ellittiche  fondamentali. 
30  co)  calcolo  della  derivata  di  Bn(u  ;  Q,  ,  Q,),  al  qa&le 
;iova  partire  dalla  formola  di  addizione  già  data  nel 
880): 

enu  cnu  dnv  +  suv  +  cnu  dnu 


1  —  fc*8n*M  cn*i) 
ineBta  formola  con   qnella   che   se    ne    dednce    cani- 


1  —  fc*8n*M  8n*t) 
ira  M+  -5-  in  luogo  dì  «  ed  •—  in  laogo  di  v: 


4 '"'("  + t)'»°("  +  t) 


trae  passando  al  limite  per  7i=0  (poiché  Bn(o)=0)  : 


icrivere  (cfr.  art.  874)  : 

'  ^.■^o,5,>4„,8..)S      ^^      ■ 

e  stessa  di  derivala,  si  ha,  poiché à,,(o,—^)=0: 

..(4)    ^.,(4)-'..(o)  , 
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Se  danqne  poniamo  : 

'4°.g-:K(°.g-:)   ,,  ,, 

■  '     =  j(a, ,  0,) ,  (2) 

si  ha  dalla  (1)  : 

(snit)'  =  g-cnu-dnu.  (3) 

882.  Dopo  ciò,  Bi  calcoleranno  facilmente  le  derivate  di  cnu  e 
dou  derivando  le  relazioni  {ctr.  art.  876)  : 

cn'u  =  1  —  8n*«  ,  dn*tt  =  1  -  fc*8D*«. 

Si  troverà  per  tal  modo  : 

(cnw)'  =  —g-  snu  dn« 

w 

(dnw)  =    -  j?ft"'enMcn«. 

883.  Nelle  funzioni  ellittiche  da  noi  fin  qui  considerate  i  dne  pa- 
rametri Q,  ed  Q,  sono  indipendenti,  cioè  possono  flasarei  ad  ar- 
bitrio {*).  Ordinariamente  però  bì  impone  ad  essi  la  condizione 
che  il  moltiplicatore  ^(0,  ,  Qj)  riesca  uguale  all'unità,  cioè  la  con- 
dizione : 

-(«■^:)-(«.^i) 

cosicché  le  funzioni  ellìttiche  ordinarie  dipendono,  oltreché  dal- 
l' argomento  u,  da  un  unico  parametro  arbitrario.  Per  tale  para- 
metro si  suol  Bcegliere  il  nnmero  k  da  noi  già  incontrato  (art.  876) 
e  definito  in  funzione  di  Q,  ed  fi,  per  mezzo  della  formola  : 

.■..(o,|;) 

In  conformità  a  ciò,  per  mettere  in  evidenza  anche  il  parame- 
tro k  da  cui  dipendono  le  funzioni  ellittiche  ordinarie  snu,cnu, 
dn« ,  gioverà  rappresentarle  con 

SD{u  ,  k)  ,  cn(t(  ,  k)  ,  dn(w  ,  k).  (g) 

884.  Il  numero  k  si  chiama  il  modulo  delle  tre  fanzioni  ellitti- 


(*)  Salvo,  bsn  inteso,  la  restrizione  che  sia  positivo  il  coefficiente  della 
parte  imaginavia  del  r&pporto  j;-  (cfr.  art.  862). 

CACRLLt.  .^  7*li(vsEioiii  di  analin  algebrica,  8.*  udii.  61 
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che  ordinarie,  i  cai  Bimboli  fanzionalì  sn  ,  co  ,  dn  bÌ  leggono:  seno 
amplitudine,  coseno  amplitudine  e  delta  amplitudine.  Se  si  fa  tCD- 
derc  a  zero  il  modulo  k ,  la  funzione  dnu  tende  a  divenire  co- 
stante ed  ugnale  all'nnità,  nel  menlre  cbe  snu  e  cnu  teodono  risp. 
a  coincidere  (cfr.  le  Note  qnl  Botto)  colle  fanzioni  triponometrìcbe 
sìdu  e  coBu. 

885.  Per  le  derivate  delle  funzioni  ellittiche  ordinarie  si  hanno 
in  loogo  delle  (3)  e  (1)  le  espressioni  più  semplici  : 

(snti)'  =  cnw  dna  ,  (cn«)'  =  —  snu  dnw  ,  (dnu)'  =  —  Ar^snu  dnu.  (f) 


1.  Chintiqaa  abbia  qualche  famigtiorità  coi  primi  principiì  del    calcolo 
dìfferanziale  ed  integrale,  ricouoBcerà,  senza  alena»  difQcoltà,  come,  posto 

x  =  8n(«  ,  k) ,  (a) 

1'  egnaglianza  da  noi  dimostrata  : 

(snu)'  =  cnu -dnu 


che  pu6  anche  ecriversi  (art.  87G)  : 

(sn«)'  =  Vl  ~Ba*u-Jl-kHa^u, 
equivale  alla  formola  : 


0  \'(1-X»){1  -fcV) 


CP) 


Egli  è  precisamente  col  tentare  di  risolvere  il  leRame  fra  z  ed  u,  espresso 
da  quest'ultima  relasione,  rispetto  alla  variabile  x,  cioè  colla  cosi    detta 
jnrertione  del  l'ini  «jrrale  tUitlito  che  si  giunse  la  prima  volta,  da  Legtudrt, 
alla  scoperta  della  funzione  ellittica  fondamentale  su(u  ,  k). 
2.  Se  si  pone  : 

X.  =  sin?  ,  (7) 

la  relatione  (^)  prende  la  forma  eqnivalente: 

(«) 

La  qnantit&  f>  considerata  come  fnnzìone  di  u  si  chiama  Vamplitndine  di  u 
f  =  amw.  (£> 

In  luogo  di  Bcrivere  x  =  snu,  si  può  donque  anche  scrivere  s— sinamu, 
ed  é  questa  la  ragione  per  la  quale  la  scrittura  snu  si  legge,  come  già  ai 
è  notato  (art.  884J  $mo  amplUudine  di 

8,  Poiché  (art.  379)  : 


■iì)-^'-{^)-l' 


'~Ìv(T: 


«•)(!- JiV)  2  J,V(l-ii!"Xl -''«') 


D.oiiiz.owGoogle 


1 


=  2K  ,  flj  =  2iK', 

e  K'  le  qQAiitità 


1  J.\ 


dx 


Jo%/(l  -  X*)  (1  -  k'x»)  J,  \/(x»  -  i)  (i  -  ft»x»)' 

4.  Per  A  =  0  Ift  formoli  <^)  diviene  : 


Vediamo  cosi  che  le  fnoiioni  ellittiche  snu  ,  cuu  sì  ridaooDo  por  k=;0 
riip.  ftlle  fuDsiom  trigonometriche  sìdu  e  oosu. 

5.  Per  it  =  1  le  fanziooi  ellittiche  iegeaaruxo  in  semplici  fonsioni  espo- 
nenziali e  precisamente .' 

e"  — e""                                  2 
aiDfw.l)^-;, — — -r,    ,    cnfw,l)  =  -;: r. 

e"  +  e""  ^   '  '     e"  +  e"" 

fi.  All'art.  881  si  è  ammesso  implicitamente  che  la  faniione  ft,,(ii)  abbia 
Dna  derivata.  Non  ci  siamo  pcr6  trattenuti  su  questo  punto,  perchè  la 
contìnaiU  e  derivabilità  delle  funzioni  0  risnltoranno  dai  teoremi  K^nerali 
del  9  IS  di  questo  stesso  capitolo;  giacché  la  serie  che  definiva  la  ^u)  A 
Dna  serie  che  procede  secondo  le  potenze  intere  dì  t^'"^ 

7.  Per  maKKio"  sviluppi  sulla  teoria  dello  funzioni  ellittiche  si  veggano 
le:  Unoni  lulla  teoria  delle  funzioni  di  variabile  compitila  e  delle  /unliont 
eUiiliehe  di  Luigi  Bianchi  (Pisa,  Spoerri  1901) 

§  13.°  —  S«rie  che  procedono  secondo  le  potenve  Intere 
e  positive  di  un*  variabile. 

886.  CoDeiderismo  ora  serie  a  termini  variabili  : 

f,(x)-^Ux)  +  Ux)+...  (1) 

io  cai,  cioè,  le  /',(a!) ,  f^ixì ,  fg(x) ,  .  .  .  siano  fUnzioDi  ben  determi- 
Dste  della  variabile  x,  che  potrà  assumere  valori  reali  o  com< 
plessi.  Si  chiama  campo  di  convergenza  della  serie  (l)  l'insieme 
di  tmti  qnei  valori  reali  o  complessi  di  x  per  i  quali  la  detta  serie 
riesce  convergente. 
Cosi,  ad  esempio,  il  campo  di  convergenza  della  serie  : 

1  +  x  +  3^  +  s:^  +  ... 

è  costituito  da  tatti  qaei  valori  di  x  per  1  qnali  moda;  <  I.  Indi- 
cando infatti  con  S„  la  somma  dei  primi  n  termini,  si  ha  : 
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G  quindi,  per  modx  <  1  : 


Per  modx  >  1,  la  serie  è  invece  divergeote,  poiché  in  tal  caso 
limimodx'')=xi.  Se  poi  sia  modx=l,  si  potrà  porre  a;=cos?-i-t  sin? 

e  quindi  x"  —  coancp  -i-  £sin7,  la  quale  espressione  non  tende  ad  al- 
cun Hmite  determinato  per  n=cD,  eccettnato  il  caso  di  9-O,  cioè 
di  x  =  l,  nel  quale  ìa  serie  è  manifestamente  divergente. 

887.  Se  E  è  una  quantità  positiva  fissata  piccola  a  piacere,  ed  x 
un  valore  qualunque  reale  o  complesso  appartenente  al  campo  di 
convergenza  C  della  serie  (H,  esisterà  tempre,  come  sappiamo, 
un  valore  di  n  per  il  quale  (e  per  tutti  gl'infiniti  valori  successivi) 
si  abbia: 

moà\r„^,(x}  +  f„^,ix)  +...]<!.  (2) 

Se  però  in  luogo  del  valore  x  si  prenda  un  altro  valore  qualnn- 
que  fra  quelli  che  appartengono  al  campo  C,  potrà  accadere  che 
la  (2)  non  sia  più  verificata,  a  meno  che  si  cambi  opportunamente 
il  valore  di  n.  È  dnnque  importante  di  sapere,  dato  un  campo  C 
di  valori  di  x  contenuto  in  C,  se  la  disegaaglianza  (2)  possa  es- 
sere soddisfatta,  fissato  a  piacere  i,  e  determinato  opportunamente 
n,  simultaneamente  per  tutti  i  valori  di  x  appartenenti  a  C.  Se 
ciò  è  possibile,  si  dice  che  la  serie  (1)  converge  uniformemente 
entro  il  campo  C 

888.  Ven'atno  ora  a  studiare  in  particolare  le  serie,  importan- 
tissime in  analisi,  che  procedono  secondo  le  potenze  intere  v  po- 
sitive di  una  variabile  x,  cioè  la  serie  del  tipo  : 

«0  -*■  a^x  +  a^x'  +  a^x*  +  .  . .  (3) 

dove  do  ,  dj  ,  a, , .  .  .  sono  coefflctenti  costanti  ben  determinati. 

Cominceremo  con  dimostrare  che:  se  la  serie  (3)  è  convergente 
per  vn  certo  valore  di  x,  essa  sarà  altresì  convergente,  anzi  as- 
solutamente convergente,  per  ogni  altro  valore  x' ,  il  cui  modulo 
'  eia  inferiore  al  modulo  di  x. 

Invero,  essendo  moda:'  <  modx,  e  quindi -—  <  1 ,  sarà  con- 


modx 


vergente  (art.  628)  la  sene: 

moda;'      (moda;')* 


i+~ 


modx       (moda;)" 

Questa  serie  a  termini  tutti  positivi   resterà  convergente  (arti 
colo  637),  se  si  moltipllcano  i  suoi  termini  rlsp.  per 

modoo  ,  mod(a,a!) ,  mod(a,x)  ,  .  . . , 

giacché  qnesti  numeri  tendono,  per  la  supposta  convergenza  di 
(3),  al  limite  zero,  onde  restano  lutti  evidentemente  inferiori  ad 
un  certo  nomerò  finito. 
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Si  ottiene  cosi  la  serie  convergente  : 

modoo  +  mod(a,a:')  +  mod{ajx'*)  +  .  .  . 
e.  d.  d. 

889.  Dal  teorema  ora  dimostrato  segue  primieramente  che,  ae 
nel  campo  di  convergenza  C  della  serio  (3)  esistono  valori  di  a- 
per  i  quali  modx  possa  riuscire  grande  quanto  si  vuole,  la  serie  (3) 
Bsrà  convergente  per  tutti  i  valori  di  x.  Se  ciò  non  accade,  gli 
ioflniti  valori  reali  e  positivi  che  può  prendere  modx,  si  divide- 
mnno  in  due  classi,  cioè  quei  numeri  reali  e  positivi  r  che  sono 
modulo  di  qualche  numero  x  appartenente  al  campo  C  e  quei  nu- 
meri r  che  non  lo  sono.  Dette  A  ed  A'  queste  due  classi,  segue 
dal  teorema  dell'art,  prec,  che  ogni  numero  di  A  è  inferiore  ad 
ogni  numero  di  A'.  Esisterà  dunque  un  nnmero  positivo  K  ben  de- 
terminato rappresentante  l'elemento  dì  separazione  delle  due  classi, 
cosicché  la  serie  (3)  sarft  convergente  per  tutti  i  valori  dì  x  il  cui 
modulo  è  inferiore  ad  R  e  divergente  per  modx  >  R. 

Ricordando  la  rappresentazione  geometrica  dei  numeri  complessi 
vediamo  dunque  che  il  campo  di  convergenza  della  serie  (3),  se 
non  abbraccia  tutto  l'intero  piano  rappresentativo  dei  numeri  com- 
plessi, è  limitato  da  un  cerchio  di  raggio  R  col  centro  nell'origine 
dei  numeri  (che  si  chiama  cerchio  di  convergenza  della  serie). 

Del  resto  anche  il  primo  caso  si  può  considerare  come  incluso 
nel  secondo,  in  quanto,  cioè,  l' intero  piano  si  può  assimilare  ad 
uu  cerchio  di  raggio  R  =  oo  . 

Notiamo  finalmente  che  non  si  può  dire  nulla  in  generale  circa 
la  convergenza  della  serie  (3)  pel  valori  di  x  rappresentati  dai 
pumi  stessi  de!  cerchio  di  convergenza.  Può  accadere  che  il  campo 
di  convergenza  della  (3)  comprenda  tutti  questi  punti;  ma  può 
anche  accadere  che  per  alcuni  punti  o  anche  per  tutti  i  punti  del 
cerchio  di  convergenza  la  serie  riesca  divergente  o  indeterminata. 

890.  Se  a:  è  un  valore  qualunque  rappresenlato  da  un  punto  si- 
tuato nell'interno  del  cerchio  di  convergenza  della  serie  (3),  esi- 
sterà evidentemente  nell'interno  dello  stesso  cerchio  qualche  altro 
punto  rappresentante  uu  valore  X  di  modulo  superiore  a  quello 
di  i;  e  sarà  convergente  anche  la  serie: 

«0  +  a,X  -f  a,X'  +  .  .  .  . 

La  serie  (3)  sarà  dunque  assolutamente  convergente  per  quel  va- 
lore di  X,  per  qaanto  si  è  già  stabilito  all'art.  888,  essendo  moda; 
<  modX.  Epperò  : 

La  serie  a^  +  a,x  -I-  a,x*  +  .  .  .  converge  assolutamente  per  ogni 
valore  di  x  che  cada  nell'interno  del  suo  cerchio  di  convergenza. 

891.  Se  nella  serie:  a(,-|-a,x-(-a,x*-i-...  il  rapporto:  «t0(ia„  ;  moda,,.' 
tende  ad  un  limite  determinato  per  n  =  os,  questo  limite  dà  pre' 
cìtamente  il  valore  del  raggio  di  convergenza  della  serie. 

Detto  h  questo  limite,  si  avrà  infatti  : 

,.     modCa„j.,  a;"*')     moda; 

lim LJ!±> .'  = . 

a=i>     mod(a„a;")  k 
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Quindi  (art,  631)  la  serie 

moda^  +  mod{a,a:)  +  mod(rt,a:*)  +  . . .  ,  (4) 

e  per  consefpieiiza  (art.  835)  anche  la  (3),  sarà  convergente  per 

— - —  <  1,  cioè  86  modx  <  A.  Se  invece  modx  >  h,  la  serie  (4)  sari 

divergente  (art.  633),  cosiccbè  (art.  890)  nn  cosiffatto  valore  di  a: 
non  potrebbe  cadere  nell'interno  del  cerchio  diconvergenzadeltalS). 

892.  Sia  C  nn  insieme  di  valori  x  tntti  compresi  nell'interno  del 
cerchio  di  convergenza  della  serie  (3).  Esisterà  evidentemente  on 
nnmero  X  compreso  nel  cerchio  di  convergenza  C  e  tale  che  il 
sno  modnlo  superi  il  modulo  di  qualunque  nnmero  appartenente 
a  C.  La  serie  : 

oo  +  (i,X  +  o,X»  +  .  .  . 

sarà  quindi  convergente,  e  con  essa  (art.  890)  anche  la  serie: 

modoo  +  moda,  modX  +  moda^  (modX)*  +  .  . . , 

cosicché,  essendo  t  una  quantità  positiva,  fissata  piccola  a  piacere, 
si  avrà  per  n  abbastanza  grande  ; 

moda„j.,(modX)'"'>  +  modan^jCmodX)""*"*  +  . .  .  <  s. 

Se  dunque  x  è  un  nnmero  qualunque  appartenente  a  C,  poiché 
per  ipotesi  modx  <  modX,  si  avrà  a  fortiori: 

mod!a„„a;"''''  +  a„+sa:"*'  +  . ..]  <  e. 

Vediamo  cosi,  per  la  deflnizione  di  convergenza  uniforme  data 
all'art.  887,  che:  ogni  terie  procedente  secondo  le  poterne  intere  t 
positive  di  una  variabile  x  converge  uniformemente  per  tutti  i  viUori 
di  X  appartenenti  ad  ogni  campo  tutto  compreso  nell'interno  iti 
campo  di  convergenza  della  serie. 

893.  Se  la  terie  f(x)  =  a^-x.^  +  aj,^,x''*'  +  .  . . ,  si  annuito  ptr 
X  =  0  {ed  è  convergente  per  qualche  valore  di  x  diverto  da  zero), 
fittalo  a  piacere  un  numero  positivo  S,  esisterà  un  altro  nunten 
positivo  E  tale  che,  per  tnodx  <  e,  si  abbia  tempre  modf(x)  <  6. 

Invero,  detto  r  un  numero  positivo  inferiore  al  raggio  di  con- 
vergenza della  serie  considerata,  esisterà  (art.  890)  il  numero  po- 
sitivo, Unito  e  determinato: 


L  =  r"^  modOji  -)■  r»***  moda^»,  -|-  . 
Jentemente  per  ogni  valore  di  x, 

mod^x)  <  (moda:)''|moda^  +  r  moda„^|  +  . 


e  si  avrà  evidentemente  per  ogni  valore  di  x,  il  cui  modnlo  ti* 
inferiore  ad  r: 
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—  487  — 
Se  dunque  imponiamo  a  modx  anche  la  restrizione  : 

(moda;)'* 

...  _^.._  <s, 

cioè: 

l> 

modx<r^i, 

si  avr&  appunto  a  fortiori  ; 

moàf{x)  <  8 , 
come  6l  desiderava. 

694.  Se  la  serie  &o  +  BjX  +  a,x*  + . . .  non  *i  annulla  per  x  =  0 
(e  converge  per  gualche  valore  di  x  diverto  da  zero),  esisterà  uh 
numero  positivo  p,  inferiore  al  raggio  di  convergenza  della  serie, 
tale  che  il  valore  della  serie  sia  diverso  da  zero  per  tutti  quei  va- 
lori di  X  il  cui  modulo  è  inferiore  a  p. 

Si  potrà  infatti,  per  il  teorema  precedente,  determinare  il  nu- 
mero positivo  p  in  modo  che,  per  modu;  <  p,  si  abbia  sempre  ; 

mod\a^x  +  a^x'  +  a^x'  +  .  .  .|  <  modog. 

Per  tutti  questi  valori  di  x  la  serie  non  potrà  avere  valore 
nullo,  poiché  se  fosse  :  Aq  +  a^x  +  a^  +  . .  .  =  0,  se  ne  dedurrebbe 
invece  evidentemente: 

mod{a,x  +  a^ar*  +  a^x^  +  .  .  .j  =  modoo- 

895.  Se  due  serie: 


bo  +  b,x  +  bjX*  +  .  .  . 

*ono  convergenti  ed  assumono  egual  valore  per  tutti  quei  valori 
di  X,  il  cui  modulo  è  inferiore  a  un  certo  numero  positivo  p  [sia 
esso  pure  piccolissimo,  purché  diverso  da  zero),  sono  in  esse  ne- 
cessariamente uguali  i  coefficienti  di  tutte  le  potenze  omonime  di  x. 
Sia  infatti,  se  è  poBsibile,  a^  Il  primo  dei  coefficienti  a^ ,  a, ,..., 
che  non  coincida  col  corrispondente  coefficiente  b^.  La  serie: 

(a^  -  b^)x^  +  (a^i+i  -  b^^t)"^''*^  +  ■■■ 
e  quindi  anche  la  serie  : 

avrà,  secondo  l'ipotesi  fatta,  valore  nullo  per  ogni  valore  x  che 
sia  diverso  da  zero  e  di  modulo  inferiore  a  p.  Ora  ciò  è  in  ma- 
nifesta contraddizione  col  teorema  dell'art,  prec,  poicliè  quest'ul- 
tima serie  non  sì  annullerebbe  per  x  =  0. 

Dal  teorema  cosi  dimostrato  discende  evidentemente  come  co- 
rollario che:  se  una  funzione  ben  determinata  di  jl  si  può  svilup- 
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pare  fecondo  te  potenze  intere  e  positive  di  x,  ciò  non  può  farti 
che  in  un  unico  modo. 

896.  Supponiamo  che  la  serie  : 

U(n)  =  fo(n)  +  f,{n)x  +  ^(n)^»  +  .  . . 

i  cai  coefficienti  dipendono  dall'intero  »,  sia  converffente  per  tetti 
ì  valori  abbastanza  grandi  di  n,  e  che  i  coefficienti  fo{n),f^{n),.., 
tendano  nniformemente,  per  n  =  oo ,  verso  certi  valori  ben  deter- 
minati vq  ,  0j  ,  . .  . ,  con  che  si  vuol  intendere  che  tutte  le  diffe- 
renze /,'n)  — Vj  eì  possono  rendere  simaltaneaniente  inferiori,  in 
valore  assolato,  ad  un  numero  dato  t,  purché  si  prenda  n  abba- 
stanza grande. 

Vogliamo  dimostrare  che:  se  anche  la  serie: 

V  =  Vo  +  v,x  +  v,x*  +  .  . . 

è  convergente,  e  se  mod%  <  1,  n  ha: 

V  =  KmU(n). 

Si  ha  infatti  : 

mod[U(n)  -  V]  ^  modUfo'n)  -  Vq]  +  mod.[fi(n)  -  o^moda;  +  . . . 

e  quindi,  comunque  sia  fissato  e,  per  n  abbastanza  grande  : 


mod[U(n)  -  V]  ^  £{1  +  modx  +  modx'  +...)=- 


-  modx 


il  che  dimostra  l'asserto  ;  poiché  il  secondo  membro  si  potrà  as- 
sumere piccolo  a  piacere,  prendendo   e   sufficientemente   pìccolo. 

697.  Chiuderemo  con  una  proprietà,  assai  utile  per  il  calcolo 
pratico  dei  raggi  di  convergenza,  che  si  sarebbe  anche  potata 
prendere  come  punto  di  partenza  per  istabilire  la  nozione  dì  cer- 
chio di  convergenza. 

Il  cerchio  di  convergenza  di  una  serie  &o  +  "iX  +  ...  è  la  linea 
di  separazione  fra  quei  valori  di  x,  pei  quali  i  singoli  termini 
delta  serie  sì  vianfengonc  finiti,  col  crescere  di  n,  e  quelli  pei  quali 
ciò  non  accade. 

Infatti,  se  X  è  intemo  al  cerchio  di  convergenza,  dovendo  la 
serie  riuscire  convergente,  il  suo  termine  generale  tenderà  a  zero 
col  crescerò  di  n  ',  epperò  i  valori  assoluti  degli  infiniti  suoi  ter- 
mini si  manterranno  evidentemente  inferiori  ad  un  certo  limite  su- 
periore assegnabile.  Keciprocamenle,  se  si  abbia,  per  ogni  valore 
di  n, 

mod{'i„a:")  <  A, 

essendo  À  un  nnmcro  positivo  fit^so,  il  punto  x  cadrjl  nell'interno 
o  sul  cerchio  stesso  di  convergenza.  Poiché,  se  cadesse  fuori,  esi- 
sterebbe evidentemente  qualche  nitro  valore  X,  del  pari  esterno 
al  cerchio,  di  modulo  inferiore  al  modulo   di  x^   ed   allora   dalla 
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-  489  — 
eoDTergenza  assoluta  delle  serie  : 

modX      (modX)* 
moda;       (modx)* 

seguii-ebbe  (art.  627)  moltiplicandone  i  singoli  termini  risp.  per  le 
quantità  finite  modao  ,  moda^  modx  ,  moda,(modx)* , .  ■  .  la  conver- 
genza della  serie  : 

modoo  -t-  mod(a,X)  +  mod{a,X*)  +  .  . . 

contrariamente  al  supposto. 

ITot*  •&  Eseroin. 

1.  Si  otiervi  che  U  etrekio  di  eonvergnua  di  una  larie  t^+%iX+^x.*+  .  ,  . 
i  tarallerittato  da  eid  eia  la  terie  dei  vtUorì  ai$oluti  dei  termini  i  conver- 
gente per  ogni  calura  di  x  interno  al  eerehio  e  divergente  par  ogni  valore  ad 
iteo  etterno,  e  eo  ne  dedaoa  ctia  la  lerie  a,  +  a,!  +  a,x'  +  .  .  .  e  la  lerie 
«Olla,  +  (moda,)%  +  (moda^jx'  -f-  ■  -  -  hanno  tempre  lo  etetMo  ctrchìo  di  eonvev 

2.  Fra  le  serie  che  procedono  secondo  le  potense  di  una  variabile,  ha 
molta  importanca,  per  il  suo  alto  fti^*'o  <''  geoeralità,  la  aeria  di  Oatu; 
detta  anche  ipergeemelrica  (in  qnauto  fi  può  rìftnardare  come  an'  esten- 
■ione  delta  seria  in  progressione  geometrica)  : 

g.g     a(«-H)-p(3+lL.   «(«+t)(a+a)-gO+l)(H2)^, 
"^ÌTy    ^    1.2-^7+1)   ^'*'      1.2.3--r(-r+l)(T+2) 
più  breve  (cfr.  art.  499}; 


F(a  ,  p  ,  -v  ,  a=)  =  +  1  -53:  +  —?-  X»  +  —'^  +  . . . 

che  dipende,  oltreché  dalla  variabile  x,  dai  tre  paramatri  a,  ^,  7.  Questi 
nltiniì  possono  assnmere,  al  pari  di  x,  valori  arbitrari.  Soltanto  non  sarà 
ì)  caso  di  dare  ad  aasi  valori  interi  a  negativi  ;  poichò,  per  valori  interi 
e  negativi  di  s  o  di  ^,  i  coefficienti  dalla  serie  si  annullano  av  idea  temente 
d>  un  certo  ponto  in  poi,  cosicché  la  serie  ai  riduce  ad  un  semplice  pO' 
linanaio  intero  in  x  ;  e,  per  valori  interi  e  negativi  di  fi  essa  non  avrebbe 
alcun  senso,  giacché  i  suoi  termini  diverrobbero,  a  partire  da  un  certo 
ponto,  tutti  infiniti. 

EbcIobì  qnesti  casi,  e  detto  a»  il  ciefficiente  di  x",  si  ha  ; 
lim^^  =  lim^"-^"f +  ">  =  !. 

)  per  mo<ix<l  e   no» 

8.  Cons'idariamo  ora  il  caso  di  moìr=I,  Se  «=a|TYi  P=Pi  +  Pi''  T=Ti+T)' 
'~    '  i  numeri  a,  ^,  y  decomposti  nelle  loro  pari  reali  ed  imagtnarie',  sarft: 


"""i".^!,  „„j('+»)(?+")  ^    |[(.»+»i)'+a,'|[(»tgi)'+g,'] 

modo,  (l+n)(i;+»)     V      ("+l)'l(»+fi)'+Ti'l        ' 

Cipnj.1.  —  ìitittaioni  di  analiii  algebrica,  8.*  odi. .  R2 
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.(._^rrr.)  =  -(iii}Lii. 


Kf  +  M  _  ,^2(n, +  gi-Ti-l)n'+  .  .  . 

+  r>*l  »'  +  ... 

lero  col  crescere  di  n  eli'  infinito. 

poiché  evidentemente   liniiUq  =  2(B,+p,— ^f, — 1)  ; 


h  mod— = — =■  +  moo-^ — ^  +  . .  - 
la  Nota  S»  dal  §9"  del  Capitolo  TU)  *«  Ti-*i-Pi 

—  a,  — fi   ^  n«jraEi'iH>. 

I  della  serie  ipergeometrica  ritroviamo  la  aeiie 

1  §  B"): 


^(T>  +  (?> 


terit  binomial»  è  a»oIu(animl(  eo%v*rgmU  aneht 
pari»  reale  del  numero  m  ita  poiiliva. 
particolare  la  serie  cosi  detta  logaritntea  (cfr. 


2  3  6 

a,  g,  7-1,  a:)-CY-a;(Y-p)a:P(n,  p,  y+l,  x). 
deduce  per  x=  l  : 

g.  ir. ')   ^(T-iXT-g) 

andò  T'nr+l.T  +  2,...,T  +  n-le    molti- 

-ii_'i_  = ''-l'iti)" 
+  ",  1)    ,"(,_,  _f)= 

Le,  come  à  facile  rioonoacere,  per  n  =  co  ,  al  va- 
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lore  1.  Si  hft  danqae  (per  t,  >  a,  +  p,)  : 

F(,,  p,  t,  l)  =  lim(l:L?ni^j£",     . 

""r(Y-«-pr 

8.  Tutte  U  eipreasio&i  i 

I  -«      (lj^s)(2-s)      (1  - s)(2  - 1)(3 -  E) 
1      '  i-2'  '  1.2-3  ' 


(i-O(a-i). 


1  -  T,  =  H  -  T,)  +  (T,  -  T,)  +  IT,  -  T,)  +  . .  .  +  (T,_,  -  T,). 

S«  dunque,  fiMato  e  piacere  il  nomerò  positivo  S,  si  avesse,  per  un  va- 
lore abbaetaoia  piccolo  di  i  e  per  lotti  i  valori  di  k  : 

1-T,  «8, 
si  avrebbe  anobe  ; 

.  ,  «l-B  ,  t(l-e)(2-i)  ,  !a-tK2-s).--(4-l-s) 

"^-rr*    1-2.3    +•■■+ 1:2-3.-:.* ■=* 

il  che  è  assardo,  s«  fi  <  1,  percbà  «e  k  abbaaUnia  grande,  il  primo  mem- 
bro di  questa  diiagu agliai] sa  differisce  dì  tanto  poco  quanto  ai  vuolo  dalla 
quantità  : 

1-F(-!,  Y,  T,  1) 

che  ha  il  valore  1,  come  chiurament»  appare  dall' espressione  data  nella 
nota  che  precede. 

9.  Se  la  fantione  /(x)  dell'argomento  reale  (o  coropleiso)  «,  ba  on  va- 
lore finito  e  ben  determinato  per  tatti  i  valori  reali  (o  anche  complessi) 

di  2  circostanti  ad  nn  certo  valore  speciale  e  =  i,  e  se  la  di  segnaci  iauca: 

mod{f{a  +  h)  -  (Xa)]  <  S  , 

essendo  S  un  numero  positivo  da  fissarsi  a  piacere,  6  soddisfatta  per  tutti 
i  valori  reali  (o  anche  comptesei),  abbastanza  piccoli,  di  k,  si  dice  che 
essa  i  continua  per  il  valore  x=  a. 

10.  St  la  $trie  : 

F(xj  =  f,{x)  +  f,(x)  +  fj{x)  +  . . . 

i  uni/ormementt  eonoergettte  (art.  88T>  per  lutti  i  valori  di  x  apparltnadi  ad 
un  eerto  campo  C  (ij  quali  potrà  enert  il  lempliee  intervallo  fra  a  a  b,  (*  >> 
trofia  di  /tintioni  ad  argonteulo  realt,  ovoero  un  eerto  petto  del  piano  di 
Oauit,  te  ri  tratti  di  funnoni  ad  argomento  eompleeto)  e  te  eiateuna  delle 
f,lx)  ,  t^(j.'i  ,  .  .  .  i  continua  par  un  certo  valore  a.  iyderno  al  campo  C,  tara 
eoiUinua  per  quttto  ttetio  valore  v.  anche  la  F(xj. 

Detta  Fa(x)  la  somma  dei  primi  n  termini  della  serie  ed  B„(«)  la  somma 
dei  rimanenti,  si  paò  scrivere  infatti: 

F(a  -Hi)-  F(a)  =  E„(a  -H)  -  F,(<t)  -f  E,(a  +  »)  -  B„(a) 

e  per  la  supposta  convergenia  oniforme  si  potrà  determinare  l' indice  n 
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in  modo  ohe  il  valore  assolato  dì  B„(a  +  h)  si*  inferiore  Ad  an»  quantità 
positiva  ~  fiBBfttn  a  piacere,  indi  peti  deu  temente  dal  valore  di  k,  semprecht 
a  +  A  ai  concervi  interno  al  campo  C.  Piagato  coal  il  valore  dì  n,  ai  avrà 

mod[PCo  +  h)  -  F(a)]  §  mod[F„(«  +  k)  -  FJ,a.)]+  5  e. 

Ciò  posto,  potehè  F„M>  come  somma  di 
ooDtinae,  è  anch'easa  evidentemente  ana  faniione 
dere  A  abbaatania  piccolo  perchè  eia 

mod[P„{a  +  h)~  F„((»)]  <  2  E 

ed  allora  si  avr&  appunto  : 

inod[F(o  +  Ti)  -  F{a)]  <  -  e  +  -  e  =  e,    e.  d.  d. 

11.  Cdboli.abio.  —  Le  /«nsnoni  di'  x,  rappreteHlabili  mediani»  ieri»  proci- 
denti  tteondo  le  potenze  intere  t  poiitive  di  i,  $i>no  continue  per  ogni  «oJort 
di  X  inferno  al  cerchio  di  convergenza  della  lerie. 

Basta  riflettere  che  queste  Horie  aono  nniformemente  converKenti  (arti- 
colo 892)  e  ohe  i  loro  termini  sono  semplici  potenae  di  x,  e  quindi  cer- 
tamente fansioni  continne  di  x, 

12.  Applicando  ad  nna  serie: 

f{x)  =  oo  +  o,a;  +  a^  +  .  .  .  («) 

la  stessa  legge  di  derivazione  dei  polinomi  interi  in  x,  se  ne   deriva  la 

f(x)  =  O,  +  20(3!  +  SOsiB*  +  io,»*  +  .  .  .  (g) 

la  quale  ha  precitamenle  lo  ile*io  cerchio  di  convergenta  della  eerìe  (a). 

Infatti,  ae  E  6  nn  valore  qualunque  interno  al  ceiohio  di  oonvergenia 
della  (a),  ed  x  un  altro  valore  del  pari  interno  al  oercliio,  ma  di  modolo 
snperiore  a  mod^.  sarà  convergente  la  aerie  : 

modS        (mod£)» 
1  +  2  — T^  +  3, — ~  +  .  . .  ,  (Y) 

moda;        (moda;)* 

giacché  in  ossa  il  rapporto  di  an  termine  al  precedente  ha  per  limite  il 

mod^ 
nomerò   -    --  ,  che  b  minore  di  1.  Sarà  quindi  (art.  627)  convergente  an- 

modai  +  2  mod(aj=)  +  3  mod(a,5*)  +  ■  -  • 

che  nasce  da'la  (f)  moltiplioandune  i  termini  per  le  quantità: 

moda,  ,  mod(ai3;)  ,  mod(a,z^) , .  . . 

le  quali  ai  conservano  Snite,  per  la  sapposta  cunvergenia  di  (a). 

16.  La  fitntion»  !p(x)  rappreiintata  dalla  etri»  (^)  i  prediatnenU  la  dori- 
vaia,  igeando  la  dejinitiont  genert^e  deWart.  651,  ddU  funnone  f(z}  rapprf 
tentata  dalla  ieri»  (>},  cioè  : 
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Si  ha  primisrwn«iit« 

fix+h)  -fix) 


-<f(x)=  5]o„j(x+A)"''+(a:+A)''~*a:  +  . . . 

+{x+k)x''~*^{n-l)x"' 


Or»,  detto  r  un  nomerò  positivo  oompreBO  fra  modx   ed    il   raggio  di 
conTflrgenta  dell»  (a),  si  he,  prendendo  A  in  modo  ohe  sia 

modx+  modft§r, 

come  è  facile  rioonosoere: 

1 — ir       »  w  j  < 

a(mod?»^moda,-{(n-l)r"-"+(ii-2)r"-"+...+2r"-'+r"-'j 
=  (mod»)"f "i^'mQda.-r— . 

Ha   la  serie  : 

ifix)=^n(n--l)a„x"-*, 

dedotta  dalla  (p)  precisamente  come  la  (p)  si  era  dedotta  dalla  (a),  ha,  per 
quanto  già  si  è  dimostrato,  lo  stSBio  cerchio  di  convergenca  della  (a)    e 
della  (^],  cosicché  essa  é  assolutanieiite  convergente  per  z  -=  r. 
Eaiete  dnnqne  il  numero  finito,  indipendente  da  A: 

T=5]«(«-l)modo,r'-> 
e  dalla  dieegnagliania  : 


f(x)  =  «0  +  a,x  +  a,x»  +  .  .  . 
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j*  ka,  impraehè  nodx  +  mo<Ih  *ia  inferiore  al  ragf/io  di  eo*«ergeiua  H  f(i): 
wodj^^"'"''^^"^'^  -  P(x)}  <  I  »wdh.F"(modx  +  modh). 

15.  Dftlle  cose  fin  qui  stabilite  segue  che:  la  una  funnone  &.XÌ  i  evUup- 
pabile  leando  le  poleiut  Intere  e  poiilive  di  x,  eiia  amnette  le  derivate  di 
qualunque  ordine  ed  è  cenlinva,  ùuitmt  con  ette,  per  ogni  valora  di  x  eam- 
preto  nM'inlemo  del  campo  di  convergenza  dello  tvHuppo.  A  qaeito  tvUnppe 
ri  pai  poi  darà  la  /orna  : 

t"(0) 
£i;x)  =  f(0)  +  Xr(0)  +  X»-j^+.... 

16.  Dfttlo  STÌInppo  ÌD  serie  di /'(«)  si  dedace  (eft.  tkrt.  895)  ohe:  te  la 
derivala  di  [(i.)  i  nidi»  per  liUli  i  «alari  abbaetanta  pieeoli  di  sumIx,  la  t{T) 
ha  valore  eoitante  per  lutti  i  t>alori  di  x  intemi  al  comjki  di  eonvergenMa  del 
ino  eviluppo  in  terie. 

17.  Come  «pplicssione  delift  nota.  IS*  posaismo  ottenere  «assi  fAcilmenU 
lo  Bvilnppo  in  serie  dellA  fonsione  log/l  +  «)  dft  noi  gib  ben  de&uitft  per 
valori  reali  e  positivi  di  a^ 

X<      X*      X* 
Invero  1*  serie  «——  +  —  —  —  +  ...,  convergente  per  mod^v  <  1,  ha  per 

derivai»  (a&.  la  nota  18»):  1— «  +  «■—»'  +  . . .  ,  cioè ,  ed 6  an- 
che la  derivata  (cfr.  art.  686)  di  log,(l  +  x).  Si  ha  danqne  (etr.  Gap.  7111, 
S  7",  Nota  &•),  per  modj)  <  1,  lo  sviluppo  convergente  : 

...  X*      a;'       «*      «" 

Iog.(l  +  .:)  =  .--  +  ---  +  -g--..., 

giacché  la  derivata  della  differenza  fì^a  !  dne  membri  è  nulla  pei  valori 
«bbastania  piccoli  di  modx  ;  onde  la  differensa  stassa  sark  una  costante 
e  questa  costante  sarà  necessariamente  ugnate  a  cero,  poiché  i  due  mem- 
bri hanno  gifc  uguale  valore  por  g  =  0. 

18.  Calcolare  le  derivate  di  sinx  e  cos«  applicando  la  derivosìone  ter* 
mine  per  termine  si  loro  sviluppi  in  serie  (art.  647).  Si  traverà  cosi  : 

(Binx)'  =  cosa:  ,  (coftc)'  =  —  ain». 

19.  Si  deduca  poi  di  qui  (cfr.  art.  695)  ohe  : 
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CAPITOLO  xn. 

DELLE   RADICI   DELL'EQUAZIONE  DI   GRADO  ti. 


§  1.0  ~-  Teorema  foDdamentale  dell'etlrtens»  di  una  lolDiIoiie 
reale  e  eompleiNt  di  an'  equaslone  qualunque  di  grado  n. 


fix)  =  doa:"  +  a,*"  '  +  a^  *+...+  a^,x  +  a„ 

una  funzione  intera,  del  grado  n,  della  variabile  x,  i  cnl  coefficienti 
siano  numeri  reali  o  complessi  fissati  a  piacere,  ogni  valore  reale 
od  imaginario  di  x  che  soddisfi  all'  equazione  : 

fixì  =  0  (l) 

si  dir&  essere  ana  radice  dell'  equazione  stessa. 

La  ragione  di  cosiffatta  denominazione  è,  dopa  l' introduzione 
nell'algebra  dei  numeri  complessi,  pienamente  glnstificata  dal  fatto 
che  l'equazione  più  semplice  del  grado  n,  cioè  l' equazione  bi- 
nomìa  : 

btìx"  +  i>„  =  0 

ammette  sempre  n  e  soltanto  n  solnzioni  distinte,  la  cui  espres- 
sione generale,  In  funzione  dei  coefflcienti  dati  6o  e  &„ ,  è  conte- 
nuta nel  simbolo  di  estrazione  di  radice  : 


-U' 


11  quale,  come  sappiamo  (art.  823),  è  appunto  suscettibile  di  n  si- 
gnificati fra  loro  distinti. 

899.  Posta  un'equazione  della  forma  generale  (t)  si  afTaccia  però 
la  questione  di  Investigare  se  esista  sempre,  oppnr  no,  almeno  un 
▼alore  speciale  di  x  che  la  soddisfl,  o,  che  è  la  stessa  cosa,  al- 
meno un  valore  Unito  e  determinato  x  per  il  quale  il  numero  reale 
positivo  xaodflx)  acquisti  il  valore  zero;  giacché  sappiamo  che 
dall'essere  moiif[x\=  0  segue  f(x)  -  0  e  reciprocamente. 

Tale  questione  verrà  da  noi  risoluta  affermativamente.  La  dimo- 
strazione che  siamo  per  dare,  parto  dal  seguente: 

PosTDLATO.  —  Esiste  Sempre  almeno  un  valore  speciale  x  =  ot 
della  variabile  x  per  ti  quale  mod{(x}  prende  il  minimo  valore  poa- 
aibtìe. 
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CoBiccbè  per  qnalonqae  altro  valore  di  x  sì  avrà  sempre: 

moàf{x)  >  modf{a). 
Noi  ammetterremo,  per  ora,  questo  poBtolato  come  evìdeiite. 

900.  Tkobrha.  —  Ogni  equazione  algtìtrica  ha  tempre  almeno 
una  radice  reale  o  comptesta. 

Invero,  se  applichiamo  all'equazione  (1): 

il  postulato  dell'art,  prec.  possiamo  ritenere  come  già  dimostrata 
l'esistenza  di  an  valore  determinato  reale  o  complesso  a,  tale  che 
si  abbia  per  tatti  i  possibili  valori  di  x: 

mod/Xx)  ^moà  f{ttì.  (2) 

CIÒ  posto,  noi  diciamo  che  per  an  siffatto  valore  a  dovrà  aversi 
necessariamenre  : 

modAa)  =  0 

e  dimostreremo  ciò  facendo  vedere  ctie  sarebbe  assordo  l'ammet- 
tere'che  si  avesse:  modulai  >  0. 

Fatto  ciò,  ne  seguirà  senz'altro  la  verità  del  teorema  enanciato, 
poiché ,  non  potendo  essere  mod/ì^a)  >  0 ,  sarà  necessariamente 
mod/(cij  -  0,  cioè  a  sarà  aaa  radice  dell'  equazione  (1). 

901.  Sapponiamo  infatti,  se  6  possibile,  che  si  avesse: 

moàf{a)  >  0.  (3) 

Poiché  le  quantità  : 

Aa),n").r» /""'(«) 

non  sono  tutte  nuUe,  giacché  almeno  l' ultima  di  esse  : 

/•■"){«)  =  L»-o. 

sarà  in  ogni  caso  diversa  da  zero,  sia  f^'^'{(t)  la  prima  di  esse  che 
è  diversa  da  zero.  Allora,  se  indichiamo  con  k  an  numero  qua- 
lunque diverso  da  zero,  potremo  scrivere  per  lo  sviluppo  di  Taylor: 

e  dividendo  entrambi  i  membri  per  f(a),  che  si  è  volata  sapporre 
diversa  da  zero, 

nv 

ponendo  per  brevità  : 
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Poiché  A„  è,  per  supposto,  diverso  da   zero,   se   lo    Bcriviamo 
satto  la  forma  trigonometrica  : 

Ajt  =  r(co89  +  i  sin?), 
potremo  ritenere  r  >  0.  Poniamo  ora  similmente  ; 

h  =  ^(coatjf  +  i  Bin<jr) ,  (5 

cosicché  sar&: 

A^ft''  =  r.pf. (008(9  +  H-'!')  +  *8in{ip  +  \k^)]  (6) 

e  cominciamo  a  determinare  l'argomento  arbitrario  <}'  ed  il  modulo 
arbitrario  p  in  modo  che 

l+A^Ai- 

riesca  on  numero  reale,  positivo  e  minore  dell'  antt&.  A  tale  og- 
getto basterà  porre  primieramente  : 

T  + 1^"!»  =  it,  .  (7) 

cioè  prendere  : 

poiché  allora  la  (6)  diyietie  ; 

A,*' =  -'■?'', 
e  porre  qnlDdl  : 

rf  '  <  1 , 
cioè  prendere  : 


segue  : 
(1  -  rp")  +  h^^lA^^ih  +  A^+^»  +  . . .  +  A„A»-f] , 


Se  ora  scriviamo  la  (4}  come  segue 
A») 


ed  applichiamo  il  teorema  che  il  modulo  della  somma  di  due  nu- 
meri non  può  mai  superare  la  somma  dei  loro  moduli,  coll'avver- 
tenza  elle  nel  nostro  caso  la  prima  parte  del  secondo  membro  b 
già  un  numero  reale  e  positivo,  dedacìamo  : 

!52^'a.-,,-  +  ,^..,d(A,„..A,„..+  ...,. 

Poicbè  ora  la  somma  : 

K+i^  +  Aj,^,A*  +  .  .  .  +  AX"" 

è  una  ftinzione  di  h  che  si  annulla  per  h  =  0 ,  si  potrà  sempre 
prendere  (cfr.  art.  678)  il  modulo  p  di  A  abbastanza  piccolo  perchè 
il  modulo  di  questa  somma  riesca  inferiore  ad  r. 

Capilli.  —  IgtUutiani  di  unalìti  algebrica,  S.*  edii.  66 
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Allora  dalla  disegoaglianza  precedente  segolrJi  a  fortiorU 
modA«  +  A}^^ 
mod/(a)  ' 

cioè; 

mod/^a  +  A)  >  moAf{a.) 

il  che  è  in  contraddizione  colla  (2)  la  quale,  dovendo   sasslsterc 
per  ogni  valore  di  x,  ci  da  invece  per  x=a  +  h: 

mod/T[a  +  A)  >  mod/l^a). 

Resta  dtit)qa«  esclusa  la  possibilità  della  (3)  e  per  consegnenzi 
resta  dimostrato  quanto  si  voleva,  cioè  che 

inod/ta)  =  0 , 

ossia  che  a  è  una  radice  dell'  equazione  proposta. 

§  2.°  —  Dlmostrasione  del  Poatalato  ammeMo 
nel  §  precedente  (*). 

902.  La  prima  dimostrazione  del  teorema  fondamentale  che  ogni 
equazione  di  grado  n  ammettf.  almf.no  una  radice  reale  o  com- 
plessa è  stata  data  da  d'Alembert.  Dopo  di  lui  ne  ha  dato  diverse 
dimostrazioni  Oaus».  Fra  tutte  queste  e  le  altre  che  se  ne  diedero 
appresso  si  distingue  però  per  semplicità  e  facilità  ad  essere  com- 
presa quella  di  Legendre  modificata  poi  da  Cauchg,  che  si  trovi 
data  da  quest'ultimo  nel  suo  trattato  classico  sull'analisi  algebri- 
ca {**).  Questa  b  appunto,  salvo  lievissimi  cambiamenti,  la  dimo- 
strazione da  noi  data  nel  §  precedente. 

Questa  dimostrazione  non  potrebbe  perù  ritenersi  come  assolu- 
tamente rigorosa,  inquantochè  in  essa  si  ammette  implicitamente 
come  evidente  il  Postulato:  esiste  sempre  un  certo  valore  x  =  a, 
per  il  quale  modf(z)  ha  il  minimo  valore  possibile. 

II  Lipschitz  nel  sno  Lehrbnch  der  Analysis,  per  evitare  questo 
inconveniente,  ha  modilìcato  radicalmente  la  dimostrazione  di  Caa- 
chy.  È  riuscito  cosi  a  renderla  assolutamente  rigorosa ,  renden- 
dola però  al  tempo  stesso  troppo  prolissa  e  complicata. 

Pertanto  noi  abbiamo  conservata  press'a  poco  inalterata  la  dimo- 
strazione di  Cauehy,  riservandoci  di  dimostrare  separatamente  in 
modo  assolutamente  rigoroso  il  postulato  che  si  h  premesso.  La 
dimostrazione  che  siamo  per  dare  è  tanto  piìi  utile,  inqnaniocbÈ 
essa  vale  non  solamente  per  il  caso  in  cui  f{z)  sia  una  funzione 
intera,  ma,  generalmente,  per  ogni  funzione  f{z)  che  goda  della 
proprietà  di  essere  continua  e  della  proprietà  che  modfcz)  superi 
una  quantità  positiva  k  assegnata,  per  tutti  I  valori  abbastanza 
grandi  di  modz. 


<*)  Chi  vuole  potrà  tralaBciare  questo  g  ammettendo  il  postulato. 
(••)  Cauehy:  Court  d'Analyte  d«  l'École  Polytechnique,  Paria  1821. 
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903.  Quando  diciamo  ctie  una  fruizione  /(z)  della  variabile  com- 
plessa s  =  x  +  i;/  è  continua  in  un  certo  valore  a  di  z,  iniendiamo 
significare  (precisamente  come  all'art.  G73  per  la  continuità  delle 
funzioni  di  una  variabile  reale)  che  la  diseguaglianza  : 

mod\nz)  -  r{a)\  <  5  , 

in  cui  S  è  un  numero  positivo  da  fissarsi  a  piacere,  è  soddisfatta 
per  tutti  i  valori  di  z  abbastanza  vicini  ad  x  ;  cioè  per 

modjz-a!  <  e, 

essendo  e  un  numero  reale  positivo  da  determinarsi  opportuna- 
mente, appenactiè  sia  stato  tiesato  S. 

Ciò  posto,  che  la  funzione  razionale  intera  f{z)  sia  continua  in 
o^i  punto  del  campo  della  variabile  complessa  z,  risulta  da  una 
dimostrazione  che  è  qui  inutile  ripetere  perchè  affatto  identica  a 
quella  data  all'  art.  678  per  variabili  reali. 

È  invece  importante  di  aggiungere  che  se  : 

fiz)  =  n^+i!,)  =  u(x,i,)-i-i.vi^,y) 

è  la  /(z)  decomposta  nello  sue  parti  reale  ed  imaginaria  (cosicché 
u{x  ,  ff)  e  v{x ,  !f)  sono  funzioni  reali  delle  due  variabili  reali  x 
ed  y)  ciascuna  delle  due  funzioni  u{x  ,  j/)  e  v{x ,  y)  e  quindi  an- 
che la  funzione  : 


modAz)  =  \/[«(a; ,  y)]'  +  [v{x  ,  y)]* 

saranno  funzioni  continue  (cfr.  art.  709)  delle  due  variabili  reali 
X  ed  ^.  È  questa  una  conseguenza  affatto  ovvia  della  continuità 
di  Azi- 

904,  Che  poi  la  funzione  intera  : 

f(z)  =  doz"  +  aiz"~^  +  .  . .  +  a^iz  +  a„ 

goda  della  proprietà  che  per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi  di 
modz  il  valore  di  morif(z)  superi  il-  numero  fissato  ad  arbitrio  K, 
si  riconosce  facilmente  osservando  che  f{z)  si  può  anche  scrivere 
sotto  la  forma  seguente  : 

m  =  ..|»..„.(i-)  +  «,(±)'  +  ...  +  »,(T)"|- 

Invero,  facendo  crescere  indefinitamente  modx,  la  frazione  — 
'  z 

tenderà  al  valore  zero  ;  onde  la  quantità  fra  parentesi  ha  per  li- 
mite il  DQmero  finito  e  diverso  da  zero  Oq,  quando  modz  cresce 
all'infinito,  nel  mentre  che  il  fattore  esterno  z"  diverrà  in  valore 
assoluto  infinitamente  grande. 

È  dunque  chiaro  che  modf[z)  diverrà  infinitamente  grande  quando 
modz  cresca  all'infinito. 

905.  Venendo  ora  al  postulato  in  questione,  comincieremo  dal 
dimostrare  che  : 

(A).  Esiste  necessariamente   un   numero  determinato   reale   e 
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positivo  H ,  tale  che ,  per  ogni  valore  reale  o  compUsio  di  z,  ti 
abbia  mod((z)  >  H,  é  tale  inoltre  che,  data  una  quantità  positiva  i 
piccola  a  piacere  purché  non  nulla,  esista  sempre  qualche  valore 
di  z  per  il  quale  sia 

modtiz)  -  H  <  6, 

Si  ìmagÌDi  infatti  costraita  in  qd  modo  qoaliiDqne  noa  sncces* 
siono  indefinita  di  numeri  positivi  piccolìSBimi  e  diversi  da  zero 
Si  I  E*  >  ^1 1  •  •  •  ti^li  ^^  aversi  : 


i  dal  considerare  la  progressione  aritmetica  : 

0  ,  e,  ,  2e,  ,  Se,  ,  4e,  ,  .  . . 

i  coi  termini  dividono  l'intero  campo  del  nnmerl  positivi  in  tanti 
piccoli  intervalli  di  ^andezza  e. 

Imaginando  dì  esaminare  successivamente  col  pensiero  ciascuno 
di  questi  intervalli,  si  concepirà  l'esistenza  di  an  certo  intervallo 
il  quale  godrà,  per  il  primo,  della  proprietà  di  contenere  qualche 
possibile  valore  di  mod/'(z). 

Sìa  questo  l'intervallo  compreso  fra  ite,  e  ((l  +  !)«!  >  cosicché  bÌ 
avrà  per  ogui  valore  di  z  : 

modf(z)  5  l*e, , 
ma  esisterà  certamente  almeno  nn  valore  z  tale  da  aversi  : 
modAz)s([A+l)e,. 
SI  imaglnino  ora  inseriti  fra  i  due  numeri  )ie,  e  ()t  +  l)E,   altri 
numeri  (t^  >  "t  ì  •  •  •  >  '^m -\  ^"^  modo  che  la  progressione  : 

a,  =  llEi  ,  Oj  ,  Oj  .  •  ■  •  .  «,r-i  >  a»  =  (CI  +  l)Si 
venga  a  dividere  l' intervallo  ora  considerato  in  nuovi  intervalli 
la  cui  grandezza  non  superi  E,,  o  supponiamo  che  il  primo  di 
questi  nuovi  intervalli  nel  quale  cade  qualche  possibile  valore  di 
taodfXx)  sia  quello  compreso  fra  a^  ed  a,,.^.  Allora  si  divida  nuo- 
vamente l'intervallo  compreso  fra  a,  ed  a,^,.j  mediante  uua  terza 
progressione  : 

6,  ,  &g  ,  6,  ,  6^  ,  .  .  .  , 

in  nuovi  intervalli  ciascuno  di  grandezza  non  superiore  ad  e,,  e 
siano  bj  e  I>j^,  i  due  termini  che  individuano  11  primo  di  questi 
intervalli  nel  quale  cade  qualche  possibile  valore  di  mod/(x]. 

Cosi  procedendo  indefinìtamenie  si  verranno  a  formare  due  classi 
di  nnmeii: 


le  quali  godranno  evidentemente  della   proprietà  di   essere  ogni 
numero  della  prima  inferiore  ad  ogni  numero  della  seconda  e  di 
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soddisfare  alle  condizioni  : 

a„-a,  =  e, ,  a(+,  -  ai§e,  ,  6j„  -i/^Sj  .  ''a+i  - ':^  <  e* 

Esisterà  dnnqae  (art.  548)  an  Damerò  perfettamente  determi- 
nato H  : 

H  =  (a,  ,  ai ,  bj  ,  c^  , .  .  .  ;  a„  ,  8^+,  ,  b^ ,.,  ,  c^^, ,  . .  .) 

individuato  da  queste  due  clatri  di  numeri  ;  e  tale  numero  H  godrà 
evidentemente  delle  proprietà  rlcbieete  nell'enimciato  (A). 

906.  (B).  Se  B.  i  il  numero  contiderato  nell'enunciato  {&),  eti- 
aterà  sempre  almeno  un  valore  spedale  x  =  a  della  variabile  z  per 
il  quale  si  abbia  precisamente  modf(a)  =  H. 

In  altri  termini  si  tratta  ora  di  dimostrare  che  il  limite  infe- 
riore  H  non  solamente  paò  essere  avvicinato  indefinitamente  da 
mod/l^ic]  dando  ad  x  valori  opportunamente  scelti,  ma  può  altresì 
essere  effettivamente  raggiunto  per  ano  speciale  e  determinato  va- 
lore di  X. 

Invero,  per  quanto  si  è  osservato  sopra  (art.  904)  esisterà  un 
cerchio,  col  centro  nell'  origine  del  piano  rappresentativo  della 
variabile  complessa  z  =  x  +  iy,  di  raggio  R  abbastanza  grande  per- 
chè la  differenza  : 

modA^)  -  H 

si  conservi  superiore  ad  un  numero  posiiìvo  determinato  diverso 
da  zero  per  tutti  ì  punti  s  esterni  al  cerchio.  Pertanto  quel  punti  z 
mediante  i  quali,  secondo  l'enanciato  (A),  moàf(,s)  patì  farsi  dif- 
ferire da  B  di  tanto  poco  quanto  si  voglia,  esisteranno  e  dovranno 
esclusivamente  cercarsi  nell'interno  o  sul  contorno  del  cerchia, 
cioè  del  campo  definito  dalla  coadizione  : 


Esisterà  dunque  (art.  712)  nell'  intemo  o  sul  contorno   di   questo 
campo  almeno  un  punto  {x ,  y)  per  11  quale   sarà  precisamente  : 

mod/'is)  =  H, 

giacché  mod/{z)  è  in  ogni  punto,  sito  nell'interno  o  sul  contorno 
del  campo  stesso,  funzione  continua  delle  due  variabili  x   ed   y. 
Il  postulato  si  trova  cosi  completamente  dimostrato. 
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,  907.  Data  la  funzione  intera  del  grado  n  in  a:  : 

f(x)  =  otpf  +  aix"~^  +  .  .  .  +  a„^,x  +  x„ ,  (1) 

sia  a  una  radice,  che  certamente  esiste  (art,  900),  dell'equazione: 

A3:)  =  0.  (2) 
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Noi  sappiamo  (art.  49.^)  che  tn  tale  giippoato  il  primo  meml/ro 
f(x)  è  divìBibite  esattamente  per  x  —  a  ;  cosicché  6Ì  pnò  porre,  idtrt- 
ticamente  rispetto  ad  x, 

f(x)=(x-a)-f,(x),  (3) 

essendo  f^(xì  una  certa  fnazione  intera  di  x,  del  grado  n-I. 

Considerando  ora  l'equazione  ^,(3;)  =0,  che  avrà  certamente  Dna 
radice  %  si  potr&  porre  allo  stesso  modo  identicamente: 

A(x)  =  {x-p)./,(a,)  (4) 

dove  f^(x)  è  ana  fiinzioDe  del  grado  n  —  2  in  x.  Slmilmente,  detta 
"If  una  radice  di  f^(x)  =  0,  sì  avrà  : 

Ux)  =  {x^^)■f,ix),  (5) 

e  cosi  di  seguito,  finché  si  giangerà  ad  una  funzione  /„_,  di  primo 
grado  in  x,  per  la  quale  si  avrà.: 

/;-i(!«:)  =  (^-^)-/;(3:)  (6) 

dove  f„  b  ona  funzione  di  grado  zero  in  x,  cioè  una  costante  che 
indicheremo  con  C. 

Moltiplicando  ora  membro  a  membro  tatto  le  identìt&  (3) ,  (4) , 
(5)  ,  . . . ,  (6)  cosi  ottenute  e  sopprimendo  i  fattori  comuni  ai  due 
membri,  resterai  evidentemente  l' identità  : 

f(x)  =  C-(x -  a)(x-^)(x—^) .  . .  (x  -X).  (7) 

Richiamando  1'  espressione  (1)  di  f(x)  ed  eguagliando  nella  (7) 
i  coefficienti  della  pib  alta  potenza,  x",  di  x  nei  due  membri,  si 
ha  evidentemente  C  =  Oo  ;  onde  scriveremo  : 

f{x)^ao-{x~a){x'-^)ix-^)...(x-X).  (8) 

908.  Dalla  (8)  si  vede  che  :  la  funzione  intera  f(x},  del  grado  n 
in  X,  si  può  sempre  decomporre  nel  prodotto  di  n  /'attori  ciascuno 
di  primo  grado  in  x  e  precisamente  nel  prodotto  di  n  fattori  delta 
forma  x  —  h  (dove  h  è  un  numero  reale  o  complesso)  moltiplicali 
per  una  costante  a^  eguale  al  coeffUienfe  di  x"  in  ftx). 

Questa  decomposizione  si  può  effettuare  in  un  unico  modo.  Sop- 
poniamo infatti  che  si  avesse  anche  : 

fix)  =  a^{x  -  a'){x  -  p')(a:  -!■')■■.(«-  >•')• 

Sarà  allora  identicamente  : 

Cx-a)(x-gKx— 1;) ...  (x-X)=(x-a'){x-p'j(3:-Y') ...  (x-V).      (9f 

Ponendo  in  questa  identità  x  =  a',  il  secondo  membro  sì  annoila; 
onde  si  dovrà  annullare  anche  il  primo,  cioè  essere  : 

(a'  _  o)(a'  -  p)(a'  -  t)  ...  (a'  - 1)  =  0. 
Ma,  il  prodotto  di  più  numeri  complessi  non  potendo  esser  nDlb 
senza  che  lo  sia  almeno  ano  dei  fattori,  dovrà  essere  p.  es.  : 
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cioè  a'=a  ;  onde  la  (9)  ai  potrà  semplificare  e  resterà  l' identitft  : 

{X  -  p)(a  -y)...ix~lì  =  (x-  POC*  -  7')  -*•  ■  («-^') 
da  cui  si  dedurrà  similmecte,  ponendo  x  =  ^',  che  dev'essere  p.  es. 
^  =  p',  onde  resterà  poi  l'identità: 

(a:  -  f )  . . .  (a:  -  À)  =  (a;  -  Y'J  .  .  .  (X  -  À') , 

ecc.  ecc.  Si  conclade  dnnqne  che,  fatta  cutrazione  dall'  ordine,  i 
QDineri  a'  ,^'  ,•(',...  ,\'  coincidono  precisamente  coi  nomeri  a, 
p ,  7  ,  .  . . ,  X. 

Dnnqae  :  la  decompotizione  topra  accennato  si  pub  soltanto  ef- 
fettuare in  un  unico  modo. 

909.  Dall'  identità  (8)  : 

Ax)  =  aoix  -  a)(x  -  p)(x  -•()...  (x-l)  (8) 

segne  evidentemente  che  a  ,^  ,y  , .  . .  ,X  sono  altrettante  radici 
dell'equazione  f^x)  =  0,  poiché  il  secondo  membro  si  annulla  evi- 
dentemente per  x  =  ct,x=^  , .  .  ,  ,x  =  X,  Segue  inoltre  che  sono 
queste  le  sole  radici  ciie  pa6  ammettere  l'equazione  f(x)  =  0.  In- 
fatti, se  e  sìa  una  radice,  si  avrà  ffe)  =  0,  cioè  per  l'identità  (8): 

<i..(s_a)(s-f)(s-t)...(s-l)  =  0, 

onde,  poiché  a^  è  diverso  da  zero,  dovrà  essere  nullo  uno  almeno 
dei  fattori  e  —  a,c  —  ^,...;  cioè  e  dovrà  coincidere  con  una 
delle  radici  a.  ,^  ,y  ,  . . .  ,X. 

910.  Gli  n  numeri  a  ,  ^  ,  7  , .  .  .  ,  X  per  i  quali  si  verifica  l'iden- 
tità (6),  non  sono  sempre  necessariamente  tutti  distinti.  Ora,  se  fra 
i  numeri  a ,  p  ,  -f ,  .  .  .  ,  X  ve  ne  siano  p  che  coincidono  col  nu- 
mero a,  si  dice  (cfr.  art.  696j  che  ot  b  una  radice  multipla  dì  or- 
dine j>  0  di  multiplicità  p,  0  piti  semplicemente  si  dice  che  l'eqaa- 
zione  f(x)  =  0  ammette  p  radici  eguali  ad  a.  In  tal  caso  l' Iden- 
tità (8)  prende  la  forma  : 

f(x]  =  a^x  -  ay-{x  -?)..,  (a:  -  5), 

cioè  f(x)  è  uguale  ad  {x  —  ay  moltiplicato  per  una  finzione  in- 
tera di  grado  n  —  p  in  x.  Cioè:  si  dice  che  a  è  radice  multipla 
di  grado  p  dell'equazione  ffx)  =  0,  ovvero  che  f(x)  =  0  ha  p  radici 
eguali  ad  a,  quando  il  primo  membro  t\,x)  È  dioisibile  esattamente 
per  la  potenza  (x  -  a)''. 

911.  Biassumendo  concludiamo  che:  le  l'equazione  f(x)  =  0  di 
grado  n  tn  x  ha  t  radici  distinte  a^  ,  a^  , .  . .  ,  a,  risp.  dei  gradi 
di  multiplicità  p^ ,  p, , .  . . ,  p, ,  «t  Aa  identicamente  : 

f(x)  =  ao(x  —  a^y^ix  —  o,)»(x  -  a,}»  . .  .  (x  -  tx,f'        (lOj 
dove: 

Pi  +  P»  +  Ps  +  •  ■  •  +  P(  '  ° 

;  di  f(x)  non  si  pu6  effettuare 
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Contando  ogni  radice  dell'eqnazione  f(x)  =  0  tante  volte  come 
radice  qaanto  è  il  suo  grado  di  moltiplicità,  ai  può  danqne  aoche 
enanciare  il  teorema  che  ogni  equazione  di  grado  n  ammette  tuia- 
pre  D  radici  eguali  o  distinte. 

912.  CoBOLLARio.  —  Affinchè  un'equazione  del  grado  a  abbia  n— ji 
radici,  uguali  o  distinte,  diverse  da  zero,  è  necessario  e  sufflcimU 
che  gli  ultimi  |i  coefficienti  di  f(x)  siano  tutti  nulli. 

Dalla  (10)  appare  infatti  che,  per  essere  a,  =  0  e  ;>,  =  [i.,  dev'es- 
sere la  f(x)  esattamente  dÌTÌsibile  per  a;*^. 

913.  È  appena  necessario  di  far  rilevare  che  il  teorema  dell'ar- 
ticolo 698  sassiate  inalterato,  senza  che  occorra  modifioame  in  al> 
cnn  modo  la  dimostrazione,  anche  per  radici  complesse  di  equa- 
zioni a  coefficienti  reali  o  complessi. 

Cioè:  affinchè  a  sia  radice  multipla  del  grado  k  dell'equazione 
f(x)  =  0,  é  necessario  e  sufficiente  che  esso  sia  anche  radice  delle 
prime  k  - 1  equazioni  derivate:  f  (x)=0  ,  f"(x)=0  ,  . . . ,  P*-'l(x)=0 
0  anche,  che  è  la  atessa  cosa,  è  necessario  e  sufficiente  che  etto 
sia  radice  multipla  del  grado  k— 1  della  prima  derivata  r(x)=0. 

914.  È  invece  importante  richiamare  l' attenzione  snl  seguente 
teorema:  affinchè  un'equazione  ffx)  =  0  abbia  soltanto  radici  sem- 
plici, è  necessario  e  sufficiente  che  le  due  funzioni  f(z)  ed  f(x) 
«l'ano  prime  fra  loro;  giacché  questo  teorema  non  si  sarebbe  po- 
tuto euunciare,  perchè  non  esatto,  Anche  non  ai  consideravano  che 
lo  radici  reali  delle  equazioni  a  coefficienti  reali. 

Invero,  se  f(x}  ~  0  abbia  o  come  radice  multipla,  le  due  fun- 
zioni f{x)  ed  fix)  avranno,  per  qaanto  si  è  già  stabilito,  il  divi- 
sore cornane  di  primo  grado  x  —  a,  cioè  non  saranno  prime  fra 
loro.  Ma  ai  ha  ora  reciprocamente  che,  se  f{x)  ed  f(jx)  hanno  il 
divisore  cornane  ^(x),  l'equazione  ({r<x)  =  0  avrà  una  radice  reale 
o  complessa  a,  cosicché  ^{x)  e  quindi  anche  f{x)  ed  f{x)  ammet- 
teranno il  divisore  cornane  x  —  tt. 

915.  Chiuderemo  qaesto  §  col  seguente  teorema  che  ci  tornerà 
utile  in  seguito:  se  A.  è  il  massimo  modulo  dei  coefficienti  di  una 
equazione  qualunque 

a^x"  +  a,x""'  +  a^s""*  +  .  .  .  +  a„_,x  +  a„  (U) 

ed  a  una  radice  qualunque,  reale  o  complessa,  di  quest'equazione, 
si  ha  sempre  : 

mQda„  A  +  modn.  ,. ., 

V-  <  a  <  — -,  — ■  •  (12) 

A  +  moaa^  moda^, 

Se  fosse  infatti  :  moda  <  7 

modlafla"  +  o,«"~'  +  . . .  +  <i,^iaj  <  moda„ , 
il  che  è  assurdo,  poiché,  essendo  a.  radice  della  (11),  si  ha  invece: 

a„0"  +  aiOL"'^  +  .  .  .  +  Ob-i»  =  —  "n  j 
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luodlaBO"  +  o,a""'  +  .  .  .  +  a^-i^l  =  moda„. 

La  prima  delle  dìBeguaglìiinze  (12)  è   dunque   dimostrata.   Per 
dimostrare  la  secooda,  osserviamo  clic,  se  a  è  radice  della   (11), 

sarà  -  radice  dell'  equazione  : 

a„a:'*  +  ««.ix"""'  +  .  ■  .  +  a,x  +  a^  =  0 , 

cosicché  applicando  a  quest'equazione  la  prima  disegnaglianza  già 
dimostrata,  si  avrà  : 


\  o.)      modi 


A  +  moda^  Va/     moda 

li 
segaaglianza  (12), 


onde  si  trae:  moda  < — —  ,  che  è  appunto  la  seconda  di- 


Vote  ed  Eseroùd. 


{x'>~l)  =  (x 


-')(-^4)(-T-'f) 


2.  Decomporre  in  fattori  di  1°  grado  le  funzioni: 
3x*-6a:»  +  8  ,  a;«-l  ,  x^-l. 

8.  Vi  sono  dei  problemi  geometrici,  chiamati  talvolta poritnti,  per  i  quali 
si  verifica  il  fatto  Bingotare,  che  eseì  non  ammeltono  in  generale  alcuna 
aoluiione;  affinchè  na  ammettano  qnalcnna,  è  necosaario  che  i  dati  del 
blomH  soddisfino  a  certe  condizioni  particolari,  ed  in  tal  caso  eeei  ne 
mettono  tempre  un  numero  inlÌDito.  Cusi  ad  esempio  il  problema  di 
struire  un  triangolo  (o  più  geoeralmento  no  poligono  di  n  lati)  ìnsci 
In  nii  cerchio  dato  e  circoacritto  ad  an  altro  non  ammette  in  generale  solu- 
zione; ma,  se  esiste  nu  triangolo  inEcritto  in  un  cerchio  e  circoscritto  ad 
un  altro,  ne  oaiateraiiiio  infiniti,  e  precisarnente  ogni  punto  del  primo 
chio  si  potrà  aaanmere  come  vertice  di  nn  triangolo  che  aoddiafa  al  pro- 
blema. La  spiegazione  adegnata  di  simili  paradossi  geometrici  si  ha  ap- 
pnuto  nel  teorema  dimostrato  in  questo  g.  L' incognita  x  del  problema  geo- 
metrico trattato  per  via  analitica  dovrà  soddisfare  ad  un'  equaniono  al- 
gebrica di  un  certo  grado  n,  le  cui  n  radici  darebbero  ordinariamente 
le  n  possibili  soluzioni  del  problema.  Nel  caso  del  porisma  si  verifica 
però  il  fatto  che  tale  equazione  di  grado  n  è  tempre  soddisfatta  da  n 
valori  speciali  i  quali,  se  soddi^ifano  il  problema  algebrico,  nou  rap- 
presentano però  che  soluzioni  improprie  del  problema  geometrico  ip.  es. 
triangoli  con  lati  govroppoBti);  onde  è  chiaro  che  il  problema  geometrico 
non  avrà  i»  generale  vere  e  proprie  soluzioni.  Qualora  però  esso  ne  abbia 
nna,  l'equazione  sopraddetta  avrà,  oltre  le  n  radici  corrispondenti  allo  so- 
Capeu.1.  - /(ti'luzi'on;  di  analiai    algebrica,  0.*    cdiE.  Ri 
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infiniti. 

a  per  A  udk  ti 

Q  B;  dal  puDt 
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liuiom  improprie,  anche  nna  nnova  radice  e  qaiudi  un  numero  di  radici 
enpuiore  k1  boo  grado,  il  che  6  aasnrdo  a  meno  che  l'efiuaEÌone  sia  sod- 
disfatta identicamente.  Ma  in  tal  caso  ogni  valore  *  goddisferii  atta  equa- 
Eione  e  qnindi  anche  il  problema  geometrico  ammetterà  infinite  soIueìodÌ. 

4.  Per  meglio  chiarire  l'importante  princìpio   sopra   esposto    proponia- 
moci di  dimostrare  che  non  eliilono  triangoli  tiuerieit  ì 
■  eircoierUti  ad  vn'allra  data  conica  F,  ovvtro  ne  eiiilono  i 

Preso  a  piacere  salla  conica  C  nn  punto  A,  : 
fte&te  alla  conica  F  fino  ad  incontrare  naovame 

si  oondnoa  ora  la  seconda  tangente  alla  conica  1'  fino  ad  incontrare  nno- 
vamento  C  nel  pnnto  D  e  da  D  la  seconda  tangente  a  P  fino  ad  incon- 
trare nnovamente  C  in  A'.  Affinchè  il  pnnto  A  fosse  il  vertice  di  un  trian- 
golo che  risolvesse  il  problema ,  con- 
verrebbe che  coincidesse  con  A  l' ano 
o  l'altro  dei  due  ponti  A'  che  si  pos- 
sono far  corrispondere  ad  A  nel  modo 
indicato.  Intanto,  poiché  ad  ogni  pnn- 
to A  corrispondono  cosi  due  punti  A' 
a  reciprocamente,  i  parametri  X  e  ì'  di 
questi  dna  punti^(nella  rappresen tallo- 
no paramatrlca  univoca  dei  punti  di  C) 
saranno  legati  da  una  relasione  alge- 
brica di  2°  grado  cosi  rispetto  •  X  che 
rispetto  a  X'.  Facendo  in  tale  relaiìonc 
X'  =  X ,  si  avrà  cosi  per  l' incognita  X 
del  problema  una  equazione  del  quarte 
grado. 

Ora  nna  semplice  ispesione  alla  fi- 
gnra  ci  fa  subito  vedere  che  il  pro- 
blema geometrico  ammette  tempri  precisamente  quattro  soluiioni  impro- 
prie corrispondenti  alle  quattro  tangenti  comuni  alle  due  coniche.  Siano 
B,  ,  B,  ,  B,  ,  B,  i  punti  nei  quali  queste  tangenti  comuni  toccano  la  C  e 
da  ogni  punto  Bj  si  tiri  la  seconda  tangente  a  F  che  incontri  nuovamente 
C  in  Aj.  Si  riconoscerà  subita  che  il  triangolo  ohe  ha  un  vertice  in  Af  e 
gli  altri  due  inflnitaiaenta  vicini  sovrapposti  in  Bj  è  nna  soluaione  impro- 
pria del  problema;  poiché  prendendo  come  punto  di  partenia  il  punto  Aj, 
uno  dei  suoi  due  corrispondenti  coincìde  evidentemente  con  Aj,  coinci- 
dendo in  tal  caso  D  con  B, 

Lasciamo  al  lettore  l'analoga  determinaxioue  delle  quattro  soluiìoni  im- 
proprie per  il  problema  analogo  relativo  ad  un  poligono  di  k  lati. 

5.  L'equazione  i^-Vix*  +  563^-126x*  +  libx-5i  =  0  6  soddisfatta  de 
x  =  R.  BiconoBoere,  mediante  l'esame  delle  derivate,  che  questa  radice  i 
tripla. 

tì.  Essendo  x,  ,  x,  ,  .  .  . ,  x,  le  n  radici  dell'  equasione: 


•  +  <^n-l*  +  **«  =  0  , 


L«-r 


=  Oi,^{x  —  Xi){x  -  Xg)  . ,  .  (x  —  x^  , 


dove  la  sommatoria  ya  estesa  agli  (1  prodotti  delle  differenie  z  —  x, , 

iX  —  f,  ,  .  .  .  ,  X  —  T,  combinate  r  ad  r. 

7  La  risoln^iione  namerica  delle  equazioni  ne!  campo  complesso ,  eio^ 
la  determinazione  numerica  delle  radici  complesse  di  un'eqnaEÌone/(j:)=0, 
a  coefficienti  dati  reali  o  complessi,  si  riconduce  alla  risolniione  nume- 
rica, da  noi   già  trattata  al  Capitolo  X,  dello  equazioni  nel  campo  reale. 

Posto  infatti  z  =  x+  iy,  si  abbia,  separando  in  /(ij  la  parte  reale  da 
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[f).  Se  ■  è  ndicQ  dell' eqna- 

<p{'p  j  y)  =  0    e    ^ix,y)  =  0, 

e  bì  tratterà  di  trovare  le  coppie  di  valori  reali  di  a;  e  y  ohe  soddisfano 
simaltaneamente  a  queste  duo  equazioni  che  hanno  i  loro  coefficienti  tutti 
reali.  Ora  ciò  si  riconduce,  come  vedremo  in  seguito  (Capitolo  S.UÌ)  alla 
determinazione  delle  radici  reali  di  un'equazione  a  coefficienti  reali  B(a:)=0 
dedotta  mediante  l'eliminai  ione  di  y  dalle  due  superiori  equazioni  ^*,  y}=0, 
■K*,  V)  =  0. 

§  4.0  —  Relazioni  fondamentali  fra  le  radici 
ed  1  coefficienti  di  un'  eqoaalone. 

916.  So  a,  ^,  "{,...  ,\  sono  le  n  radici  dell' equaziODC  : 

f(x)  =  x"+p^x"-*+Ptiif'-^+  ..  .  +i'„  =  0,  (1) 

si  ba  identicamente,  come  si  è  vÌBto  al  §  prec.  : 

Ax)  =  (x-  a){x  ~  p)(x  -i)...{x-\).  (2) 

Sviluppando  ora  it  prodotto  nel  secondo  membro  ed  ordinando 
il  risultato  secondo  le  potenze  decrescenti  di  x,  si  trova: 

(a:  -  a)Ca:  -  pKx  -  Tf) .  . .  (x  -  ).)  =  x» 

~  {a^Y  +  «PS  +. , .       )x''"' 


come  risalta  dalla  formola  (6)  dell'art.  218  ponendo  in  essa  ci,=-a, 
«3  =  —  ^,«j=  —  'y,...,a„  —  —  ^,  e  &  =  x. 

In  questo  sviluppo  il  coefifìciente  di  x"~*  è  la  somma  dei  pro- 
dotti delle  a  ,  ^  , .  . . ,  A  combìDUte  k  &  k  presa  col  segno  -t-  o  — , 
secondocbè  k  è  pari  o  dispari. 

II  secondo  membro  della  (J)  dovrà  dunque  coincidere  con  la 
fanzione  intera:  x''+_p,a:"~' +  .  .  .  +p„. 

^eguagliando  i  coefficienti  delle  potenze  simili  troviamo  cosi  le 
relazioni  seguenti: 

i),  =  -  (a  +  g  +  -f  +  .  .  .  +  X) 

Pi  =  -  («^T  +  «78+...       ) 
Pi  =  +  (a?T3  +  .  .  ■  ) 


P„  =  (-l)".apl 
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cioè:  se  un'equazione  algebrica  di  grado  n  abbia  il  coefftcieatt  di 
x"  uguale  all'unità,  (*)  la  somma  degli  (■  )  risultati  che  ti  ot- 
tengono moltiplicando  le  n  radici  a  k  a  k,  è  uguale  al  coefflcìente 
di  x""*,  preso  però  col  segno  ±  secondachè  k  e  dispari  o  pari.  In 
particolare  la  somma  delle  radici  sarà  uguale  al  coefficiente  del 
secondo  termine  preso  con  segno  contrario  ed  il  prodotto  sarà 
eguale  al  termine  noto  preso  col  segno  +  o  —,  secondochè  il  grado 
n  dell'equazione  è  pari  ovvero  dispari. 

917.  Di  qa)  si  deduce  che  è  sempre  facile  di  costraire  l'equa- 
zione elle  ha  per  radici  certi  nnmeri  dati.  Cosi  p.  ea.  roleadosi 
coBtralre  l'equazione  di  terzo  grado: 

3^  +  p^x*  +  p^  +  Ps  =  0 
ohe  ha  per  radici  i  tre  nnmeri  1,  —  -,  2,  si  dovrà  prendere  . 

Si  trova  COBI  I'  equazione  : 

ar'--K*  +  -a;4-X  =  0 

0,  che  è  lo  stesso, 

2x»  -  5x'  +  a:  +  2  =  0. 

918.  Le  relazioni  fra  le  radici  a  ,'^  ,•(,...  .ì.  deli'  equazione  : 

F(x)  =  a^x"  +  a^x"~^  +  a^x"'*  +...+«„  =  0  (5) 

ed  i  coefficienti  dg  ,  a,  ,  a,  , .  .  . ,  anziché  per  mezzo  delle  funzioni 
simmetriche,  cosi  dette  elementari,  testé  incontrate  : 

2a  ,  5»?  ,  2^?"f  .  ■  ■  ■ 
si  possono  anche  stabilire  In  modo  semplice  per  mezzo  delle  somme 
di  potenze  simili: 

S,  =  a+p  +  f  +  ...  +  X 

S,  =  a*+  p''+  1*+  .  ..  +  \*  (6) 


.=(- 


che  si  chiamano  anche  funzioni  simmetriche  semplici  (cft-,  art.  523). 

(*)  Se  1'  equAiione  data  non  avesse  il  primo  coefficiente  a,  ei^nale  al- 
l' nnitit,  basterebbe  dividerla  per  Og  ed  ossa  prenderebbe  appunto  la  forma 
I»  +  p,*"-'  +  .  .  .  +  p„  =  0. 
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Per  trovare  le  relazioni  che  legano  i  coefflcieoti  a,  ,  a,  ,  a,  ,  ... 
alle  Sg  ,  8,  ,  S,  , .  .  .  ,  partiamo  dall'  ideotitA  : 

F(x)=aaa;''  +  a,x'''>+a,x''-*+  ...  +n„=a/a3-a)(a:-?)  ...  (x-\) 

che  derivata  rispetto  ad  x  ci  dà  (art.  692}  per  la  regola  della  de- 
rivazione di  un  prodotto  : 

F'ix)  =  naoK""'  +  (n  —  1)0,35""*  +  . . .  +  £»„_, 

x-a     a:  — p     x— -j  '  x  — X  ^  ' 

Ha  per  la  regola  di  Ruffini  si  ha,  poiché  F(a}  =  0  : 


+(aoa'*"'+a,a'*- »+...+«„_,)■ 
onde,  nostitaendo  in  (7),  si  ba  l' identità  : 

nooa^-i  +  (»  -  lìa,»"-'  +  (n  -  2)a,x"-»  +  .  .  .  +  «„_, 
=  Oox"-'  +  (Ofla  +  o,)x"-*+  («o»'  +  ai»  +  a,)x""^  +  . . . 
+  «03=""'+  (oo?  +  ai)a!~~''+  (oo?'  +  a,?  +■  a,)»""'  +  . .  . 
+  aox"""^+  (oof  +  a,)x"~*+  {ao\*  +  «iT  +  a^"-*  +  . . . 

+ 

+  aox""'  +  («oX  +  ajx""»!  {a^*  +  «jX  +  aj)x""*  +  . . . , 

ossìa  raccogliendo  nel  secondo  membro  i  coefficienti  di  una  stessa 
potenza  di  a:  e  tenendo  presenti  le  (6)  : 

»iaoa;""'+(n-l)a,x''~*+(n-2)aja:''~*+  ...  +a„_i 
=  naox"~'+(atiSi+na,)x''~*+(aoS3»+o,S,+rta,)a:"''-h ... 
+("oS„_,4(i,S„.,+  ...+Ba„^,)- 
Egaagli&ndo  ora  nel  due  membri  di  qncsta  identità  i  coefficienti 
delle  potenze  omonime  di  x,  si  trovano  lo  relazioni  : 
(n  -  l)a,  -  «oS,  +  na^ 
(n  -  2)aj  =  «oS,  +  o,S,  +  na, 
(«  -  3)a,  =  OoSj  4-  a,Sj  +  a,S,  +  na^ 


c«-i  =  «oS„-i  +  OiS„_,  -H  a,S„_8  +  . . .  +  na„_, 
o  anche,  portando  tatto  nei  secondi  membri  : 
/  floS,  +  «1  -  0 
l  OoS,  +  a^S,  +  2oj  =  0 
\  ooSg  +  a,Sj  +  a,Si  +  3a,  =  0 


i  OflS^,  +  aiS„_,  +  ajS„_i  +  . . .  +  (11  -  l)o„_i  =  0. 
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Qaeete  forinole  sono  conosciate   ordinariamente  sotto  il   nome 
di  formolo  di  Newton. 

919.  Se  l'eqnazione,  di  cai  a  ,1^  ,•(,...  ,X  sono  radici,  sia  stata 
ridotta  (mediante  la  dìvieioDe  per  oo)  alla  forma  : 

a^+p,x'*-^  +p^x"~^  +  .  .  .  +p^ia:  +p„  =  0,  (9) 

e  formole  (8)  prendono  la  forma  più  semplice  : 

1  S,+p,8j  +  2p,  =  0 

]  Ss  +  p,S,  +  p,S,  +  3p3  =  0  (10) 


..  +  (»-  l)i>„_,  =  0 
•  +  Pn~l^ì  +  nPn  =  0- 


L'nltima  equazione  aggiunta  si  ottiene  direttamente  considerando 
cbe,  per  essere  a  ,  ^  ,  . . . ,  A  radici  dell'equazione  (9),  si  ha  : 


r  +  P,r' 


'+Pi^ 
+  p/t'"' 


■  +p„  =  0 

•+Pn  =  0 


À"  +  piX"^'  +  PiX"~*  +  . . .  +  p„  =  0 
d'onde  sommando  membro  a  membro  sì  ha  apponto: 
S„  +  PiSn.!  +  pS„^  +  .  . .  +  np„  =  0. 

Mediante  le  formole  (10),  dati  i  coefficienti  Pi  ,  Pi ,  •  •  •  ,  Pn  >  si 
calcoleranno  sacceaaivamente  i  valori  delle  S, ,  S, , . .  .  ,  S„  ;  cioè 
dalla  prima  sì  caverà  il  valore  di  S,  ;  sostituendo  poi  questo  va- 
lore nella  seconda  sì  caverà  Sj  ;  sostìtnendo  i  valori  trovati  per 
8,  ed  S,  nella  terza  si  caverà  S, ,  e  così  di  ee^oito. 

Beciprocameote,  date  le  radici  a  ,^  ,y  , . . .  ,X,  si  oonosceranao 
le  S,  ,  Sj  , .  , . ,  S„,  e  allora  le  formole  (lOj  potranno  servire  a 
calcolare  successivamente  ì  coefficienti  Pi  tPt  i  •  ■  ■  >  P„-  S'  trovano 
cosi  le'  espressioni  seguenti  : 


S,  =  -p, 

St  =  -Pi'+3p,p^-Zp, 
Si=p,*-ipi'Pt  +  iPiPi 
+  2p,'  —  ip^ ,  ecc. 


Pi  = 


~  S,  +  S.» 


24p^  =  _  68^  +  88,8,  -  68,8,» 
+  38.»  +  S,*   ecc. 


In  queste  formole  vi  è  da  notare  che  l'espressione  di  una  qua- 
lunque somma  iix  si  compone  di  termini  per  ciascnno  dei  quali  la 
somma  degli  indici  di  tatti  i  fattori  p  è  costantemente  n^ale  a  k 
0,  come  si  suol  dire  brevemente,  dì  termini  cbe  sono  tatti  di  peso 
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eguale  a  k.  Cio6  si  ha  un'espreBsione  della  forma  ; 

(essendo  le  A  dei  coefiQcienti  Damerici)  colla  condizione  : 
o,  +  2a,  +  30j  +  . .  .  +  na„  =  k. 

Ciò  è  UD»  consegaenza,  OTidentemente,  dal  fatto  che  in  ogni  sin- 
gola formola  del  sistema  (10)  la  somma  degli  indici  delle  S  e  delle 
p  è  costante  ed  eguale  risp.  ad  1,  2,  3,.... 

Si  vedo  pare  facilmente  che  il  nomerò  dei  fattori  Pi  ,Pì ,  •  ■  ■ 
che  entrano  in  ogni  termine  dell'espressione  di  S»  è  sempre  ugnale 
od  inferiore  a  k,  cosicché  Sj^  si  presenta  come  una  funzione  intera 

di  grado  k  nei  coefBcienti  PuP^  ,P3 Concludiamo   dunque 

che  S„  ai  etprime  con  una  funzione  razionale  intera  (a  coefficienti 
numerici  interi),  di  p-ado  k  e  di  péso  costante  k,  delle  variabili 
Pi  >  P.  .  -  ■  ■  »  Pb- 

920.  Se  moltiplichiamo  l'eguaglianza: 

a"  4- ^,0""»  +  .  .  .  +P„-iOi  +  Pn~0,  (11) 

che  esprime  essere  a  una  radice  dell'equazione  (9),  per  la  potenza 
intera  e  positiva  a*,  si  avrà: 

a"**  +  jiift""*-'  +  . .  .  +  Pn-ia"*"'  +  p„a*  =  0 , 

onde,  sommando  membro  a  membro  questa  uguaglianza  colle  e- 
gaagllanze  analoghe  che  si  potrebbero  scrivere  per  le  altre  radici 
^  ,-(,...  ,ì.,  sì  trova  : 

S„+j,  +  p.8„+»_,  +  p,S„^»_j  +  . .  .  +  p„..S»+,  4  p„St  ^  0. 

Ponendo  ora  snccessivamente  fc  =  1 ,  2,  3,  .  . . ,  si  ha  cosi  la  se- 
guente prosecuzione  delle  formole  (10)  : 

(  S«M+i'|S„+PaS„-i+  •  ■  •  +P»Si  =  0 
S„^j+P.S„«+J',S„+...+p,S,  =  0  (IO') 


921.  Moltiplicando  invece  la  (11)  per  le  potenze  a~' ,  a"* , .  .  . 
si  otterrebbero  similmente  delle  formole  che  combinate  alle  (10) 
darebbero  il  modo  di  calcolare  le  somme  di  potenze  simili  nega- 
tive S_,  ,  S_t ,  ....  Si  giunge  perù  più  presto  al  risultato  per  altra 
via  che  indicheremo  in  seguito  {cfr.  Capitolo  XIV,  §  4.°). 

Eswrcìsi. 


1.  Costruire  l'equazione  di  4°  grado  che  ha  per  radici  i  oamerì  1-f-t, 
I-i,  2,  8. 

li.  Se  roqnaiione  a  coefficienti  reali  *"  -|-  p)*""'  -+•  Pr'"'*  ^  ■■•  +  Ph  =  ^ 
ha  tutte  le  ano  radici  reali,  dev'essere  p,'  >  2p,.  Infatti  la  somma  dei  qua- 
drati delle  radici  sarà  eTldentemente  un  numero  positivo. 
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8.  Se  a,  ,  S4  1  -'  <  'n  Bono  le  n  radici  dì  un'equasiona  binomia  f"-A=:0, 
dimostrare  che  : 

S»  =  a,"  +  a,*  +  .  .  .  +  aj"  =  0 

per  ik  <  n  a  che  Sj^  =;  nA  per  k  =  n.  Trovare  poi  il  valore  di  B^    per  qaa- 
loDque  valore  intero  e  positivo  di  k. 

4.  Applicando  al  sistema  delle  prime  k  equazioni  di  primo  grado  (10) 
dell'art.  919  fra  le  k  incoffnite  S,  ,  S, , . . . ,  Sj|  la  risoluEÌone  per  determi- 
nanti, mostrare  che  si  ottiene: 

1      Pi     Pi    Pi     ■■•  Pk^i   1 


0      0      0      0       ..  -Pi        i 
Pi    ^Pt  ^Pa  ^Pt    ■  ■  •  ^Pk     ' 
6.  Dimostrare  che  HtlVetprtitiont  generale  di  Sj^   tn  /unzione   di   p,  ,  Pi  i 
Pi  ,  .  .  .  i  termini  di  grado  pari  hanno  lufli  un  eotffieitnle  numert co  poii'ttea  * 
qutlti  di  grado  di$pa^  un  coefficiente  numerico  negativo. 

Dimostrare  poi,  mediante  la  verifica  apoit«nart  col  metodo  di  ioduEione 
da  k  %  k  +  1,  che  Veipreteiont  effettiva  di  Sj,  ih  funzione  ^i  p,  ,  p,  ,  ■  ■  ■  .P* 
h  data  da 


=..S' 


(-!)'■+'' "^"-^""^-Kr^-J-.-.+^^-l 


L2.L«»l«.-l«n 


-P.    Ps    Ps 


dove  la  sommatoria  va  estesa  a  tatti  i  valori  interi  e  politivi  delle  a.  che 
soddisfano  alle  condi?.ioni  a,  -f  2«,  +  .  .  .  +  na„  =  k. 

Questa  formola  notevolissima  è  stata  trovala  da   Waring  (*). 

6.  Dalla  regota  circa  i  segni  enunciata  sopra  dedurre   che   per   l'eqaa- 


§  5."  —  Delle  funzioni  sluimetriobe  delle  radlel 
di  un'  equazione  del  i^rado  n. 

922.  Teobkua  I.  —  Se  F(a  ,  ^  ,  f  ,  .  . .  ,  >)  È  vna  funzione  razio- 
nale intera  delle  n  radici  dell'equazione: 

x"  +  Pix"''  +  PtX"-*  +  .  .  .  +  p„  =  0 , 

e  se  inoltre  essa  è  simmetrica  (art.  519)  rispetto  alle   a  ,^ ,  ..■  ,^ 

(*)  Medilalionet  algebraicoi.  Ed.  Ili,  Cfr.  Serrei:  Conre  d'Algibre  Snpiriture, 
Paris  1887;  dove  è  riportata  una  dimostrajsione  diretta  Aovm^b.  &  Lagratg' 
della  formola  di  Waring,  Una  dimostraiione  diretta  molto  semplice  si  de- 
duce partendo  da  una  formola  nota  del  calcolo  differeDZtale.  Vedi;  Qot»tt 
Textira;  Démonttraiioa  d'une  formule  de  Waring,  Nouvetlet  Annaltt  de  Ma- 
thimaliguti;  Agosto  1680. 


\ 
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(coìieidf.rate  come  variabili  arbitrarie),  il  euo  valore  si  può  espri- 
mere come  una  fumione  intera  (a  coefficienti  numerici,  raziona- 
li (*)  e  conosciuti)  dette  Pi  ,  pg  >  -  -  •  ,  P„  (e  dei  coefficienti  della  F). 
Invero,  nell'ipotesi  fatta,  la  F  si  può  scindere  (urt.  523)  in  ana 
somma  di  somme  maltiple  : 

moltiplicate  per  certi  coefficienti  composti  coi  coefficienti  di  F. 

Fatto  ciò,  ciascuna  delle  somme  multiple  si  esprìmere  (art.  525) 
come  una  funzione  intera  (a  coefflcieoti  namerìci  interi)  delle 
somme  semplici  S,  ,  S, ,  Sg .  . .  . 

Finalmente  le  Uj  ,  8^ ,  Sg . . .  si  esprìmeranno ,  alla  loro  volta , 
(art.  919)  come  fnnzioni  intere  (a  coefficienti  namerici  Interi)  delle 

Pi  ,Pt^  ■  ■  -iPn- 

Dopo  ciò,  l'espressione  delle  F  si  troverà  evidentemente  ridotta 
alla  forma  volata. 

923.  Esempio  1.» — Sia  l'equazione  generale  del  l»  grado: 

X*  +Pix'  +  PiX'  +P3X  +  p^  =  0  (1) 

le  cui  radici  siano  a  ,  ^  ,  y  »  S.  Proponiamoci  di  calcolare  la  fan- 
ziono  delle  radici  : 

F  =  (a?  +  Y6)(aY  +  fò)(aS  +  ^7) 

che  a  primo  sguardo  si  riconosce  essere  simmetrica. 
Svolgendo  i  prodotti  si  trova: 

F  =  la>^-r2  +  f'a-rS  +  fa^S  +  S^ag-j! 
siccbè  si  può  scrivere: 

^  =  -6'^--.-..  +  ^ ■ 

Ora  si  ha  (art.  526,  formola  (3)): 

S(,j,i  =  S»'  -  SSjS^  +  2Sb  , 
cosicché  potrà  calcolarsene  il  valore  collo  formolo  di  Newton   in 
funzione  di  Pi  ,Ps  -Pt  r  Pi- 

Quanto  ad  83 , , , ,  si  potrebbe  farne  il  calcolo  col  metodo  ge- 
iierale;  ma  si  giùnge  invece  subito  al  risaltato  osservando  che 

i  Sj,,,,,,  =  a'^^S  +  &»aY5  +  Y'a?^  +  S'a^f  =  a<^i&ia*  +  ^*  +  t*  +  «») 
Infatti,  ei  è  già  visto  che  : 


(*)  Si   potrebbe  aiirbu  dire  a  Eoe^anti  numerici  inferi,    come   dimoatre- 
remo  nello  Nota  (Cfr.  la  Nota  11."'). 

CAFitu.1.  —  litituzioni  di  analiti  algrhrica,  3.*  udÌE.  66 


iceyGoOt^lc 


924.  Dall'  esempio  ora  dato  gi&  appare  come  non  sempre  aia 
conveniente  di  ricorrere  al  metodo  generale  sa  cai  si  è  fondata 
la  dimostrazione  del  teorema  dell'  art.  922.  Lo  stesso  calcolo  di 
Sj,i,j  si  può  effettuare  più  speditamente  osservando  che  si  può 
scrivere  : 

=  («Pi;  h  ag8  +  aTfS  +  Py5)» 

-  21a»J*Y8  +  «VP»  +  a*S*pT  +  fV«S  +  ^'ò^ay  +  Y'3*ag| 
=  (apY  +  oi?5  +  a-jS  +  f^S)* 

-  2ap-r«lap  +  ay  +  aS  +  ^Tf  +  P^  +  T^!  . 
d'onde  si  ha  immediatamente: 

Si  coDClade  dunque  cbe  : 

(ap  +  Y«)(a7  -^■  pS)(a5  +  Pt)  =ft*  +  Pi*Pi  -  ^PsP*- 

925.  EsBUPio  2.0  —  Se  E  è  una  radice  cubica  complessa  dell'a- 
nità,  l'espressione  : 

(a  +  E3  +  E»Y)(«  +  eY  +  s*P) 

è  simmetrica  rispetto  alle  a  ,  g  ,  f-  Si  trova  infatti,  sviluppando  il 
prodotto  e  tenendo  presente  (art.  827)  le  relazioni: 

£  +  £*  =  —  !      ,     E*  =  e, 
che 

(«  +  e?  +  E»Y)(a  +  e-r  +  e'P)  =  a*  +  p»  +  y'  -  («0  +  f  Tf  +  Y«) 
=  (a  +  Q  +  YÌ*  -  3(ap  +  pY  +  Tf«)- 

926.  Esempio  3.°  —  Anche  la  funzione  : 

(a  +  p  -  Y  -  2)(a  +  T  -  P  -  5)(a  +  S  -  p  ~  y)  (2) 

è  simmetrica  rispetto  alle  a  ,^  ,f  ,Ò,  benché  ciò  non  appaia  s 
prima  vista.  Invero  si  riconosce  subito  che,  scambiando  fra  di 
loro  due  lettere,  uno  dei  tre  fattori  resta  inalterato,  nel  mentre 
che  gli  altri  due  si  permutano  fra  di  loro  cambiando  al  tempo 
atesso  di  seguo. 

1  64  termini  a  cui  darebbe  luogo  lo  sviluppo  completo  di  (3) 
si  compongono  evidentemente  : 

1.0  Dei  4  termini  a* ,  ^*  ,  y'  .  5^  >  la  cui  somma   espressa  nei 
coefficienti  di  (1)  è  data  (art.  919)  da 

a»  +  pa  +  y'  +  S»  -:  Sa  =  -  p,'  -i-  Zpjp^  -  Bp,. 

U.g,l,ZÙ.0yCjOO^^iC 
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2»  Di  3G  termini  del  tipo  ±a'i3;  cioè  di  12  termini  del  tipo 
+  a'g  e  di  24  del  tipo  —  a'fi.  Infatti  si  vede  subito  cìie  il  termine 
+  n'^  bÌ  presenta  una  volta  nello  sviluppo  e  il  termine  —  a*p  due 
volte.  Stante  la  simmetria  già  accertata  del  prodotto  (2)  possiamo 
dunque  ritenere  a  priori  che  ognuno  dei  12  termini  di  questo 
stesso  tipo  si  presenterà  del  pari  una  volta  col  segno  +  e  duo 
volte  col  segno  — .  La  somma  di  questi  36  termini  é  dunque  (cfr. 
art.  525  j: 

-  Si,,  =  -  SjS,  +S3=pip,-  Spg. 

3.0  Di  24  termini  del  tipo  ±  a^-f.  Anche  qui  si  accerta  prima 
immediatamente  che  nello  sviluppo  si  presenta  4  volte  il  termine 
+  aj-);  e  due  volte  il  termine  -  a.'iy.  Si  deve  quindi  ritenere  a 
priori  che  accadrà  lo  stesso  per  gli  altri  tre  termini  simili  agS , 
afÒ  ,  'f'fS.  La  somma  di  questi  24  termini  sar&  dunque  : 

2(a?-V  +  ap3  +  a-fS  H  p^^}  =  -  ^p^. 

Si  ha  dunque  per  la  funzione  (2)  1'  espressione  : 

'Pi'-\-*PiPi-»Pf  (2) 

927.  Teorema  II.  —  Se  a  ,  p  ,  y  , . .  . ,  X  «ono  le  n  radici  dell'e- 
quazione : 

x"  +  PjX""»  +  PjX"~*  +  ,  .  .  +  p„  =  0  (3) 

e  *  (3  ,  Y  ,  .  .  .  ,  X)  unn  funzioni!  intera  e  simmetrica  delle  n  — 1 
radici  ^  ,"{,■■•,  ì-,  essa  sì  potrà  sempre  esprimere  come  una  fun- 
zione intera  dell'altra  radice  o.  e  delle  p,  ,  pj  , .  . .  ,  p„. 

Infatti,  dividendo  il  primo  membro  dell'  equazione  precedente 
per  x—a,  si  vede,  per  la  regola  di  RnfRni,  che  ^  ,f  , .  . .  ,a  sono 
le  radici  dell'equazione  di  grado  n  — 1: 

a:""'  -t-  (a  +  pjx"-»  +  (a»  +  p,oi  -1-  Pt)3^'^  4-  . .  .  =  0.  (4) 

Ma,  per  il  teorema  I  (art.  922],  essendo  4>(^  ,  y  t  ■  -  •  i  ^)  un^ 
funzione  simmetrica  delle  radici  di  quest'equazione,  essa  ei  potrà 
esprimere  nel  solito  modo  per  mezzo  dei  suoi  coefficienti  : 

a+p^  ,  '^''  +  pja+p2 ,  .  ■ . 

i  nltlma  analisi ,  in  funzione  intera  di  a   e  delle 


PlrPt, 


;  e.  d.  d. 


92S.  Il  teorema  ora  dimostrato  ci  fornisce  un  nuovo  metodo  per 
il  calcolo  di  una  funzione  intera  e  simmetrica  F(a  ,  ^  ,  y  i  ■  •  •  >  X) 
delle  radici  della  (3). 

Considerando  infatti,  per  un  momento,  la  P  come  funzione  sim- 
metrica delle  sole  ^  ,•;,...  ,>.,  la  si  potrà  esprimere,  per  quanto 
si  è  visto,  sotto  la  forma: 

F(a  ,  9  ,  .  . . ,  X)  =  Pot"  +  P.a»*-'  +  . . .  +  P^ ,  (5) 

essendo  lo  P  delle  funzioni  intere  delle  p^  ,  p^ ,  . . . ,  p„.  E  scam- 
biando in  qnesta  eguaplianza  (che  si  può  anche  considerare  come 
una  identità  rispetto  alle  a  ,  ^  ,  . .  . ,  X,  che  sono  contenute  simme- 


iceyGoOt^lc 


tricamonte  nelle  P)  la  a  snccessivamente  con  ^  ,y  ,  .  .  ,   si   avrà 
parimenti  : 

FCa  ,  p  ,  .  .  . ,  X)  =  Po?."^  +  P.^"-'  +  .  .  .  +  P^  (6) 


Dalle  (5)  e  (€)  sommate  membro  a  membro  si  ha  ora  : 
F(a  ,  p  , . . .  ,  X)  =  PoS^  +  P,S^_,  +  .  . .  +  P^_.S,  +  nP^  , 
eco.  ecc. 

929.  81  pad  anche  evitare  l' introdazione  delle  S,  ,  S^ ,  . .  . ,  S,, 
osserTando  che,  per  essdre  a  radice  della  (3),  si  ha  : 

0"=  -(?,«""'+?,«""*+  .■■+?„)  (T) 

e  che,  mediante  l' nso  ripetuto  di  qaesta  formola,  il  grado  di  a 
nell'espressione  (5)  si  potrà,  occorrendo,  abbassare  successi  vamentó 
di  nn'  unità  Ano  a  ridarlo  inferiore  ad  n.  Fatto  ciò  si  avrà,  in 
luogo  della  (b)  : 

F(a  ,  g  ,  . . . ,  X)  =  Qo»-^'  +  Q,a-»  -J-  . .  .  +  Q„ ,  (5)' 

essendo  anche  le  Q  funzioni  intere  delle  Pi  ,  Pi  ,  ■  ■  ■  ,  p„- 

Senonchè  ora  le  funzioni  Qg ,  Q,  , . .  . ,  Q^,  dovranno  riaecire 
identicamente  nulle  ;  poiché  in  caso  contrnrìo  l'equazione  di  gnàu 
«  —  1  in  2  ; 

QoZ""'  +  Q,s"-»  +  .  . .  +  Q„_,z  +  [Q„  -  F{a  ,  ?  ,  .  .  . ,  X)]  =  0 

ammetterebbe  le  n  radici  e  =  a  ,  g  ,  .  .  .  ,  X  ;  cioè  più  radici  del  sno 
grado,  il  che  è  assurdo. 

Resterà  dunque  semplicemente  : 

F(a  ,  p  , .  .  .  ,  X)  =  Q„ 
con  che  la  F  si  troverà  già  espressa  colle  Pi ,  •  •  • ,  p„- 

930.  EsEUPio  4.0  —  Come  applicazione  del  metodo  cui  si  è  ora 
accennato,  calcoleremo  nuovamente  la  funzione  simmetrica  (2), 
che  designeremo  per  brevità  con  F,  delle  radici  della  (l). 

Poiché  «  +  p+t  +  fi  =  — y, ,  si  può  anche  scrivere  : 


F=-8 -a- 


-p,-p)(-«_.^p,_T.)(_«_^p,-s), 


cosicché,  se  nell'identità: 

si  sostituisca  —  «--— p,  in  luogo  di  x,  viene: 

,_8J(-.-^..)%(«.p.)(-«-'i)'- 
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Poiché  il  secondo  membro  è  gìk  di  grado  inferiore  a  4,  esso  si 
deve  ridurre  (art.  928)  al  sdo  tertaine  indipendente  da  a,  dimo- 
doché, facendo  a  =  0,  si  bs  subitu  : 

931.  Tborbiia  III.  —  Se  f(a)  è  una  funzione  razionale  di  una 
radice  a.  dell'equazione  ■ 

x"  +  piX""'  +  p,!""*  +  . .  .  +  p„  =  0 ,  (a) 

essa  *i*  può  sempre  ridurre  aUa  forma  intera  : 

ft!i)  =  Roa"">  +  E,a"-»  +  .  .  .  +  R„_ia  +  R„  (6) 

essendo  le  R,  , . .  . ,  U„  funzioni  razionali  delle  p, , . .  .  ,  p^. 
'    Sia  infatti  : 

la  funzione  f{a.)  ridotta  alla  forma  di  qaoto  di  dae  funzioni  intere 
9(a)  e  i|'(^)-  Inette  ^  ,  f  , .  . . ,  X  le  altre  n  -  i  radici  dell'eqaazlo- 
ne  (a),  sì  pnò  anche  scrivere  : 

"'    ♦(«)«f)«M...tW 

dove  ora  il  denominatore,  essendo  simmetrico  rispetto  a  tntte  le 
radici  a  ,  ^  ,  .  . .  ,  X,  b  esprimibile  (art.  922;  in  funzione  intera 
delle  P\  )Pt  ì  •  •  ■ ,  Pn-  Quanto  a!  numeratore,  esso  si  potrà  espri- 
mere in  funzione  intera  di  a  e  delle  Pi  ,  ■  '  ■  ,p„',  poiché  fi  pro- 
dotto 4'(?)  <|'(y)  ■■'  ^0-)ì  <^''^  È  simmetrico  rispetto  alle  ^  ,  y  i  —  >  ^i 
si  pné  appunto  { art.  927  )  esprimere  in  tai  modo.  Ove  il  grado 
della  funzione  intera  di  a  cos)  ottenuta  riesca  snperiore  ad  n-1, 
lo  si  abbasserà  successi vamcnto  fino  al  grado  n— 1,  mediante  la 
relazione  (7),  in  modo  analogo  a  quello  tenuto  all'art.  929,  dopo 
diche  f{a)  si  troverà  evidentemcnle  ridotta  alla  forma  voluta  (b) 

932.  CoHOLLABio.  —  Ogni  funzione  razionale  di  k  delie  n  radici 
dell'  equazione  (a)  si  può  anche  esprimere  come  funzione  intera 
delle  tiesse  k  radici. 

Infatti,  dopoché  la  funzione  proposta  si  sarà  resa,  col  proce- 
dimento indiciuo,  intera  rispetto  ad  una  variabile  a,  la  ai  renderà 
poi  anche  intera,  applicando  di  nuovo  lo  slesso  procedimento,  an- 
che rispetto  ad  un'altra  variabile  6,  e  cosi  via. 

933.  Tborbma  IV.  —  ^e  P,  ,  g, , .  .  .  ,  Pt  sono  k  delle  n  radici  del- 
l' equazione  : 

x"  +  p,x""'  +  pjX"-*  +  .  . .  +  p„  =  0  (8) 

e  *i^, ,  P,  ,  .  .  .  ,  ^„)  i  («in  funzione  intera  e  simmetrica  delle  f, , 
Pi  I  ■  -  ■  j  P»  1  «*«"  <*  potrà  sempre  esprimere  in  funzione  intera 
simmetrica  delle  n  -  k  rimanenti  radici  (e  delle  Pi  ,  P(  ,  ■  ■  •  ,  p„). 
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Questo  teorema  si  dimostra  in  modo  analogo  a  quello  tenuto  per 
il  teorema  II,  che  ne  è  un  caso  particolare.  Siano  infatti  o, ,  Oj , .., 
O-n-n  's  rimanenti  radici.  Dividendo  il  primo  membro  della  (8)  per 
x-a,  ,  poi  il  risultato  per  k— o:, ,  e  cosi  di  seguilo  fino  a  dividere 
per  a;-«,|_;j ,  ai  otterrà  un'equazione  del  grado  k,  i  cui  coefflclenii 
saranno  funzioni  intere  (ed  evidentemente  simmetriclie)  delle  a^ , 
«j , .  .  . ,  «„_n.  Quest'  equazione  avrà  appunto  per  radici  le  f, , 
Pi ,  .  . .  ,  P(  e  *i  p,  ,  p,  ,  .  . . ,  Pj)  si  esprimerà  (art.  922)  in  funzione 
intera  dei  suoi  coefficienti.  Quindi,  ecc. 


ITota  ad  Eaercin. 


(ap-YSXa-r-iiSXaS-pY) 


^  +  Y+5     a+Y  +  6      a  +  p  +  3      a  +  p+f' 


/'(«,)  ria.) n«n) 

b.  Biesce  tiposao  assai  atìle  di  stnbìlire,  fra  gl'infiniti  termini  che  pos- 
sono far  parte  di  una  funzione  intera  di  n  variabili  x,  ,  a:,  ,  .  .  ,  j:„  ,  un 
ordino  ben  determinato  di  Buccessione,  cume  si  fa  per  le  funzioni  intere 
di  una  sola  variabile.  Per  quest'ultimo  la  cusa  è  asaai  semplice,  bastando 
definire  corno  tormiue  di  rango  ji"'  quel  termine  clia  contiene  l'unica  va- 
riabile elóvaM  alla  potenza  |i..  Nel  caso  di  più  variabili  conviene  innanii 
lutto  fissare,  una  volta  per  sempre,  l'ordine  di  preoedeuza  fra  le  variabili; 
cioè  diatinguere  le  variabili  in  prima  variabile  (che  sarii  per  noi  la  f ,} , 
icconda  variabile  (che  sarà  per  noi  la  «^)  e  cosi  di  st^gaito. 

Ciò  premesso,  deli  dve  termini  qualitivogliano  : 

',       '^  "-  Pi       P.  ?n 

X,     Xj     ■  •  -  X„       ,   Xj     Xj     .  ■  .  x„     , 

ptT  decidere  guale  fra  etti  lia  da  riltnerti  di  rango  $uperÌore  a  quillo  del- 
l'altro, li  ditlingueraniio   due  cati: 

a)  le  Ito  a,  -1-  a,  +  ...  -f  a„  ^  p,  +  p,  +  ...  4  P«  ,  »i  dirà  che  è  di  rango 
piit  eleoaiù  il  primo  lermine,  ooi-ero  il  eecondo,  tecondochè  abbia  luogo  il  teg»« 
>   ovcero  il  legno  <. 

b)  le  a,  -H  a,  -f  .  .  ■»■  Bm  =  p,  +  p,  -I-  ...-<-  p„  ,  e  lia  pi  il  primo  dei  imneri 
?i  I  Pt  I  ■  ■  ■  c^   '^on  eoineide  eoi  eorriipondettle  ai ,  li  dirà  che  il  primo  ter- 
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Mine  i  di  rango  più  alto  o  più  baito  del  leeondo,  tecondoehi  eia  a,-  >  ^i ,  od- 

6.  Dopo  ciò  è  chiaro  che  Rl'ìnfintli  termini,  che  ai  poaiono  formare  colle 
n  variabili  z,  ,  .  .  .  ,  x^  ,  crdinati  ìd  nodo  che  i  loro  ranghi  vadano  sempre 
crescendo,  si  Terranno  a  rappresentare  con  una  aaeceBsioDa  semplicemente 

Xo  ,  X,  ,  X,  ,  .  .  . 

desi^Daudo  der  brevità  con  X^  qnel  termine  che  occupa  il  posto  t,  che  ai 
cliiomerà  il  termine  di  rango  ì. 

Una  funEioue  intera  qualunque  delle  a-,  ,  .  .  .  ,  z,  i  ordinata  secondo  i 
ranchi  decreacenti   dei  suoi  termini,  sarà  delta  forma: 

P  =  ObX»  +  rt,Xj_,  +  .  . .  +  aj_iX,  +  a^Xo 

essendo  )e  a  dui  coefficienti  costanti  ;  e  il  Damerò  fe,  rango  del  suo  primo 
termine,   ai  dirà  al   tempo  stesso  essere  il  rango  di  È. 

7.  EBEKno  —Per  il  caso  di  tre  variabili  z,  y,  i,  assumendo  come  prima 
Tsriabila  la  z,  come  aeconda  la  y  e  come  terza  la  *,  si  ha  evidentemente: 

Xo  =x''y^z^- 1  ,  X,=z  ,  Xj=j/  ,  Xj=a; , 

X4  =z*  ,  X5=yz  ,  ^f=y*  ,  X,-X2  ,  Xf=xy  ,  Xg=x' , 

X|a=«*  ,  Xn=2*y  ,  X|j=zy*  ,  X,j=y*  ,  X^^=a*x,.... 

S.  L'importanza  della  definizione  da  noi  data  del  rango  dei  termini  e 
delle  funzioni  intere  appara  dalle  sef^uenti  proprietà,  dalle  quali  lasciamo 
al  lettore  la  facile  dimostrazione  : 

a)  se  X/,  ,  Xi,  ,  X,  Bono  tre  terraÌDÌ  qualiaivogliano,  il  ran^o  del  tar- 
mine X^S,  sarà  maggioro,  uguale  o  minore  del  rango  del  termine  Xj^Xi, 
secondochè  aia  A  maggiore,  uf^uale  o  minore  di  k. 

b)  il  rango  del  prodotto  di  due  funzioni  intere  i  aguale  al  rango  del 
prodotto  dei  loro  primi  termini. 

9.  Ciò  premesso  :  le  x,^x,>'x3''i,P  .  .  .  è  il  termine  di  rango  piii  elevalo  in 
Ulta  eerla  /unzione  eimmtliica  dell'  x,  ,  x,  ,  x,  ,  z,  ,  ...  ,  larà  neeeiiariamenle 

^>f»>*5p>  ■  ■   ■ 

Ammettiamo  infatti  p.  es.  che  fosse,  se  è  possibile,  v  <  p.  Poiché  la  fun- 
zione di  cai  si  tratta  ò  simmetrica,  essa  dovrebbe  contenere  anche  il  ter- 
mine z,''z,)*x,PiEj^  .  .  .  ,  il  quale  sarebbe  evidentemente  dì  rango  più  alto 
di  quello  del  termine  a!|'x,''a:/i,''  ....  contro  il  supposto, 

10.  Waring  ha  dato,  per  il  calcolo  di  una  funzione  simmetrica  F  delle  n 
variabili  x,  ,»,,...,  x,  radici  dell'  equatione  : 

x"  +  PiX"^^  +  p^a^"*  -I-  ...  -1-  p„_,  x+p„  =  0, 

un  procedimento,  che  si  fonda  sostanzialmente  sulla  proprietà  testò  dimo- 

Se  Ai, *Xj  1*13^1,?  .  .  .  J^-^''xJ,  è  il  primo  termino  della  funeione  simme- 
trica F,  il  prodotto  : 

=  A(a;,  +X3  +  -ì^-^ix.x,  +  x,x^  +  ...r-\x^x^x^  +  ...f-f  ... 

considerato  come  funzione  intera  dolio  a;,  ,  a',  ,  .  .  .  ,  *„  avrà  per  termine 
di  rango  più  elevato  il  prodotto  dei  primi  termini  dei  suoi  fattori,  cioè 
precisamente  lo  stesso  primo  termina  di  F.  La  differenza  fra  F  e  quelito 
prodotto  sarà  dunque  una  funzione  di  rango  inforioro  al  rango  di  F  ;  ondi 
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F  =  ±  Aj^^-V»""'  ■  ■  ■  Pn-l'^'^pl  +  ^1 

dove  F,  È  ancora  aua  fanzione  BÌmmetrica  delle  Xf  ,  .  ..  ,x^,  ma  di  rikcgo 
inferiore  al  rao^o  di  P. 

Si  applicherà  ora  ad  F,  lo  stesso  procedimento  e  cosi  di  seguito,  finché 
si  giunga  ad  nna  fnnziotie  simmetrica  di  rango  nullo,  cioò  ad  ona  sem- 
plice costante. 

11.  II  procedimento  di  Warinf;  ha  il  vantaggio  di  mettere  in  evidenia 
che:  ta  i  cotfficienti  della  funzione  limmelrìca  intera  F(z,  ,  x,  ,  .  .  .  ,  i„)  umo 
ntitii«rt  inferi,  anche  i  corffieitnli  dtlta  funzione  intera  eguitatentt  <p(p,  ,  p,  ,-.,  p,^ 
«armino  del  pari  inferi. 

%  6.°  —  DlBcrtminante  dt  un'  eQaftslone. 
Rlsoltulone  generale  delle  equasioni  di  S."  grado. 

SSl,  Si  chiama  ditcriminante  dell'equazione  generale: 

x"  +  Pix"'^  +  />ja:""*  +  . .  .  +  p„.iX  +  Pb  =  0  (1) 

nDa  certa  fanzioae  razionale  intera  dei  suoi  coefficienti,  che  iodi- 
chercmo  con  i,  che  uguagliata  a  zero  esprime  la  cundlzione  ne- 
cessaria e  sufficiente,  cui  debbono  soddisfare  i  coefficienti  p,  ,p^  ,—J>bì 
affinchè  l'etjnazione  (1)  abbia  almeno  una  radice  multipla,  cioò  al- 
meno due  radici  uguali. 

935.  Per  trovare  in  generale  la  funzione  A  che  soddisfa  alle 
proprietà  volute,  indichiamo  per  un  momento  con  a, ,  9, ,  a, ,..,  a, 
le  n  radici  (incognite)  dell'equazione  (1)  e  consideriamo  il  pro- 
dotto : 

*  =  («*-  Oi)V.  -  «i)*  -  («„  -  a.)  Va  -  «ìT  -  (««  -  «.)*  - 

dei  quadrati  delle — -  differenze  delle   n   radici   combinate 

due  a  due.  Questa  funzione  delle  radici,  cho  possiamo  anche  de- 
signare più  brevemente  cosi  : 

3>i  U>*  J 

è  evidentemente  una  funzione  simmetrica  delle  a,  ,  Og  >  -  ■  ■ ,  a„  > 
poiché,  scambiando  fra  loro  queste  radici,  il  prodotto  ll(o,  — a^) 
potrebbe  al  più  cambiare  di  segno,  onde  il  suo  quadrato  resterà 
inalterato.  Per  il  teorema  dell'art.  922  si  avrà  dunque  : 

indicando  con  /  una  funzione  intera  a  coefficienti  numerici  cono- 
sciuti. 

936.  Ciò  premesso,  è  facile  ora  di  riconoscere  che  la  funzione 
intera  &  cosi  definita,  dei  coefficienti  Pi  t  Pa  >  ■  ■  ■  i  P»  dell'esilaro- 
ne  (1),  si  annulla  tutte  le  volte  che  V  equmione  (1)  abbia  almeno 
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due  radici  eguali  e  soltanto  in  quetto  cago;  eoticchè  questa  fun- 
zione A  et  può  ritenere  come  il  discriminante  dell'  equazione  {!)• 
Infatti  dall'  espresBione  (2)  di  A  riesce  manifesto  che,  se  una 
cerra  radice,  p.  es.  aj ,  coincide  con  ana  certa  altra  radice,  p.  es. 
Gt, ,  si  avr&  Oj-  —  Oj  =  0  e  tjalndi  A  =  0.  Reciprocamonte ,  se  sta 
A  =  0,  8i  avrà  : 

n(aj-o,)  =  0, 


onde  alni 

membro  dovrà  essere  nullo.  Sarà  dunqne  p.  ee.  aj—at  =  0,  onde 
aj  =  a;  \  cioè  l'equazione  avrà  almeno  queste  due  radici  ugnali.  Si 
vede  dunque  che  A  =  0  è  la  condizione  necessaria  e  sufficlonte 
perchè  r  equazione  abbia  radici  eg;uali. 

937.  Per  giungere  all'espressione  effettiva  di  A  in  funzione  dei 
coefficienti  Pi  ,  Pt ,  •  ■ . ,  p„  ,  notiamo  che  si  può  anche  scrivere 
(art.  481)  : 


i=rtt(,aj-a,)r 


-IJl 


1 


1 


.  1 


cosicché,  sviluppando  il  quadrato  del  determinant»  secondo  la  re- 
gola del  prodotto  per  orizzontali  (art.  465), si  ha: 


designandosi  al  solito  con  S^  la  somma  delle   potenze   t^i"'  delle 
radici  dell'equazione  (I). 

Si  ottiene  cosi  per  A  la  seguente  forma  : 


(3) 


che  si  potrà  poi  esprimei'c  coi  coefficienti  Pi  ,  p» ,  •  •  -  ,  Pn  i  sosti- 
tuendo ia  luogo  delle  somme  semplici  S„  le  loro  espressioni  date 
dalle  formole  di  Newton. 

C^JVLLi.  —  Iitituzioni  di  analiii  algebrica,  8.*  edii.  66 
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938.  EsEUPio  l."  —  Per  l'eqnazione  di  2°  grado: 
ax*  t-  bx  +  c  =  a{a:'  +  p^x  +  j»,)  =  0 


I  2     S,  I  _  I     2  -p. 


cosiccbi:  afflnchè  l'equazione  ax*  +  bx  +  e  =  0  abbia  le  due  radici 
uguali,  è  neceaaario  e  sufficiente  che  aia  b'  —  4ac  =  0, 

939.  Dette  «  e  P  !«  <il®  radici  dell'equazione  ojc*  +  6a:  +  e  =  0, 
si  ha  daDqae  per  la  (2)  : 


d' onde  : 


a-p. 


^/b»-4(lc 


Sommando  membro  a  membro  (o  sottraendo)  qnest'ngaaglianza 
con  quella  che  d&  (art.  916)  la  somma  delle  due  radici  dell'equa- 
zione : 


BÌ  ottengono  subito  le  formole  : 

_  —  6  +  'Jb*  —  4ao  0  —  ~^~  ^'''*  "  ^"^ 

a  ^_  ^      p  _^ 

che  risolvono  nel  modo   più  generalo  l' equazione  del  secondo 
grado. 

940.  EsEUPio  2.0  —  Per  l' equazione  del  terzo  grado  : 
anx'  +  a,x*  +  0^  +  0,  =  a^ix*  +  pjX*  +  p^  +  Pj)  =  0 
si  ba: 

3  -  p^  p,*-ip, 
2p,  -2pt  PiP,-3pi 
Fi  —  3ps  Pi  Pi 
come  si  trova  subito  aggiungendo  ad  ogni  orizzontale  (a  comin- 
ciare dalla  terza)  la  precedente  moltiplicata  per  p,  e  l'antiprece- 
dente  moltiplicata  per  p,,  e  tenendo  presenti  le  formole  di  New- 
ton. Sviluppando  viene  : 

a  =  J>, Vi*  -  W  -  WPì  +  ^^PiPtPi  -  27ft». 
Prendendo  per  1'  equazione  la  prima  forma  piil   generale ,   si    ha 
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dunque  come  coodizione  per  resistenza  di  una  radice  doppia  : 

a,*Oj*  —  éOndi'  —  4a,'aj  +  18000^0^0^  —  27ao*Oj*  =  0. 

941.  Se  le  radici  dell'equazione  f(x)  =  U  del  grado  n,  il  cui  di- 
scriminante sia  4,  hanno  i  loro  moduli  inferiori  al  numero  posi' 
tivo  L,  il  modulo  delia  differenza  fra  due  qualunque  di  esse  radici 
è  maggiore  di: 

-(■■-1)  ,  ' 
(2L)     »    "' 

Infatti,  poiché  ii  Damerò  A  è  espresso,  in  funzione  delle  radici 
s[|  ,  a, , .  . . ,  a„  di  f{x)  =  0,  mediante  la  formola  : 

i  =  n  (ffljt  -  0()» , 
J>i 
si  ila  evidentemente  : 

modi  =  n  [mod(aj  -  «()]*■  (6) 

j>i 
Ma,  per  supposto  : 

mod(aj  —  Of)  <  modflj-  +  modttj  <  2L; 

quindi,  se  in  laogo  di  ciascuno  degli fattori  del  prodot- 
to (6),  ad  eccezione  di  un  solo,  sostituiamo  la  quantità  maggiore 

(2L}*,  che  verrà  cosi  ripetuta  come  fattore  I il    volte, 

deduciamo  : 

mod4<[mod{«j- -a,-)]».[(2L)»]    * 
d'  onde  appunto  : 

mod(,,-.,)>j!^.  (7) 

(2L)'    " 

942.  Corollario.  —  Se  A  è  il  maanmo  modulo  dei  coeffleienH 
dell'  equazione: 

s"  +  aiX"''  +  .  .  .  +  a„_,x  +  a„  =  0 , 

ai  hai  ^^^^^  ^  ^'  valore  del  discriminante,  per  due  radici  qualun- 
que <7j  ed  0.J  : 

n^od{aj-a,)>  "^^    ■  (8) 

[2(1  +  A)l    2   "' 

A  questa  formola  si  riduce  infatti  la  formola  (7)  quando  si  prende 
per  L  il  limite  superiore  dei  moduli  delle  radici  determinati  se- 
condo l'art,  916. 
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943.  Se  una  funzione  rasìonate  delle  n  variabili  a  ,  ^  ,  .  .  .  ,X 
radici  dell'  equazione: 

x"  +  p,!""'  +  .  . .  4-  p„_,x  +  p„  =  0 

non  può  prendere,  per  tutte  le  permutazioni  fra  le  variabili,  ebt 
due  soli  valori  distinti,  eeea  si  può  sempre  esprimere  sotto  la 
forma  : 

<?i(Pi  j  P« P,)  +^/^•?l(Pl .  P ,  PJ 

essendo  1  il  digcriminante  dell'equazione  e  ;,  ,  ;,  funzioni  railo- 
noli  dei  suoi  coefficienti. 

Pa6  infatti,  per  quanto  gi&  sappiamo  (art.  539),  la  fDnzione  in 
parola  rappresentarst  con 

(|.,(a  ,'f  ,...,).)  +\'i-<l/ì(a  ,  g ,  .  .  . ,  X)  (9) 

dove  <}<,  e  <}'j  sono  funzioni  razionali  simmetriche  delle  a,  ^, ,..,  X; 
le  quali  potranno,  per  conseguenza,  surro^rarsi  con  delle  funzioni 
razionali  dei  coefficienti  p,  ,  Pt ,  ■  ■  •  ,  p„. 

È  importante  di  notare  che  l  due  valori  ammessi  dalla  funzione 
risultano  dall'unica  espressione  (9)  dando  a  ^1  1  dne  significati 
di  cui  &  suscettibile. 


Hote  ed  Everoixi. 

1.  Per  l'«qoMÌi>ne  dal  4'  ^rado  : 

X*  +  ibar^  +  6cx*  f  idx  +  e  =  0  • 

■i  trova  il  JiBcrimiaante  (ofr.  Gap,  XIV,  §  B",  Notai  : 

4  =  16j(e  -  46d  +  3c'j' -  27(c6  +  2&cd -  d- -  e6*  -  c')*!- 

2.  Sioonosoere  che  1'  eqnaziona  : 

a:*  -  33cM  4  =  0 

ha  dua  rodici  eftnali, 

8.  Si  dimostri  ohe  il  di  a  ori  minante  detrequazione  f(x)  =  0  si  paò  espri- 
merà mediante  il  prodotto  /'(a) /'(gì  .  .  ./'(X),  essendo  «  ,  p  ,  ,  .  .  ,  X  le  ra- 
dici di/(i)^Oj  ovvero  anche  mediante  il  prodotto  /(a|)/(p,)  .  .  ./fp,J, 
essendo  «,  ,  p,  ,  .  ,  .  ,  p,   la  radici  di  f'(x)  —  0. 

4.  Come  ai  può  utiliizara  quest'  nltima  proprietà  per  il  calcolo  del  di- 
scriminante dall'equaiioiie  trinomia  3^  +  qx"  +  r  =  Q? 

&.  Il  secondo  membro  del1'esuaf;lianEa  (7)  si  può  aesnmara  evidentemente 
per  qnal  nnmero  positivo  3  (di  cai  sì  è  parlato  all'art.  7H0)  più  piccolo 
della  differenza  delle  dna  radici  reali,  di/(a;)  =  0,  che  più  sono  vicine  fra 
loro.  In  particolare  ai  potrà  prendere  por  S  il  secondo  membro  della  (8i , 
essendo  ora  modA  il  valore  assoluto  del  discriminante  (chs  sarà  un  nu' 
maro  reale)  ed  A  il  masBimo  fra  i  valori  assoluti  dei  coefficienti,  snpposti 
reali,  dell'equazione. 

Se  poi  l'equazione  abbia  i  coefficienti  razionali  e  sia  stata  ridotta,  come 
è  sempre  possibile  (cfr.  Gap.  XIV,  g  8°)  ad  avere  tutti  i  ooefEicienti  interi 
ed  il  primo  coefficiente  ugnale  all'unità,  si  potrà  anche  prendere  in  luogo 
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del  2»  membro  della  (7),  più  leroplicemeate  : 


(2L)  ' 


poiché  il  dìecrimin&nte  A  sarà  pare  qd  numero  intero  e  avrà  quindi  un 
valore  eguale  o  enperiora  ad  1  (ee eludendosi  il  caao  di  A  =  0,  cioè  il  caso 
di  radici  mnltiple). 

In  qaesto  modo  si  semplificherjl  notevolmente  il  calcolo  di  S  :  ai  otterrà 
perà  per  S  nn  limite  in  generale  molto  più  piccolo  e  qnindi  meno  Tan- 
tagK'oeo  per  lo  scopo  che  si  aveva  in  mira  all'art.  760. 

Far  avere  an  valore  di  S  ancora  più  conveniente  di  qaetlo  dato  dal  se- 
condo membro  della  (8)  (cfr.  il  Cap,  XIV,   g  7",  Note), 

6.  Sjivester  ha  dato  le  espressioni  effettive  della  n  fansioni  dì  Storm, 
(cfr.art.  742)  relative  all'  equuiione  generale  f(^ì  =  0  ,  del  grada  n,  sotto 
forma  di  funzioni  simmetriche  dello  sne  radici  a  ,p  ,•{,.■.  ,ì..  Supposto, 
per  semplicità,  ohe  il  coefficiente  di  ^  in  f(x)  aia  preso  eguale  all'unità 
e  indicando  por  brevità  con  \{a  ,  b  ,  .  .  .  ,k)  il  prodotto  dei  quadrati  delle 
differenia  delle  quantità  a,  b  , . .  ,  ,  k  combinate  due  a  due,  cosicché  p.  es.: 

A(a,J)  =  (a-f)'  ,   A(«,f,tì  =  Ca-p)'(.— ,ro-Y)',..., 

si  hanno  per  le  »  funzioni  di  Stnrm  /(*)  ,/,(*)  ,/,(r)  ,  -  ■  ■  ,  A(*)  le  for- 
inole seicenti  : 

f,(.xì  =  "^l,x-f){x-yXx-S)  .  .  .  (i-X) 

f,(x)  =  ~'^Ka,f)-ix-y){x-i)...  (x-l) 


/•,(x)=j--i(a,?,t,...,k), 

ft=5A(a,P) 


essendo 


Vi'' 

ViP.' 
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Omattiamo,  perebò  alquanto  lunga,  U  dimoBtraiioDe  di  queste  fonnoU, 
ohe  può  teg^tersì  nel  Serret—  Court  d^Algèbrt  Supérieure  (Seetioa  II,  Ckap.  IV). 

L'  ultima  costante  p„  =  A(a  ,  ^  ,  Y  i  -  '  -  <  '^)  "^^  ^  altro  fhe  il  diacrimì- 
nante  (art.  995)  dell'  equasione  fix)  =  0. 

Fatta  aetraiione  dai  coefficienti  —,   -—,...  che   soao    tutti    positivi , 

perche  quadrati  dì  quantità  reali,  i  cotfficienti  delle  più  alte  potenze  di  x 
nelle  /,/,,/,--.  coincidono,  come  si  vede  dalle  (i),  con  : 


.  Pi  .  Fi  I 


>Pn- 


H) 


Affinekè  l'eqliaziont  fi'x)  =  0  abbia  lullt  It  radici  reali  t  dl*ti»te,  è  dunqut 
neetiiario  «  luffieienle  (art.  74(ì)  eht  le  eoitaiUi  (4)  tiano  tulU  potitive  e  di- 
vene  da  ttro. 

6.  In  modo  afiatta  gimite  a  qnello  tenuto  airact.  987  per  il  calcolo  del 
dÌBcriminonte,  tutte  le  coecanti  : 


yi  1    1  !■  y,  1 


1    1 

a'  ?•  ,> 


i  potranno  esprimere  e 


S,  =  a*  +  fi*  +  Y*  +  . 

applicando  la  rettola  del  prodotto  di  due  d 
prodotto  di  dne  determinauti. 
Sì  troverà  coti  che  : 


.   analoga    a    quella    pel 


)  7.0  —  Decomposizione  delle  funilonl  Intere  a  coefficienti 
reali  In  fattori,  a  coeffloleotl  reali,  di  primo  e  di  secondo 
irrado. 


nna  fanzione  intera  qualsivoglia  a  coefficienti  reali. 
Prendendo  per  x  un  valore  complesso  a  v  61  si  avrà: 


]/Xa  +  bi)  =  ao{a  +  bi)"  +  «,(«  +  b 


(2) 


che  è  in  generale  un  numero  compleeso.  Per  avere  il  numero  com- 
plesHO  conjugato  basterà  cambiare  dappertutto  t  in  —  t. 

Poiché  ora,  per  supposto,  i  coefficienti  ao  ,  a^  ,  .  . . ,  a^  sono 
reali,  è  chiaro  che  la  t  si  trova  solamente  nelle  potenze  (a-ibi)', 
(a +  6t)'''', ....  Quindi  il  numero  complesso  coojugato  di  f{a  +  bi) 
altro  non  è  die  : 

aa{a  -  feti"  +  a,(a  -  6t)"~'  +  . .  .  +a„, 
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cioè  /■(«-&£);  cioi  :  «e  f(x)  è  una  funzione  iatera  a  coefflcienti 
reali,  e  ai  tostituisconn  per  x  due  numeri  complessi  coniugati  a+bi 
ed  a— bi,  i  due  risultati  che  si  ottengono  f{afbi)  ed  f(a— bi)  sono 
del  pari  due  numeri  complessi  conjugati. 

Ciò  non  è  più  vero  se  la  /(x)  abbia  dei  coefacienti  complessi, 
poiché  in  tal  caso  per  passare  dal  secondo  membro  della  (2)  al 
sao  valore  conjngato  converrebbe  altresì  porre  in  Inogo  di  Oo  ,  a,... 
ì  loro  valori  conjngati,  onde  il  risaltato  non  sarebbe  piti  in  gene- 
rale agonale  ad  /^a  -  bi). 

945.  Ciò  premesso,  se  x  =  a  +  a'i  è  una  radice  imaglnaria  del- 
l' equazione  a  coefficienti  reali  : 


Aa  +  a'i)  =  0. 

Ma,  essendo  nnllo  il  numero  f{a  +  ix'i),  dovrà  essere  nailo,  come 
sappiamo,  anche  il  sao  conjugato,  che  ha  lo  stesso  modulo  ;  e, 
poiché  questo  è  appunto  pei*  l'art,  prec,  aguale  ad  f(a  —  a'f),  cosi 
è  chiaro  che  dovrà  essere  anche  : 

f{a-a'i)=0. 

Vediamo  dunque  che  ae  un'equazione  a  eoe fflcienti  reali  ammette 
una  radice  imaginaria,  essa  ammette  anche  un'altra  radice  ima- 
ginaria  ad  essa  conjugata. 

946.  Dividendo  il  primo  membro  f<.x)  dell'equazione  per  il  pro- 
dotto delle  due  funzioni  lineari  : 

(a: -(a +  «'.■)][«- (a -a'O] 
corrispondenti  a  queste  radici,  cioè  per  la  funzione  : 

X*  —  [(a  +  a'i)  +  (a—  a'ij]x  +  (a  +  a'iì(a  -  a'i) , 
ossia  per 

x' —  2ax  +  (^*  +  7.'*) 

che  è  una  funzione  di  2°  grado  a  coefficienti  reali,  si  otterrà  iden- 
ticamente : 

f(x)  =  [x'  -  2ax  +  (o»  +  a")]  •y,(x) 

dove  fj(x)  ò  una  funzione  di  grado  n—2,  i  cui  coefflcieuti  saranno 
parimenti  reali,  poiché  ^(a')  ei  ottiene  appunto  come  quoziente  di 
due  funzioui  a  coefflcientì  reali. 

Se  ora  l'equazione  /',(x)=0  abbia  una  radice  imaginaria  ^4^'i, 
essa  avrà  anche,  per  l'art,  prec,  la  radice  ^  —  j^'i,  onde  si  potrà 
similmente  scrivere  identicamente  : 

fi(x)  =  [x'  -  2-px  +  {p  +  'f'',]-Ux) 

dove  filx)  sarà  una  funzione  intera  di  x  del  grado  n— 4  a  coeffi- 
cienti tatti  reali.  Cosi  procedendo  si  potranno  separare  da  f[x) 
tanti  fattori  di  2°  grado  in  x  corrispondenti  ad  altrettante  coppie 
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di  radici  coojagate  dell'equazione  Ax)  =  0,  finché  si  siano  esanrile 
latte  le  radici  imagiiiarie.  ficstaiido  allora  le  sole  radici  reali,  che 
indicheremo  con  6,  ,  4^ ,  . .  . ,  0^^ ,  si  avrà  poi  in  ultima  analisi  la 
identità  : 

/(a:)=ao[a:*-2ax+(a«+a'»)]...|a:»-2Sii:f(3'+S"]x(x-0,)(x-(l,)...(«-0^). 

Concludiamo  dunque  che  ogni  funzione  intera  di%  a  coefficienti 
reali  si  può  sempre  decomporre  in  un  prodotto  di  funzioni  intere, 
di  primo  0  secoìtdo  grado  in  x,  a  coefficienti  reali. 

947.  Q,uesla  decomposizione  di  f(x)  im  funzioni  a  coefficienti  reali, 
irreducibili,  di  primo  o  di  secondo  grado  si  può  soltanto  effettuare 
in  un  unico  modo. 

Ciò  si  renderà  facilmente  manifesto  ove  Ei  rifletta  che  dae  fun- 
zioni a  coefficienti  reali,  di  secondo  grado,  irreducibili  hanno  le  loro 
radici  imaginarie  e  che,  se  due  siffatte  funzioni  abbiano  una  ra- 
dice in  cornane,  avranno  in  comune  anche  l'imaginaria  coqjugau, 
opperò  coÌDcideranno  fra  loro, 

948.  Da  qaanto  si  è  visto  all'art.  945  segue  evidentemente  che 
il  numero  delle  radici  imaginarie  di  un'  equazione  a  coefflcienU 
reali  è  sempre  pari. 

Per  conseguenza  se  il  grado  di  un'equazione  a  coefficienti  reali 
è  dìspari,  olire  alle  radici  imaginnric,  il  cui  numero  è  pari,  resterà 
un  numero  disparì  di  radici  reali,  e  qnindi  almeno  una  radice 
reale.  Ritroviamo  cosi  per  altra  via  il  teorema  da  noi  già  dimo- 
strato (art.  718}  che  un'equazione  di  grado  dispari  a  coefflcienlì 
reali  ha  sempre  almeno  una  radice  reale. 

949.  Come  applicazione  importante  di  qaanto  si  è  stabilito  al- 
l'art. 945  dimostreremo  ancora  che:  il  discriminante  di  un'equa- 
zione a  coefficienti  reali  (priva  di  radici  multiptet  è  positivo  o  ne- 
gativo a  seconda  che  è  pari  o  dispari  U  numero  delle  coppie  di 
radici  imaginarie  conjugate  dell'equazione. 

Invero  i  quadrati  {a  -  6)-  delle  differenze  di  due  radici  qualnn- 
que  a  e  h,  dei  quali  il  discriminante  A  è  il  prodotto,  si  possono 
distinguere  in  quattro  gruppi  a  seconda  che  si  verifichi  1'  uno  o 
I'  altro  dei  seguenti  quattro  casi  : 

lo)  o  e  6  sono  entrambi  reali  ; 

2°)  a  6  reale  e  6  imaginaria  ; 

Z")  a  e  b  sono  imaginarie,  ma  non  conjugate. 

40)  a  e  b  sono  imaginarie  conjugate. 
Ora  nel  primo  caso  il  quadrato  {a  -  b)*  è  evidentemente  reale 
e  positivo.  Nel  secondo  caso  ad  ogni  quadrato  (a  —  b)*  corrisponde 
un  quadrato  {a  -  6')'  in  cui  6'  è  il  conjugato  di  b,  cosicché  il  loro 
prodotto  sarà  del  pari  reale  e  positivo.  Nel  terzo  caso  ad  ogni 
quadrato  {a  -  bf  corrisponde  un  altro  quadrato  (a'  —  6')*  in  cai  a' 
è  il  conjugato  dì  a  e  &'  è  il  conjugato  di  b,  e  il  prodotto  dei  due 
quadrati  sarà  quindi  ancora  reale  e  positivo. 

Si  vede  dunque  che  il  segno  di  A  coincide  coi  segno  dei  pro- 
dotto dei  quadrati  del  40  tipo.  Ma  per  ciascuno  di  questi  a  —  b^ 
un  imaginario  puro,  cosicché  (a  —  b)*  è   un  numero  negativo.  Il 
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segno  di  A  è  danqne  positivo  o  negativo  secondochè  è  pati  o  di- 
spari il  numero  dei  quadrati  del  4°  tipo,  cioè  appunto  il  nomerò 
delle  coppie  di  radici  imaginarie  conjagate  ;  e.  d.  d. 


1.  Notaro  ohe  se  un'eqnaxione  «  ooefficieuti  reali  ha  Dna  radice  imAgi- 
naria  multipla  di  ordine  [i,  anche  la  radice  iroaginaria  coiunf^ata  sarà 
multipla  dello  stesso  ordine  ji. 

2.  Dimostrare  che,  ae  a,  ,  a^  , . . .  ,  aj  sono  tutte  le  radici  eguali  o  di- 
stìnte comuni  a  due  equaiioni  a  coefficienti  reali,  il  prodotto  («-ai)(«>— «,J... 
(«—ai)  è  sempre  una  fnnsioue  intera  dì  «  a  coefficienti  tutti  reali. 

9.  Dimostrare  che  un'equazione  a  coefficienti  reali  di  grado  disparì  ha 
sempre  almeno  una  radice  reale  semplice  ovvero  maltipla  di  ordina  dì- 

1.  Decomponendo  la  funtione  l  +  a^  ia  fattori  irredaoibìli  a  coefficienti 
reali  si  trova  : 

l  +  !x*  =  {x'  +  n/2x+  l)(a:*  -  ^2x  +  l). 

irtsdnoibiti   a   coefficienti  reali    le   fnuiioni 


g  8.0  —  BspresBlonl  radicali.  —  Eliminazione  del  radicali 
dalle  e^aailonl  algebrlolie. 

950.  Si  chiameranno  espressioni  radico-razionali  o,  più  breve- 
mente, radicali  quelle  espressioni  che  8Ì  ottengono  operando  sopra 
certe  quantità,  die  ti  considerano  come  già  date,  con  le  quattro 
operazioni  fondamentali  e  con  l'estrazione  di  radice  ad  Indice  in- 
tero e  positivo. 

Fra  qaeste  le  più  semplici  sono  quelle  nelle  quali  l'estrazione 
dì  radice  viene  eseguita  una  sola  volta,  lì  tipo  più  generale  dì 
qaeat'  ultime  espressioni  è  evidentemente  il  sedente  : 


a„\\/A)    +aJ<^A)       +  .  ■  . -^  o^.A^a)  +  o^ 
ì>o(va)    +  \Qa)       +...  +  6,_,(Ja)  4  fc» 


(1) 


dove  le  A  ,  a„  ,  o^  , . . . ,  &o  ,  &i  , . .  ■  s'Intendono  dedotte  dalle  quan- 
tità già  date  mediante  le  sole  prime  quattro  operazioni  fondamen- 
tali, e  d il  simbolo  radicale  VA  ,  cbe   sarebbe   per   sé  stesso 

sascettibile  di  m  interpretazioni  diverse  (art.  823),  deve  essere  in- 
terpretato nello  stesso  modo,  ossia  deve  rappresentare  lo  stesso 
valore  numerico,  in  ogni  parte  dell'  espressione.  È  importante  di 
notare  che,  pur  contenendo  la  espressione  (1)  piit  volte  il  segno 
dì  radicale,  ciò  nondimeno  deve  dirai,  nel  senso  ora  spiegato,  che 
essa  contiene  una  sola  volta  l'operazione  dì  estrazione  di  radice 
o,  meglio,  che  essa  contiene  un  solo  radicale. 

Oapkui.  —  Ittittinoni  di  analUi  algebrica,  8.*  edìi.  67 
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Nella  espressione  (1)  i  numeri  heksi  sappongono  nataralmeme 
interi  e  positivi,  essendo  ci6  evidentemente  sempre  lecito.  Perciò 
1'  espressione  stessa  si  presenta  come  il  qnoto  di  dae  espressioni 
radicali  che  si  possono  chiamare  intere  rispetto  all'anice  radicale 
che  contengono. 

961.  Senza  mutare  il  valore  ed  il  significato  preciso  dell'espres- 
sione (1),  ai  ptiò  sempre  trasformarla  in  un'altra  espressione  con- 
simile, che  Mia  però  intera  rispetto  al  radicale  y/A  ,  e  di  grado 
non  superiore  ad  ra  ~  1, 

È  qnesta  una  conseguenza  del  teorema  dimostrato  al  §  5°  (arti- 
colo 931),  anzi  si  può  dire  che  è  quello  stesso  teorema  enunciato 
per  il  caso  in  cui  l'equazione  foudamentale  sia  semplicemente  l'e- 
quazione blnomia: 

x'"-A  =  0.  (2) 

Siano  infatti  T  ,  Tj  ,  T,  , . . . ,  T„_j  le  m  radici  di  questa  equa- 
zione, indicando  con  T  quel  valore  di  VA  che  si  vuol  conside- 
rare nella  espressione  (1),  Poiché: 

a:"*  -  A  =  a"  -  T"  =  (a  -  TX»"-»  +  Ta:"-»  +...  +  T""*), 

le  T,  ,  Tj , . . .  ,  T,,_,  sono  nel  nostro  caso  le  radici  bell'equazione: 

a:'»-»+Ta:'"-*+T»x'"-«4-  ...  +T'"-»a;+T'"-'=0.  (3) 

Se  danque  poniamo  per  brevità  : 

9(a;)  =  a^a^  +  a,a:^->  +  .  .  .  +  a^jX  +  a^ 

^{x)  ^  fcjW*  +  &,a;*''  +  .  . .  +  6»_ja:  +  6, , 

il  valore,  che  designeremo  con  X,  dell'espressione  (1),  si  può  rap- 
presentare come  segue  : 

X  -  ili?  -  T(T)|(T.).KT,)...^>(T„_,) 

+(T)     4(T)  4i(T,)  <];(T,)  .  .  .  *,T„_,)  ' 

dove  il  prodotto  i^tTiìt^Tj) .  . .  "{«{T^^i),  essendo  una  fanzione  sim- 
metrica intera  delle  radici  di  (3),  si  esprimerà  (art.  922)  con  nna 
funzione  razionale  intera  dì  T  e  dei  coefBclenti  {>„ ,  6,  ,  .  .  .  ,  b^  > 
nel  mentre  che  il  denominatore,  che  è  una  fanzione  simmetrica 
intera  di  tutte  le  radici  della  (2),  si  esprimerà  con  una  ftinzione 
intera  di  A  e  delle  b^  ,0^  , .  . , ,  b^.  La  nuova  espressione  di  X 
riuscirà  dunque  evidentemente  intera  rispetto  a  T.  Il  aao  grado 
sì  potrà  poi  sempre  abbassare  ad  m—I,  poiché  dalle  (2)  ai  ba: 

T'"  =  A  ,  T'"+'=AT  ,  T""-^  =  AT», ^5) 

952.  Il  metodo  generale  esposto  al  §  5»  per  il  calcolo  delle  ftin- 
zioni  simmetriche  delle  radici  di  un'  equazione  subisce  nel  caso 
attuale  delle  notevoli  semplificazioni.  Poeto  infatti  : 

Si  =  T^  +  T/  +  Tj^  +  . .  .  +  T^„_, ,  (6) 
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le  forinole  di  Newton  (art.  919)  applicate  all'eqaazjone  (2)  ci  danno 
cTidentemente  : 

S,  =  0  ,  S,  =  0  ,  .  .  .  ,  S„_,  =  0  ,  S.  =  wiA. 

Dalla  (2)  si  ha  poi  : 

e  quindi  : 

2Ti""^  =  A2T(^ 

cioè  : 

d'onde  emerge  chiaramente  che  S^  è  uguale  a  zero  tutte  le  volte 
che  \L  non  sia  un  multiplo  di  m;  e  se  ^=  mm',  si  ha  8^^  =  mA"', 
Corrispondentemente  a  cii>  si  avrà  per  le  somme  multiple  8p  - , 
Sp  j  r  , .  .  .  ,  nell'ipotesi  che  gli  indici  p  ,  q  ,t  ,  . . .  siano  tatti  in- 
feriòri  ad  m  (cfr.  ari.  525  e  626)  : 

^p,if  =  -  ^P*9 


953.  Sapponiamo  p.  es.  m  =  3  ;  cosicché  potremo  prendere   X 
sotto  Ih  forma: 


_  OoC^a)  +a/vA)+g, ^  ¥( T) 


T=^!A, 


poiché  se  i  gradi  ài  h ,  k  fossero  superiori  a  2 ,   si  ridarrebbero 
facilmente  ai  valore  2  mediante  le  (5). 

Per  il  denominatore  della  nuova  espressione  di  X  si  trova  con 
breve  rlHessione  : 

<KT)«}<(Ti)«Ji(T.)  =  V[TTiT,]»  +  6ofr*t[T'T,»  +  ...] 
+  fto*ft,[TT,  +  ...]TT,T,  +  &ofti&.[T'T,  +  ...] 
+6o6i*[T+...]TT,Tg+6oV[T'+-J+6i*TT,T,+6,»é,[TT,+...]. 
+  5,V[T  +  ■••]  +  V- 
Uà  si  ha  immediatamente  dalla  forma  della  (2)  : 

T+T,+Ti^O  ,  TT,+TTg+T,T,=0  ,  TiT,Tj=A  ,  Sj=0. 
Quindi  : 

*(T)(KTi)4i(Tj)=fto=A*+bo'6,S, ,  ,+6(,6,è,S, ,  ,+&,'A+  V  . 
cioè  per  le  (7)  : 

<l'(T)>Ii(T,^4'(  T,) =&o»A»- J&o*6iS^-6o6,6,8,+6,»A +&,» 
=VA»-36ofci6iA+&,»A+&g*. 
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Si  ha  poi  : 

<I-(T,)+CT,)=V[T.T,]*+ftA[T,+T,]T.T,+6oftJV+T,*] 

+&,»T,T,+6i6i+[Tj+T,l+6,* , 

onde,  essendo  T,  ,  T,  le  radici  di 

a;*  +  Tx  +  T*  =  0  , 
bì  ha  sabito  : 

<KT,)<KTs)=6o*T*-6o6,T'-6o6,T»+fti»T»-6,&,T+6j» 
=6o»AT-6ob,A-6oejT»+6,'T»--6,6,T+6s*. 
La  nuova  espressione  di  X  è  danqae  : 

^  [aoT'+a^T+a,]  [(6,'-V.,)T'+(&o'A-5ift,)T+ V-ViA  ] 
6o»A*-36o6i6»A+ 6,»A+ftg* 
Posto  per  brevità: 

^1*  —  ''o^i  =  Cfl  )  &o*A  ""  ^i*j  =  e, ,  6j*  —  fra&|A  =  Cg 

e  rldnceodo  ulteriormeDte  il  numeratore,  mediante  la  relazione 
T'  =  A,  fino  ad  abbassarne  il  grado  al  disotto  di  3,  si  trova  fi- 
nalmente : 

[coa,+CiOi+C)go]A'+[coao+Ciag+c,ai]A'+Cgflt+(eogi+c,0(,)A 
bo*A»-36o6i6t  A+6,>A+ ftj» 

954.  Supponiamo  ora  che  l'espressione  radico-razlonale  X  con- 
tenga QD  numero  qualunque,  \,  di  radicali  distinti,  o  che  si  vo- 
gliano considerare  come  tali.  Cioè  si  potranno  considerare  come 
distinti  due  radicati  aventi  egual  valore,  quando  si  presentino  sotto 
forme  differenti  che  non  siano  manifestamente  equivalenti.  Come 
anche  si  potrebbero  considerare  come  distinti  due  radicali  perfet- 
tamente identici  nella  loro  espressione  algoritmica,  ma  per  i  quali 
sia  convenuta  nna  diversa  interpretazione  del   loro   valore.   Cosi, 

ad  esempio,  il  radicale  \'A,  in  cui  A  è  un  numero  reale,  potrebbe 
avere  in  una  parte  dell'espressione  il  significato  di  nn  numero  reale  / 
(radice  cubica  aritmetica  di  A)  ed  in  un'altra  parte  il  significato  di: 

(  — —  4- i-^J/.  In  tal  caso  lo  stesso  algoritmo  >j à.  ci   darà   due 

radicali  distinti,  a  meno  che  non  si  preferisca  di  lasciare  in  quella 

3_ 

prima  parte  dell'  espressione    \]A.  e  dì  sostituire  nella  seconda  in 

*—  /      1         V3\     '—  '— 

luogo  di  VA  il  prodotto:  (— ■„- +  f-^j' ^A.    In    tal  modo    VA 

rappresenterà  dappertutto  nn  unico  radicale  ;  si  sarà  però   intro- 
dotto  il  nuovo  radicale    VS,  qnando  quest'ultimo  non  esistesse  già 
in  qualche  parte  deirespressione. 
Ciò  premesso,  è  importante  distinguere  i  diversi  radicali  che  si 
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presentano  nella  stessa  espressione  X  in  radicali  interiori  e  ra- 
dicali esteriori  (o  eHernt).  Si  chiameranno  interiori  quelli  che,  o 
dappertutto,  o  anche  soltanto  in  qualche  parte  dell'espresBione  si 
trovino  sottoposti  ad  altro  segno  radicale,  esteriori  i  rimanenti. 
Cosi  ad  esempio,  nell'espressione  : 


•Jb+ya  +  ,/b 


(9) 

contenente  i  dne  radicali  dUtinti  vb  e  va+^/b  soltanto  il  se- 
condo si  dirà  esteriore.  Soltanto  nel  caso  in  cai  ^b  avesse  diffe- 
rente Bt^niflcato  nella  prima  e  nella  seconda  parte  della  formola 
(o  nel  caso  in  coi  potesse  giovare  per  aemplice  convenzione  di 
considerare  Io  stesso  simbolo  \/&  come  rappresentante  due  radicali 
distinti,  benché  il  significato  dovesse  esBeme  il  medesimo)  il  ra- 
dicale ^b  rappresenterà  nelle  due  parti  della  formola  due  radicali 
diversi,  dei  quali  il  primo  sarà  esteriore  ed  Jl  secondo  Interiore. 
Cioè  in  tale  supposto  [che  non  si  verifica  perà  nei  casi  ordinari) 
respresBÌone  (9)  conterrebbe  tre  radicali  distinti  dei  qaali  due  e- 
stemi  ed  nno  intemo. 

955.  Qualanqne  sia  il  numero  \  dei  radicali  contenuti  in  X,  è' 

manifesto  che  almeno  uno  di  essi  sar&  esteriore.  Sia  T^t/A  uno 
qualunque  di  tali  radicali  esteriori.  È  evidente  che  la  X  sarJi  sem- 
plicemente razionale  rispetto  a  T,  cioè  si  potrà  sempre  porre  sotto 
la  stessa  forma  (1)  considerata  in  principio,  dove  ora  però  la  A 
e  le  Oa  ,  a^  , . . .  ,ba  ,b^ , .  . .  sono  espressioni  radicali  che,  nel  loro 
insieme,  possono  contenere  ancora  /.  —  1  radicali  distinti,  i  X— 1 
radicali  che  restano  dei  radicali  contenuti  In  X ,  quando  se  ne 
eBclnd&.II  radicale  T.  Operando  sulla  (1)  precisamente  nel  modo 
indicato  all'art.  951,  sì  giungerà  dunque  a  dare  ad  X  la  seguente 
espressione  : 

X  =  A,( Va)     +  A,( \; a)      +  . . .  +  a„  (IO) 

dove  le  A  ,  A,  ,  Aj ,  . , . ,  A„_j  sono  espressioni  radicali  contenenti 
soltanto  X—1  radicali,  cioè  gli  stessi  altri  X— 1  radicali  T, ,  Tj ,..,,  T;^_, 
contenuti  in  X. 

Anche  qui  è  manifesto  che  almeno  uno  dei  radicali  T^ ,  T, ,...,  T],_i 
sarà  simultaneamente   esteriore    in    taite    le    espressioni    A  ,  A,  , 

'^t  (  —  )  ^■'i  *>^^  '*>  contengono.  Sia  questo  p.  es.  T,  =  \JB.  Ragio- 
nando sa  ciascuna  delle  espressioni  A  ,  A,  ,  .  . .  (che  contenga  ef- 
fettiramente  T^)  rispetto  a  T,  come  si  è  ragionato  sa  X  rispetto 
a  T,  si  otterranno  delle  espressioni  della  forma  : 


a  =  b,(vb)     +b,(vb)      -f-  ...  +  B„ 

A,  =  B',(vb)       +B',(vb)       h-  ...-fB'„ 


(11) 
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in  cai  tntte  le  B ,  B' , . .  .  sono  espressioni  radico-razionali  cbe 
contengono  soltanto  i  X  —  2  radicali  Tj ,  T ,  Ti_,. 

Si  osserverà  ora  die  fra  questi  ultimi  radicati  ne  esìsterà  al- 
meno UDO,  p.  es.  Tf,  ctie  sarà  esteriore  simnltaneamente  in  Ritte 
quelle  B  ,  B' ,  .  .  .  che  lo  contenf^ono  ;  onde  si  potrà  procedere 
come  sopra  ad  esprimere  ciascana  B  ,  B' , .  . .  in  modo  intero  ri- 
spetto a  T, ,  e  cosi  via. 

Segraitando  in  questo  modo  è  cliiaro  cbe  mediante  le  relazioni 
(10),  (11)  e  le  finccessive  analoghe  si  perverrà  a  dare  all' espres- 
sione radico-razionale  X  una  forma  tale  che  nessuno  dei  X  radi- 
cali in  essa  contenuti  si  trovi  mai  sottoposto  ad  alcun  segno  di 
divisione,  o,  come  diremo  brevemente,  ana  forma  intera  rispetto 
a  tutti  i  radicali  (radicale  intera), 

956.  Vediamo  ora  come  da  ogni  equazione  della  forma:  X=0, 
In  cui  X  è  un 'espressione  radicale  qualunque,  si  possano  sempre 

eliminare  tutti  i  segni  radicali.  Detto,  come  all'art,  prec,  T=\fA 
uno  qualunque  dei  radicati  esteriori  contenuti  in  X,  si  potrà  pri- 
mieramente porre  1'  equazione  sotto  la  forma  : 

A,(va)       +A,(va)       +...  +A„  =  9(T)  =  0  (12) 

essendo  9  una  funzione  intera  del  grado  m-1,  di  T,  !  cui  coef- 
ficienti sono  delle  espressioni  radicali  contenetiti  soltanto  gli  altri 
X-1  radicali  T,  ,  T,  ,  .  .  .  ,  T;^_,  che  entravano  in  X. 

Se  ora  T  ,  T' ,  T"  ,  .  .  .  ,  T'""""  sono  ratte  le  m  radici  della  eqna- 
zione  a:'"  — A  =  0,  cioè  tutte  le  diverse  poasibili  Interpretazioni  di 

•Ja,  si  potrà  all'equazione  (12)  sostituire  la  seguente: 

9(T)9(T')9(T")  . .  .  9(TC'-iO  =  0.  (13) 

Ma  il  primo  membro  di  quest'equazione,  essendo  intero  e  sim- 
metrico rispetto  alle  radici  della  equazione  ir™  — A  =  0,  si  espri- 
merà evidentemente  come  una  funzione  intera  di  A  e  dei  coeffi- 
cienti di  f,  cioè  delle  A,  ,  A,  , .  . . ,  A„.  L'  equazione  (12)  verri 
cosi  sostituita  con  un'  equazione  : 

X'  =  0 

In  cui  X'  k  un'espressione  radicale  contenente  soltanto  gli  altri 
X  —  1  radicati  T,  ,  T,  ,  .  .  . ,  Ti_, ,  e  si  procederà  allo  stesso  modo 
fluchè  siano  eliminati  tutti  1  radicati. 

957.  Se  al  momento  di  dover  eliminare  un  certo  radicale  este- 
riore T=>/A  dall'equazione  (f\T)=0  già  ridotta  intera  rispetto  a 
T,  accada  che  quest'equazione  abbia  la  forma  binomùi: 


a,(Ja)  -a,(Ja)  =0, 


l'eliminazione  del  radicale  si  farà  immediatamente  portando  il  se- 
condo termino  dell'  equazione  al    secondo    membro   ed  elevando 
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quindi  i  dae  membri  alla  potenza  m.  Riportando  poi  tatto  al  primo 
membro  Bi  otterrà  cosi  l' eqnaziooe  : 

Aj"'A''-A,"A*  =  0 

da  coi  è  sparito  il  radicale  T. 

Ove  i  radicati  da  eliminarsi  siano  tatti  quadratici,  è  chiaro  che 
l'equazione  (12)  e  tette  le  analoghe  consecutive  si  presenteranno 
appunto  sotto  la  forma  binomla. 

958.  L'eliminazione  del  radicale  dall'  equazione  (12),  o  da  una 
qualunque  delle  equazioni  analoghe  ohe  si  incontreranno  nello 
svolgimento  del  calcolo,  si  può  anche  fare,  senza  alcun  calcolo  di 
funzioni  simmetriche,  col  procedimento  piii  semplice,  e  di  iodolo 
parimenti  generale,  che  qni  esponiamo. 

SQpposto,  per  fissare  le  idee,  m  =  3,  sia  : 


A.T»  +  AjT  +  A,  =  0 


(«) 


l'equazione  da  cui  deve  eliminarsi  il  radicale  T=^/a.  Moltipli- 
cando quest'equazione  prima  per  T  e  poi  per  T' ,  se  ne  deducono 
le  altre  dne  : 

A,T'+AjT»  +  A3T  =  0    ,     A,T*  +  A,T>  +  A,T»  =  0 

le  quali,  per  essere  T*=A,  possono  anche  scriversi; 

A,A  +  A,T»  +  AjT  =  0    ,     AjAT  +  AjA  +  A,T»  =  0. 

Queste  due  equazioni,  unitamente  alla  (a),  ci  danno  il  sistema: 

A,T*  + A,T  +  A3  =  0 

AjT»  +  AjT  +  A,A  ^  0 

AjT'+A,AT  +  Aj,A  =  0 

lineare  ed  omogeneo  rispetto  alle  tre  quantità  T* ,  T  ,  T"  ,   delle 


quali  l'ultima  i 
(art.  432)  : 


certamente  diversa  da 
A. 


,  Dev'  essere  dunque 


Aj        AiA 
A,  A      AjA 
che  è  appunto  l'equazione  cercata. 
959.  EsEUpio.  —  Air  equazione: 


portando  il  secondo  termine  nel  secondo  membro  ed  elevando  al 
quadrato,  si  sostituirà  dapprima  (art.  957)  1'  equazione  : 


Qi)'. 
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Eliminando  poi  il  radicale  -jb  col  procedimento  dell'art,  prec.  si 
troverà  (essendo  qui  :  A^  =  1,  A,  =  —  1,  A,  =  -  a,  A  =  è)  : 


cioè  sviluppando  : 

a'  +  3o&  —  ft*  +  6  =  0. 


A,T»+A,T  + A3  =  !F(T) 

dove  T  =  \/A,  ripetendo  lo   stesso    calcolo    eseguito    nella   prima 
parte  dell'  art.  955,  si  sarebbe  trovato  : 


9(T)?(T')?(T")  =  -|  A,        A,        A.A 
I  A,        A^A     A,A 

d'onde  appare  che  il  risaltato  ottennto  col  procedimento  dell'  ar- 
ticolo 95ti  è  precisamente,  come  dot  resto  è  naturale,  quello  stesso 
cui  bI  sarebbe  giunti  col  calcolo  delle  ftmzioni  simmetriche  di  T, 
T' ,  T". 

Nou  ci  tratterremo  qui  a  dimostrare  come  la  formola  (f)  si  e- 
stenda  al  caso  di  un  radicale  di  indice  qualunque,  poiché  avremo 
in  seguito  occasione  (cfr.  Cap.  XIV,  §  7°)  d'incontrare  la  formola 
in  questione  come  caso  particolare  di  un'altra  ancor  piti  generale. 

961.  Sia: 

se  =  if(o  ,  &  ,  e  ,  .  . . ,  e)  (14) 

un'  espressione  ottenuta  operando  eopra  i  numeri  a  ,b  ,c  ,  . . .  ,t 
colle  quattro  operazioni  fondamentali  e  coli' estrazione  di  radice 
ad  indice  intero.  Potremo  considerare  l' equazione  : 

X  =  a:  —  cp(a  ,  6  ,  e  , . .  . ,  e)  =  0 

ed  eliminare  successivamente,  col  metodo  precedentemente  espo- 
sto, tutti  i  radicali  contenuti  in  X,  cioè  tutti  i  radicali  contenuti 
in  f .  Otterremo  in  tal  modo  evidentemente  un  risaltato  finale  della 
forma: 

♦(a;  ,«,6,c,...,e)  =  0 

dove  4  6  simbolo  di  funzione  razionale  intera. 

Il  legame  fra  x  e  le  a  ,  &  ,  e  , ... ,  e,  espresso  dalla  relazione  (14) 
contenente  dei  radicali,  può  dunque  sempre  sostituirai  con  una 
semplice  equazione  algebrica  razionale  intera  fra  le  x ,  a  ,  &  ,  e ,...,  e, 
cioè  la  (14)  deHnisce  sempre  x  come  una  funzione  algebrica  delie 
a  ,  b  ,  e  ,  .  .  . ,  e.  Resta  cosi  dimostrato  quanto  ai  era  asserito  nella 
Introduzione  (art.  8). 
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Vota  ed  EsereÌBi. 

1,  Verificare  ohe  ; 

l-2^/2        17     '  V-i+V^~      Va 

2.  Bidorre  sotto  form»  ìntent  rispetto  ai  rudicali  l' espreMiona  : 


a+Vo+Vo  +  i»  :  a-ya-^'a  +  b. 
3.  OiuBtificftre  1'  egaagliania  : 


V«i^/6      V         2  V         2 

radicali  dall'equazione: 

3  3 

/ '"      / i~"     , 

\lx+     _- t\ÌX =  A- 

V      ,ix  +  ,j    \       ,/«  +  „ 


4.  Eliminare  i  radicali  dall'equazione: 


6.  Dimoatiare  che  per  1'  eqnatioae  binomia  di  grado  primo  : 

x"  -  A  =  0  (a) 

la  Sr ,  Sr  ,  r  1  ^  I  r .  r  •  •  ■  '  I  '°'^°  l^"'*^  uguali  a  sero  per  r  primo  con  n  ad 
eccezione  dell'ultima  (la  S  con  n  indici  ugnali). 

6.  Per  quali  valori  di  k  auBsists  V  identità  : 

a:"  -  A*  =  (a:  —  w*,){x  —  u*,) ...  (a:  -  bi^) 

estendo   u,  ,  tu,  ,  .  .  .  ,  b>„  la  radici  di  z"  — A  =  0? 

7.  Verificare  che  l' equasioDe  di  5°  grado  : 

16a:'-203:'  -f  óa:  -  a  =  0 
è  risolata  dalla  formola  : 


=Va^-^/a»-n-Vo-^^a*-l 


io  cai  i  valori  dei  due  radicali  di  indice  6  sono  da  BOSglisrì 
il  loro  prodotto  eia  ngnsle  ad  1. 
S.  Dimostrara  che   V3  +  \/'2  non  é  un  numero  razionale. 


.)  di  analiii  algebrica,  i.'  ediz. 


llZO^OyGOO'^IC 


§  9.0  —  Sviluppo  delle  fanzlonl  rasionall  In  serie  preeedenti 
secondo  le  potenze  della  variabile.  —  Modulo  lalnlmo  delle 
radici  di  no'  equazione. 

962.  Sia  -^-^  Dna  fnnziose  razionale  qualsivoglia  di  x,   già   e- 
spreasa  come  quoziente  di  fnnzionì  intere  : 

f{x)  =  bt,  +  biX  +  ...  +  6,_,iB*-'  +  6«x"  (l) 

9(a:)=  a,+  aiX+  . . .  +  a,_i3;"~'  +  o,x".  (2) 

Se  -  ,  T  , . . . ,  -  sono  le  n  radici,  ogoali  o  distiate,  dell'  eqna- 
zioae  ?(ic)  =  0,  si  ha  identicamente  (art.  907)  : 

/W^ flf) 

e,  poiché  (art.  916)  : 

a„  =  (-  t)"aoap  ...\, 
si  può  anche  scrivere  : 

A<^} A?) 


fix)     «0(1  -  ax){l  -$x}...  "(1  -  Xx)'  *^^ 

Se  ora  R  è  il  modnto  minimo  delle  radici  dì  ;(x)  =  0,  cioè  il 
più  piccolo  fra  i  nameri  positivi  mod-,  uiod^  i-  ■  ■  i  mod^,  affinchè 
si  abbiano  (art.  886)  gli  sviluppi  convergenti  : 


-=1+0X4 


(4) 


1 


>  e  BofiScìente  che  sia  : 

mod(aa:)  <  1,  mod(^x)  <  1  , . . .  , 
o,  che  è  la  stessa  cosa  : 

modx  <  — ;-    ,     moda;  <  — rz, ,  ■  ■  ■ , 
moda  mod^ 

cioè  è  necesHario  e  sufficiente  che  sia  modx  <  B. 

Anzi,  per  modx  <R,  gli  svilappi  !i)  saranno  tntti  assolatamente 
convergenti,  cosicché  al  loro  prodotto  si  potrà  sostituire  (art.  838) 
un'unica  serie,  del  pari  asEOlutamcnte  convergente  e  procedente 
secondo  le  potenze  intere  e  positive  dì  x.  Si   avrà   dunque  j   por 


iceyGoOt^lc 


la  (3),  moltipUcando  poi  nlteriormente  la  serie  cosi   ottennta   pel 
polinomio  finito  f(.x),  lo  eviluppo  in  serie  :       • 

^  =  j;,+p,x-(-p.ic»+...  (5) 

dove  il  secondo  membro  è  una  serie  convergente  per  modx  <  R. 
Pertanto  : 

Ogni  funzione  razionale  di  x  si  può  tempre  sviluppare  in  una 
terie  convergente,  procedente  secondo  le  potenze  intere  e  positive 
di  X,  e  tale  sviluppo  è  valido  per  quei  valori  di  x  t^  cut  modulo 
non  sujieri  il  minimo  fra  i  moduli  delle  radici  dell'equazione  che 
li  ottiene  uguagliando  a  zero  il  denominatore  della  funzione  ra- 
zionale ridotta  alla  sua  pOt  semplice  e»presnone, 

963.  È  importante  di  aggiungere  che  il  cerchio  di  convergenza 
(art,  889)  dello  sviluppo  (5t  ha  per  raggio  precisamente  il  minimo 
modulo  R  delle  radici  di  ^(x.)  —  0,  semprechè  la  frazione  t{x)  :  9(1) 
sia  già  ridotta  alla  piit  semplice  espressione.  Ammesso  infatti,  se 
è  possibile,  che  il  raggio  dì  convergenza  di  (5)  fosse  superiore 
ad  R,  e  detta  u  una  radice,  di  modulo  uguale  ad  B,  dell'  equa- 
zione ^(x)  =  0,  lo  sviluppo  Po  +  p,a;  +  p,x*  1-  .  .  .  rappresenterebbe 
(Gap.  IX,  §  13",  Nota  LI)  una  funzione  Anita  e  continua  per  a:  =  u. 
Ma  si  è  gìA  dimostrato  che  ii  valore  di  questo  sviluppo  coincide,  nel- 
l'interno del  cerchio  di  raggio  R,  col  valore  della  frazione  ^(a;)  :  if(x). 
Dovrà  dunque  la  frazione  flx]  :  (j(a:)  tendere  ad  un  limite  finito  , 
quando  il  punto  x  si  avvicini  indefinitamente  ad  u  senta  uscire 
dall'interno  del  cerchio.  Ciò  riciiiede  che  sìa  anche  f[u)=0,  poiché 
altrimenti,  essendo  por  supposto  if(x)=0,  la  frazione /ì^a;)  :  ^(a:)  ten- 
derebbe invece  all'infinito.  Le  due  funzioni  f[x)  e  9(3;)  avrebbero 
dunque  la  radice  w  in  comuiit;,  onde  sarebbero  entrambe  divisi- 
bili per  x  —  u,  e  la  frazione  si  potrebbe  semplificare ,  contro  il 
supposto. 

prodotto  degli  sviluppi  (4), 

=l+V,a:-)-V,a='+Vj3^  i . . .  (6) 

V  (7) 


(l-o^)(l-px)...(l-Xcc) 
dove  : 


v,=2«'?^ 


ò  la  cosi  detta  funzione  simmetrica  completa  di  ordine  i ,   delle 
a  ,  S  ,  .  .  .  ,  ).. 

Uoltiplicando  i  due  membri  di  (6)  per   — (b^-i■b^x+  ...  +6^a:'")  e 

confrontando  con  (3),  si  ha  dunque,  per  determinare  1  coefficienti 
Po  ,  Pi  t  p2  I  ■  •  ■  dello  sviluppo  (5),  l' identità  : 

~l\*b^xibjX*+...+b„x"j^l+ViXì-VfX^-i-...^=Po-{piX+pfc*+.... 
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Eguagliando  infatti  i  coefficienti  di  x'  nei  due  membri  si  trova: 

«oPj  =  6oV(  -i-*iV,.,  +  . . .  +  b^Vf  „      ,        per  i  g  ni 

od  (8) 

««Pi  =  *oV(  4-  à^'Vf_^  -^  . .  .  +  6(Vo  ,        per  »  <  m. 

965.  Del  resto,  i  coefficienti  po  ,  Pi , . ,  .  si  possono  determinftre 
più  direttamente,  senza  calcoli  di  funzioni  simmetriche,  osservando 
che  la  (5),  qnando  si  sostitniscano  in  essa  per  f{x)  e  <f{x)  le  loro 
espressioni  (1)  e  (2),  ci  fornisce  l'identità: 

6o+&iX+...+6„a'"=(0(,+a,a;+...+a„ic'')(p(,+p,a:+-p,x*+...}. 

Sviluppando  il  prodotto  nel  secondo  membro  ed  agaa^tiando 
quindi  ì  coefficienti  delle  stesse  potenze  di  x  nei  due  membri,  si 
hanno  infatti  le  infinite  equazioni  : 

fco  =  Oopo 

b,  =  a^pa  +  OoPi 

fr,  =  a,  Po  +  a,Pi  +  oop. 


dallo  quali  bì  potranno  calcolare  8ucce$sivatnente  i  valori  di  po , 
Pt  '  Pt  >  ■  ■  ■  ■  ^  chiaro  che  per  i  abbastanza  grande  tutte  queste 
equazioni  sono  rappresentate  da 

QoPi  +  «ip/-,  +  a»Pi.j  +  .  .  ■  +  o„p,-_„  =  0  (9) 

E  questa  una  relazione  lineare  omogenea  con  coefficienti  filli 
.  (%  ,  a,  ,  .  .  . ,  a„)  che  lega  n  +  1  valori  consecutivi  della  sacces- 
filone  iufinila:  pa  >  Pi  i  p^  i  •  ■  •  i  a  partire  da  un  certo  punto  in  poL 
Ogni  relazione  di  questo  genere  si  dice  ricorrente  (di  ordine  n), 
e  si  dice  serie  ricorrente  ogni  serie  po  +  p^x  +  p^'  +  .  .  .  i  cui 
coefficienti  soddisfino,  da  un  certo  valore  dell'indice  i  in  poi,  ad 
una  relazione  della  forma  (9)  (*).  Vediamo  dunque  che  ogni  fun- 
zione razionale  di  x  aviluppata  secondo  le  potenze  crescenti  di  z 
dà  origine  ad  una  serie  ricorrente. 

966.  Recìprocamente ,  è  facile  riconoscere  che  :  se  la  lerie 
Po  +  p,x  +  pgX*  +  .  .  .  è  ricorrente,  essa  rappresenta,  per  tutti  i  va- 
lori di  X  compresi  nel  suo  cerchio  di  convergenza,  il  valore  di  una 
certa  funzione  razionale  di  x. 

Infatti,  se  (9)  sia  la  relazione  ricorrente,  coi  coefficienti  costanti 
da ,  d, , . .  . ,  a„ ,  ed  m  sia  il  valore  di  i  a  cominciare  dal  quale 
essa  è  sempre  soddisfatta,  è  chiaro  che  prendendo  : 

b„  =  «opo 

i,  =  a,Po  +  aop, 


iole  chiMnare  la  tada  di  rslatio»»  della  Mria  r 
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...  ,       ,    éo  +  b.x  +  fc^x*  +  .  . .  +  b^x" 

la  funzione  razionale  — ' ^— ^ ^--7  Bviinppat»   00- 

Oq  +  a^x  +  a^x'  +  .  . .  +  a„x 
me  all'art,  prec.  dar&  luogo  precisamente  alla  serie  data  : 

Po  +  ;'i«  +  Prc*  + 

967.  Se  la  funzione  f\x)  non  ha  alcun  divisore  comune  con  ^(x), 
lo  sviluppo  (&|  avr&  per  raggio  di  convergenza  B  fart.  963)  pre- 
cisamente il  modulo  minimo  delle  radici  dell'equazione  (}{x)=0. 
Ciò  accadrà  certamente  se  s!  prende  p.  es. /(x)=  1.  Paragonando 
dunque  questa  determinazione  di  R  con  quella  gih  data  all'art.  891, 
si  giunge  al  teorema  seguente,  che  potrebbe  anche  servire  al  cal- 
colo del  modulo  minimo  delle  radici  di  una  data  equazione. 

Etsendo  data  l'equazione  di  grado  n  : 

ao  +  a,x  +  a,x'+  .  . .  -|-a„x''  =  0,  (olj 

«1  determinino  succeesivamente  gli  infiniti 
mediante  le  relazioni  ; 

a,po  +  aop,  =  0 

a,po  +  a,p,  +  aoP,  =  0 


!  la  relazione  ricorrente  : 

«oPi  -t  »iPj-i  +■  »tP.-.s  +  .  .  .  +  a„pi.„  =  0. 
modpi 


Se  col  crescere  indefinitamente  di  l  il  rapporto  - 


""iPi+i 

limite  finito  e  determinato  B,,  sarà  R  precisamente  il  modulo  mi- 
nimo delle  radici  dell'equazione  a. 

968.  Se  gl'infiniti  numeri  Po  ,  p,  ,  p^ ,  •  ■  •  sonc  legati  da  una  re- 
lazione ricorrente  : 

aoP(  +  a,p,_,  +  a,p(_,  +  .  . .  +  a„pj_„  =  0  (A) 

e  tali  che,  col  crescere  di  i  all'infinito,  il  rapporto  Pj  :  p^^,^  tenda 
ad  un  limile  finito  a,  sarà  in  ogni  caso  a  una  radice  dell'equa- 
zione : 

ao  +  a,x  +  a,x»  +  .  .  .  +  a^x"  =  0-  (Bj 

Infattij  poiché  : 


lim 


£l 


sarà  anche  evidentemente  : 


lim-^  =  limf^  .^]  =  iim.a  .um^'  =  a' 
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e  flimilmente  in  generale  : 


Se  danqne  dividiamo  la  (A)  per  pj  e  passiamo  quindi  al  limite 
per  i=  <a  ,  otteniamo  : 


969.  Confrontando  qnesti  risultati  col  teorema  dell'  art.  9C7  si 
paò  evidentemente  aggiungere  che  (7  numero  a  così  determinato 
tara  una  radice  di  modulo  minimo  dell'equazione  (B). 


1.  Verifioare  lu  sviluppo: 

1-3»W= '+*"■'''"-'''■  +  <''- ')^+ ••  ■• 

2.  Trovare  1b  relBiione  ricorrente  e  1«  faniÌon«  razionale  di  x  ohe  danno 
orÌKine  e,iìa  «viluppo: 

1  +  (2'  -  3)x  +  (2«  -  i)x'  +  (2*  -  5}ic'  + 

3.  Applicare  il  teorema  dell'art.  96?  ftlla  rieolanona  dell'equa! ion e  ; 

2x'-bx*  +  4x-l=  0. 

4.  Supposto  che  siano  ricorranti  le  serie;  j>,+p,i:fi),a!'  +  -..,  q,+qi*  I  ?,*'+— ■ 
dimostrare  che  eono  tali  anche  le  serie  : 

ÌPo  +  qo)  +  {p,  +  qi)x  +  (ps  +  ««ìic»  -t- . . . 

Po?e  +  {Po3i+Pi?o)a'  +  (po2i-l-Pi9i+l'»2o>*  +  --  ■ 


Poqo  +•  Pifli  +  P.q»x*  +  pjq,x»  +  .  . . 
(Cfr.   D'Oeogne:  Mémoirt  tur  Ut  luilet  rieurrenUi.  Jonmal  de  l'Ecole  Poly- 
t«chnique  LXIV  ;  dove  il  lettore  potrh  trovare  molti  altri  ragK<i^'^  **>'' 
l'argomento  dello  serie  ricorrenti). 

1.  Stndiare  la  frazione  oontinna  -r-  in  base  alle  relazioni  ricorrenti 

h  +1 


Pi  ■=  hP...  +  Pi.,  e  Qi  =  àQ(_,  +  Qi_, ,  che  legano  i  nnmeratorì  «  i  deno- 

P( 
minatori  delle  auecessive  ridotte  ^. 
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§  lO.e  —  Le  faoclonl  tlmmetrlohe  eomplete. 
TeoTeml  snl  modulo  maislmo  delle  radio!  dt  an'  eqaailone. 


970.  Dalla  forinola  {6)  del  §   pree.   risnlta   che  estendo   a ,  ^  , 
Y  ,  .  . . ,  X  le  n  radici  dell' equatione  : 


«jl"  +  «,x"-' +  ...  +  a,.,H-B.  =  0, 

(1) 

li  ha  fidmtUà  : 

(2) 

dove: 

*,+a,s+.,x'+... +.„:■»    1+V,x+V,x  +  .  .  . 

V,=5;a.f' ■■■»'  =  [«,? V" 

(3) 

I.r*...+(-i 

i  la  /un 

zione  rìmmetrica  completa,  di  ordine  i,  delle  n 

variabili 

GoDaiderando  in  luogo  della  (2)  l' identità  equivalente  : 

(do  +  a^x  +  Ogar*  +  .  .  .  +  o„o:")(l  +  V,a:  +  V^c*  +  ...)  =  a« 

ed  agnagliando  i  coefiBoienti  delle  potenze  omonime  dì  x  nei  dae 
membri,  si  ottengono  dnnqae  le  formole  : 

«oV,  +  o,  =  0 

OoV,  +  a,V,  +  o,  =  0 

OoV,  +  diV,  +  o,V,  +  a,  =  0 

(*) 

aoV„  +  a,V„_,  +  .  .  .  +  o„_,V,  t  a„  =  0 


8omigliantÌ8Bime  alle  formole  di  Newton  (art.  918-920),  che  per<- 
mettono  di  calcolare  successivamente  le  funzioni  simmetriche  com- 
plete V,  ,  V,  ,  . . .  delle  radici  di  un'equazione,  di  cui  siano  dati 
i  coefficienti,  colla  stessa  facilità  con  cui  le  formole  di  Newton 
permettono  di  calcolarne  le  funzioni  simmetriche  semplici  S^ ,  8,  ,.... 

971.  Se  b1  pone  per  brevità —  =p,  ,  —  =  p,  ... ,  le  (4)  prendono 
la  forma  pi&  semplice  : 

V,  +  p,  =  0 

V,-^p,V, +ft  =  0  (5) 
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che  è  perfettamente  simmetrica  rispetto  alle  V  e  alle  p,  cosiechè 
'^  Pi  I  Pi  I  Ps  r  *  -  *  '""t*  '1  ^c^'c  ^olta  le  funzioni  nmmetricAe  com- 
plete delle  radici  dell'equazione  : 

x"  +  Vix"-*  +  V,x"-»  +  .  . .  +  V„  =  0. 

RisolveDdo  le  (5)  rispetto  alle  Pt  ,Pt  -Pa,  ■  ■  •    o   rispetto   alle 
V, ,  V, ,  Vj  ,  . . ,,  9i  trova: 


V,=-p, 

"^r^-Pi'+^PiPt-Ps 
V.=j.,*-3p,  »p,+ 2j.,  P,+Pt'-f>i 


p,=~V, 
p,=V,*-3V,*Vj+2V,V,+V,»-V«. 


Come  si  vede,  le  fanzioni  simmetriche  complete  hanno  enlle 
fanzioni  simmetriche  semplici  il  vantaggio  che  ì  coefficienti  p,  , 
P»  j  Ps  I  •  ■  •  B'  esprimono  con  funzioni  intere,  a  coefficienti  nume- 
rici interi,  delle  V,  ,  V,  ,  V, , 

972.  Poiché  V,  è  la  somma  di  tatti  quei  prodotti  delle  variabili 
a  ,  ^  ,  . .  . ,  X  che  sono  della  dimensione  t,  è  chiaro  che  il  simbolo 
[a  ,  p  ,  .  . . ,  X]'"  rappresenta  V  ordinario  sviluppo  (art.  2'ii)  della 
potenza  polinomiale  (a  +  y  +  .  . .  +  X)',  nel  quale  però  tutti  i  coeffi- 
cienti polinomiali  siano  atati  soppressi  e  sostituiti  con  l'vnità. 

Dalla  definizione  di  Vj  segno  poi  con  pari  evidenza  che: 

[a \,x,...,  zj('l=[a , ... ,  i]<')+in , ... ,  Àli'-')[ie , ... ,  e] 

(A) 
+[o , ... ,  \]^'-1[x  , ...  ,z]l«+...t[aj , ... ,  il<'). 

973.  Sono  anche  da  notarsi,  come  specialmente  ntili  nel  calcolo 
delle  funzioni  simmetriche  complete,  le  duo  formole  seguenti  : 

[x ,  y ,  z , ... ,  (]*=[j/ ,  e , ... ,  tY'l->-x[x  ,y,e,...,  (]('-"  (B) 

ed 

[»  ,  z  ,  ...  ,  (]*-[y  ,  z  ,  ...  ,  t]'={x-y)[x  ,  y  ,  z  ,  ...  ,  *](*->'.       (C) 

Di  queste  due  formole  la  prima  è  pressoché  evidente. 

Quanto  alla  seconda,  essa  si  deduce  dalla  prima  sottraendo 
dalla  (B)  la  stessa  (B)  in  cai  si  sia  fatto  preventivamente  lo  scam- 
bio di  X  e  di  y. 

974.  8e  i  numeri  r  ,  b  ,  .  ,  .  ,  a  hanno  i  loro  moduli  t'n/len'oH  al- 
l'unità, si  ha  i 

lim[l  ,  r  ,  3  , . .  . ,  a]")  =  y 


(l-rXl--8). 
Infatti  la  formola  (6)  dell'art.  964  ci  dà  : 


(l-aa:)(l-gx)...Cl-Xa!)    t^' 


=limjl+[aa: , ... ,  Xa:]+ ...  +[euc , ... ,  Xa:j(*'| 
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—  545  — 
per  tatti  i  valori  di  x  soddisfacenti  alle  dlsn^aglianze  : 

mod(oa!)  <  l  ,  mod(pa:)  <  1  , .  . . ,  inod{Àa:)  <  1, 
ossia,  cbe  è  la  stessa  cosa  (art.  972)  : 
1  .,    ,. 


,  \xp 


il  cbe  appunto  dimostra  l'asserto. 

975.  ^e  la  guccessione  po>Pt>Pt  •  •  •  •  'odditfa  alla  relazione  ri- 
corrente di  ordine  a  : 

aoPi+ajp,_,+a,Pi_,+ ...  4a,p,_„=0    ,    (i=n  ,  n+1 ,...)        (5) 

gema  però  aodditfare  ad  una  relazione  ricorrente  di  ordine  infe- 
riore, e  se  l'equazione  : 

OoX"  +  aiX"''  +  . .  .  +  a„_,x  +  a„  =  0  (6) 

ha  una  sola  radice  a  (semplice  o  multipla)  di  modulo  masaimo,  il 
rapporto  P(*,  :  P(  benderà  precisamente  al  limite  a,  quando  si  faccia 
crescere  l'indice  ì  all'infinito. 
Cominciamo  dall'osaervaro  che,  posto  : 

Ao  =  aoPo 

Aj  =  aop,  +  a,po 

A,=  aoP,  +  a,p, +  a,p«  (7) 


A«_,  =  aoP„-, +  »iP„_»  +  . 


dire  che  la  successione  Po  i  Pi  i  Pi  ■  ■  ■  non  soddisfa  ad  alcuna  re- 
lazione ricorrente  di  ordine  inferiore  ad  n,  equivale  a  dire  che  la 
frazione  razionale  (cfr.  art.  965)  : 

Ao+A,x+A,x'+  ...  +A__,x''-' 

..t..x+...+..^^ =P.+P.X+p,x-+...  (8) 

«  irriducibile.  Infatti,  ee  i  numeri  po  >  Pt  ,  Pt  •  •  ■  soddisfacessero, 
da  nn  certo  pnnto  in  poi,  ad  una  relazione  ricorrente  di  ordine 
n-1  : 

o'oPi  +  a'ii>,_i+  .  . .  +«'„_iJ'i_„*i  =  0, 

b1  avrebbe  (art.  966)  per  certi  valori  del  numeri  bo ,  b,  , . . .  ,  b„; 
bp  +  h 
a'o  +  «V 

sicché  la  frazione  (8)  sarebbe  evidentemente  riducibile.  Recipro- 
camente, se  la  trazione  (8)  fosse  ridncibile,  i  coefficienti  del  sno 
sviluppo  in  serie,  che  non  può  fargi  (art.  895)  che  in  nn  sol  modo, 
soddisferebbero  (art.  965)  ad  una  relazione  ricorrente  di  ordine 
inferiore  ad  n. 

Cx'rm.t.i.  —  ItHlutioni  di  minliii   algebrica,  S.»   cdie.  (19 
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Ciò  premeBBO,  se  a  ,^  ,y ,  .  . .  ,ì.  Bono  le  n  radici  delta  (6),  » 
ha  (art.  9641  : 

aoPi=Ac[a ,  p ,-.-,  i]"'+A,[a ,  p ,...,  il*'-''+...+A^,[a,  p,...,X]!'-"+i),  (9) 
d'onde  segue: 

Ao   1,^,...,-  +  A,«-'  1 ,  ^  ,...,  -      +... 

i^--4,,i,...,y'\..-.[..? r"^- 

dove  ci  è  lecito  ritenore  cbe  a  sìa  l'anica  radice  di  modulo  maB- 
simo,  e  quindi  anche  che  i  rapporti  -,-..,  -  abbiano  i  loro  mo- 
duli inferiori  aJl'anit&,  $emprechè  a  aia  radice  semplice. 

Passando  ora  al  limite  per  i  =  <n ,  la  (10)  ci  d&  appunto,  come 
si  doveva  dimostrare  : 


poiché  il  nameratore  ed  il  denominatore  della  ftazione  cbe  sta  nel 
secondo  membro,  tendono  (art.  974),  per  i  =  to,  allo  stesso  limite: 

Aq  +  Aitt~'  +  A,a~'  +  .  ■  ■  +  A^  lOT^"-^^ 

('-!)('-l)-Fl^' 

Potrebbe  fare  eccezione  soltanto  il  caso  In  cai  questo  limite  co- 
mune fosse  ugnale  a  zero.  Ma  allora  a~*  sarebbe  radice  comune 
al  denominatore  e  al  numeratore  della  frazione  generatrice  (8),  la 
quale  sarebbe  per  conseguenza  riducibile,  contro  il  supposto  (*l- 

Vota. 

1.  I  valori  delle  funtioui  aimmetriche  secaplioi  : 
8j  =  «'  -I-  g*  -f  . . .  +  X* 
delle  n  radici  dell'eqUAcicine  : 

Oo»"  +  a|!C^'  +  .  .  .  +  a^-iX  +  a„  -  0 
ai  poBsono  dedurre  d»  quelli  delle  Amnoni  Bimmetriobe  oomplete  : 
V,  =  [a  ,  ^  , .  .  . ,  XJi'l 


(*)  Lk  dimoitriueioue  qal  data  cade  in  difetto  quando  a  si 
tipi».  Il  teorema  sej^aita  però  a  anssiitere  miche  in  questo  e 
dieotUo  dtUa  R.  Aee,  delle  Sciente  di  Napoli,  L\ig]ìo  1895). 
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mediante  le  reluioni  : 

aoS^»aoV,+ (n  - 1  )a,V,+(»-2)  a, 

aoS,=naoVi+(n'l)a,V,_,+(n-2)o,V(.,+  . .  .  +<»„_,V(_ 


(Cfr.  Croechù  Gìomalt  di  BaUaglini,  Voi.  XTIII,  1880). 

'i.  Se  l'equazione  a^  +  a,x"~>  -1-  .,.-<-  a„  =  0  ha  tolte  le  radioi  reali  e 
positive,  il  rapporto  pf^.,  :p,- ,  definito  all'art.  975,  tenderà  per  t=»  ,  tempre 
per  eccetto,  alla  maBBÌraa  radice  positiva  (Cfr.  Stnd.  Acc.  Scieme   Kapoli , 
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CAPITOLO  XUI. 


TEOR[A  GENERALE  DELLA  DIVISIBILITÀ 

E  dell'eliminazione. 


§  1.0  —  Qnoileitte  e  retto  di  dae  fonitont  Intere. 
Noslone  di  campo  di  razionalità. 

976.  Le  cose  dette  all'art.  541  circa  il  quoziente  ed  il  resto  di 
due  fonzioni  intere  f(x)  e  fix)  a  coefiBcienti  razionali  sassistono 
del  tutto  inalterate  se  i  coefficienti  di  /^x)  e  «(x)  siano  anche  nu- 
meri irrazionali  od  ima^inarii.  Cioè:  se  f(x)  e  f(x)  sono  due  fun- 
zioni intere  di  ^  a  coefficienti  compiesti,  risp.  dei  gradi  m  «d  n 
(in>n),  esistono  due  funzioni  intere  Q()c)  ed  R(x),  la  prima  del 
grado  m  —  n,  la  seconda  di  grado  inferiore  ad  n,  (alt  da  aversi 
identicamente  : 

f(x)  =  Q(x)f{x)  +  E(x). 

Tali  funzioni  Q(x)  ed  R(x)  si  possono  determinare  soltanto  in  vn 
unico  modo  e  si  chiamano  risp.  il  quoziente  ed  il  resto  della  di- 
visione di  f(x)  per  ?{x). 

£  però  importante  di  notare  clie  i  coefficienti  di  Q(3;)  ed  B(x) 
si  ottengono  in  ogni  caso,  come  è  manifesto  dalla  dimostrazione 
stessa  dell'art.  541,  operando  sai  coefficienti  di  f{x)  e  <f(x)  colle 
sole  qaattro  operazioni  fondamentali  di  moltiplicazione,  addizione, 
sottrazione  e  divisione.  Per  coneegnenza  : 

1")  Se  i  coefficienti  ài  f  e  •!>  sono  tatti  nameri  razionali,  an- 
cliG  i  coefficienti  di  Q  ed  R  saranno  numeri  razionali. 

2o)  Se  i  coefficienti  di  f  e  f  sono  numeri  reali  (razionali  od 
irrazionali),  anche  ì  coefficienti  di  Q  ed  R  saranno  nameri  t'eali. 

3°)  I  coefficienti  di  Q  ed  R  soltanto  allora  potranno  essere  af- 
fetti da  imaginariet&,  quando  lo  siano  i  coefficienti  di  ^  e  <f. 

Queste  proprietà  si  possono  però  riassumere  in  unico  cnnncìato 
anche  piti  generate  mediante  la  nozione,  che  ora  passiamo  ad  in- 
trodurre, di  campo  di  razionalità. 

977.  Se  un  aggregato  di  infiniti  numeri  gode  della  proprietà  che 
il  prodotto,  la  somma,  la  differenza,  il  quoto  di  due  qualunque  tn 
essi  sia  sempre  un  numero  appartenente  allo  stesso  aggregato,  si 
suol  diro  che  questo  aggregato  costituisce  un  campo  di  ragionatila. 

Cosi,  ad  esempio,  l'insieme  di  tutti  i  numeri  razionali,  che  d'ora 
innanzi  chiameremo  di  preferenza  a  scanso  di  equivoco  numeri 
commensurabili  (cfr.  art.  313),  costituisce  un  campo  di  razionalità, 
poiché  il  prodotto,  la  somma,  ecc.  di  due  nameri  commensurabili 
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è  pare  evidentemente  qq  namero  commenanrabile.  Lo  stesso  di- 
casi dell'  insieme  di  tutti  i  aumeri  reali  e  dell'  insieme  di  tutti  i 
nameri  complessi.  Invece,  l'insieme  dei  soli  numeri  incommensa- 
rabili  non  costituisce  un  campo  di  razionalità,  poiché  il  prodotto 
di  due  uumeri  incommensurabili,  come  p.  es.  (l  +  v/2)(l  — -^z)) 
può  anche  essere  commensurabile. 

Come  altro  esempio  di  campo  di  razionalità  possiamo  citare  l'in- 
sieme di  tutti  i  uumeri  della  forma: 

0  +  6^2 
ove  a,  b  sono  aumeri  commensnrabili.   Il   lettore  riconOBcerà   in- 
fatti facilmente  come  il  prodotto,  la  somma,  ecc.  di  due  numeri 
di  questa  forma  si  possa  sempre  ridurre  a  questa  stossa  forma. 

978.  ^e  C  é  un  campo  di  razionalità,  esso  conterrà  neeetiaria- 
mente  fra  i  suoi  elementi  i  numeri  1  «  0. 

Infatti,  se  a  è  un  numero  qualunque  dì  C,  dovrà  !1   campo   C 

contenere,  per  la  sua  stessa  definizione,  il  quoto  -  e  la  diCfereuza 
a  -  a,  cioè  appunto  t  numeri  1  e  0. 

979.  Più  generalmente:  ogni  campo  di  razionalità  contiene  entro 
di  sé  l'intiero  campo  di  razionalità  formato  dall'insieme  di  tutti 
i  numeri  commenturabili  (positivi  e  negativi). 

Invero,  poiché  C  contiene  ì  numeri  1  e  0,  conterrà  anche  i  nu- 
meri 1+1  ,  J+l+1  ,  .  .  .  ed  i  numeri  0-1  ,0-1-1  ,0-1-1-1  ,..., 
cioè  tutti  ì  numeri  interi  positivi  o  negativi.  E  per  conseguenza, 
se  a  e  ^  sono  due  interi  qualunque,  conterrà  anche  il  loro  quoto 

^  cioè  appunto  ogni  numero  commensurabile. 

980.  8e  un  certo  insieme  H  di  numeri  non  costituisce  un  campo 
di  razionalità,  l'insieme  dì  tutti  i  numeri  che  si  possono  ottenere 
operando  fra  i  nameri  di  H  colle  quattro  operazioni  fondamentali, 
formerà  però  evidentemente  un  campo  di  razionalità  che  indiche- 
remo con  [H)  e  chiameremo  per  brevità  il  campo  dì  razionalità 
definito  dai  numeri  di  H. 

Cosi  ad  esempio  il  aimbolo  [1|  potrà  rappresentare  il  campo  di 
razionalità  dei  numeri  commcnsarablll  ;  giacché  ogni  numero  com- 
mensurabile si  può  dedurre  dal  numero  1  (cfr.  art.  978  e  979)  me- 
diante le  quattro  operazioni  fondamentali.  Il  simbolo  [l  ,  \/2] 
rappresenterà,  al  pari  del  simbolo  equivalente  più  semplice  [^2] , 
il  campo  di  razionalità  formato  (cfr.  art.  977j  dall'insieme  di  tutti 
i  numeri  della  forma: 

o  +  6i/2 
con  a,  b  commensnrabili. 

Dopo  queste  poche  nozioni  sui  campi  di  razionalità  é  senz'altro 
manifesto  che  tutte  lo  osservazioni  da  noi  fatte  all'art.  976  si  tro- 
vano assorbite  nel  seguente  enunciato  generale:  i  coefficienti  del 
quoziente  e  del  resto  della  divisione  fra  due  funzioni  intere  f(x) 
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«  f{x)  appartengono  al  campo  di   razionalità   definito   dai   coeffl- 
denti  di  f^x)  «  f(x). 

Sot*  od  EieroÌBL 


1.  Se  H  è  un  certo  insieme  di  nnmeri,  il  campo  di  nwìonalit4  (H|  è 
contenuto  in  oj^ni  campo  di  rationalità  cbe  contenga  tatti  i  nomeri  di  H. 

2.  Dimostrare  rbe  il  campo  di  raaionalità  I  \'2  ,  \/&]6  oostitnitodatatti 
e  soli  i  nnmeri  della  forma: 

a  +  b^2  +  c-JZ  +  dif& 
essendo  a,  6,  e,  d,  nnmeri  commenanrabili. 
8.  DirooBtrare  che  il  campo  L  ^^  i  ^  2  J  è  rappre«eiit*to  dal  tipo  generica: 
3_         S__/  3  3\ 

a  +  i>V2  +  Cì/4  +  \/2Va  + /ix/2  +  Y\/4A 
essendo  a  ,  b  ,  e  ,  a  ,  ^  ,y  numeri  oommenenrabili. 

4.  Dimostrare  che  il  campo  di  raiionalità  [\/2,  y/R]  non  contiene 
3  i 

^2,  né  v/8. 

§  2.»  —  DlTlalbtlltà  delle  tamlonl  tDtere 
rispetto  ad  an  dato  campo  di   raslonnlttà. 

981.  Essendo  F(x)  e  <I>(x)  dae  fanzioni  intere  a  coetBcienti  qoa* 
lisi  volali  ano,  razionali,  reali  o  complessi,  si  diri,  precisamente  come 
nel  caso  di  coefficienti  razionali,  che  $(a;)  è  un  divisore  di  F(x), 
se  esiste  ana  funzione  intera  Q(x)  tale  da  aversi   identicameDte  : 

P{a:)  =  Q(a!)*(a:). 

Si  dirà  poi  ctie  dne  funzioni  intere  sono  prime  o  non-prime  fra 
loro,  secondochè  esse  non  ammettano  od  ammettano  qnalche  di- 
visore comune  variabile  (cioè  almeno  di  1°  grado).  Si  è  detto  va- 
riabile perchè  ogni  funzione  costante  (cioè  di  grado  zero)  si  pad 
considerare  anche  qnl  (ofr.  art.  543)  come  divisore  di  qaalBiasi 
fnnzioqe  intera. 

982.  Ciò  premesso,  date  dae  f\inzionÌ  intere  f{x)  ed  f,{x) ,  per 
riconoscere  se  esse  siano  o  non  siano  prime  ttA  loro,  si  procederà 
precisamente  come  all'ari.  545,  cioè  si  costruirà  la  sacccssione  di 
funzioni  intere: 

f{x)  ,  f,{x)  ,  f^(xì  ,...,  A+iCic)  ,  Uii=^)  =  C08t.6  =  e  (1) 

ognuna  delle  quali  è  il  resto  della  divisione  dell'  antiprecedente 
per  la  precedente,  e  l'ultima,  f^^^ix),  è  una  semplice  costante.  E 
8i  avrà  anche  qui  che:  se  la  costante  C  è  diverga  da  eero,  le  due 
funzioni  f  e  f  sono  prime  fra  loro;  se  sin  invece  C-0,  es»e  hanno 
certamente  qualche  divisore  comune  variabile,   e  precisamente    a- 
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vratino  a  divUori  comuni  la  funzione  f,4.i{x),  nonché  ogni  divisore 
della  f^^iCx). 

983.  Quando  C  =  0,  la  fanziooe  /r+jCa;)  bÌ  chiama  11  maaiimo  co- 
mun  divisore  di  f(x)  ed  ^(a;).  Dalla  costruzione  stessa  delle  (l) 
Begue  pertanto  {ctr.  art.  9t)0j  che  %t  massimo  comun  divisore  di 
t{x.)  ed  f|ix)  ha  i  suoi  coefficienti  appartenenti  al  campo  di  razio- 
nalità definito  dai  coefficienti  di  f(x)  ed  f,(x). 

Dì  qal  il  corollario:  se  due  funzioni  f(x)  ed  fj(x)  hanno  un  di- 
visore comune  con  coefficienti  estranei  al  campo  di  razionalità  de- 
finito dai  loro  propri  coefficienti,  esse  hanno  anche  un  divisore  co- 
mune variabile  con  coefficienti  appartenenti  al  campo  stesso  defi- 
nito dai  loro  coefficienti.  Quindi  in  particolare: 

a)  Se  due  funzioni  intere  di  x  a  coefficienti  commensurabili 
non  hanno  alcun  divisore  comune  a  coefficienti  commensurabili  , 
esse  non  hanno  neanche  alcun  divisore  comune  a  coefficienti  reali 
o  complessi. 

b)  Se  due  funzioni  intere  di  x  a  coefficienti  reali  non  hanno 
alcun  divisore  comune  a  coefficienti  reati,  esse  non  possono  neanche 
avere  un  divisore  comune  a  coefficienti  complessi, 

984.  &e  una  funzione  intera  è  un  divisore  del  prodotto  di  due 
funzioni  intere  ed  è  prima  con  l'una  di  esse,  dovrà  essere  un  di- 
visore dell'altra. 

La  dimostrazione  ò  identica  a  quella  dell'  art.  546  per  il  caso 
di  funzioni  a  coetScienti  commensurabili. 

985.  Dalle  cose  dette  all'art.  98i:t  risnitava  che  se  due  funzioni 
intere  sono  prime  fra  loro  nel  campo  di  razionalità  definito  dai 
loro  coefficienti,  esse  resteranno  sempre  prime  fra  loro  comunque 
si  estenda  il  campo  di  razionalità. 

Questa  osservazione  è  importante,  poiché  essa  ci  mette  in  evi- 
denza che  la  proprietà  che  possono  avere  due  funzioni  intere  di 
essere  prime  {o  non-prime)  fra  loro  è  indipendente  dal  campo  di 
razionalità  nel  quale  s'intendono  scelti  i  coefficienti  dei  loro  pos- 
sibili divisori.  Egli  è  per  tal  ragione  che  si  è  s limato  inutile  par- 
lare di  funzioni  prime  fra  loro  rispetto  ad  un  dato  campo  di  ra- 
zionalità e  si  6  invece  parlato  soltanto  di  funzioni  prime  fra  loro 
in  senso  assoluto,  cioè  rispetto  al  campo  più  generale  di  numeri, 
quello  dei  numeil  complessi. 

986.  La  cosa  è  però  ben  diversa  per  quanto  riguarda  U  con- 
cetto di  funzione  prima  in  sé  stessa,  polche  una  stessa  funzione 
potr&  non  avere  alcun  divisore  nel  campo  di  razionalità  defluito 
dai  propri  coeflìcienti,  ma  potrà  averne  qnalcuno  in  un  campo  di 
razionalità  più  esteso. 

Così,  ad  esempio,  la  funzione  intera  x*  -  3,  che  è  prima,  cioè 
non  ha  alcun  divisore,  nel  campo  dei  numeri  commensurabili, 
ammette  invece  dei  divisori  a  coefficienti  reali,  poiché  si  ha  iden- 
ticamente : 

a:*-3=(x+,/3)(x-V3). 
Similmente  la  funzione  a^  +  3  che  è  prima  anche  nel  campo  del 
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numeri  reali,  cessa  di  essere  tate  nel  campo  dei  numeri  complessi, 
poiché  in  questo  campo  si  ha  identicamente  : 

x*+'A  =(x  +  i  \!3){x  —  i  ^/3). 

Noi  diremo  pertanto  che  una  funzione  intera  è  prima  riipetto 
ad  un  certo  campo  di  razionalità  0,  se  essa  non  ha  alcun  divi- 
sore con  coefficienti  appartenenti  al  campo  C, 

Avvertiamo  però,  una  volta  per  sempre^  che  noi  non  ci  occupe- 
remo che  di  campi  di  razionalità  i  quali  contengano  già  tutti  i 
coefQcienti  della   funzione  di  cui  si  tratta. 

È  senz'altro  chiaro  che  le  funzioni  di  l"  grado,  il  cui  tipo  piti 
generale  è  ax+b,  sono  prime  in  qualsivoglia  campo  di  razionalità. 

987.  Nel  campo  di  razionalità  dei  numerì  complessi  non  esittono 
funzioni  prime  all'infuori  delle  funzioni  di  l."  grado. 

Sappiamo  infatti  (art.  908)  che  una  funzione  intera  di  grado  su- 
periore al  primo  si  può  sempre  spezzare  nel  prodotto  di  fanzioui 
intere  di  l"  grado  a  coefScienti  complessi. 

988.  Nel  campo  dei  numeri  reali  le  sole  funzioni  prime  tono  It 
funzioni  di  1"  grado  e  le  funzioni  di  2"  grado  a  radici  imagi- 
narie. 

Infatti,  ogni  funzione  a  coefBcienti  reali  si  pud  sempre  decom- 
porre (art.  946J  in  un  prodotto  di  funzioni  intere  a  coefBcienti 
reali  di  lo  o  di  2"  grado.  D'altra  parte  una  funzione  di  2"  grado 
aa^  +  bx  +  c  con  entrambe  te  radici  a  o  fi  reali  darebbe  luogo  al- 
l' identità  : 

ax*  -i-bx  +  e  =  a{x  —  i)(x  -~  fi)  , 
epperò  non  sarebbe  prima  nel  campo  dei  numeri  reali. 

989.  Nel  campo  dei  numeri  commensurabili  esistono  invece  fnn- 
zioni  prime  di  gradi  quanto  si  voglia  elevati. 

Cosi,  ad  esempio,  se  p  è  un  numero  primo  grande  quanto  si 
voglia,  la  funzione  : 

X"  +  IC^'  -I-  X^*  +  ...  -I-  3!  -1-1 

è  prima  nel  campo  dei  numeri  commensurabili;  poiché  è  stato  di- 
mostrato che  essa  non  si  può  spezzare  identicamente  nel  prodotto 
di  funzioni,  di  grado  inferiore,  a  coefficienti  del  pari  commensu- 
rabili. 

990.  Se  una  funzione  f,  prima  nel  campo  di  razionalità  C,  di- 
vide il  prodotto  F4>  di  due  funtioni  con  coefflcienti  appartenenti 
a  C,  dovrà  essere  un  divisore  di  P  o  di  *. 

Infatti,  se  f  non  6  divisore  di  P,  sar&  prima  con  F,  giacché  il 
massimo  comun  divisore  di  f  ed  F,  avendo  i  suol  coefficienti  nel 
campo  C,  non  potrebbe  essere  un  divisore  di  f  che  è  prima  in  C. 
Ma  se  f  è  prima  con  F,  dovr^  dividere  4»  (art.  984),  poiché  divide 
il  prodotto  F*. 

991.  Se  una  funzione  prima  nel  campo  di  razionalità  0  divide  il 
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prodotto  di  più  funzioni  prime  nello  atetso  campo  C,  dovrà  coin- 
cidere con  una  di  esse  a  meno  di  un  fattore  costante. 

Infatti,  so  /  non  coincide,  a  meno  di  un  fattore  costante,  colla 
prima  delle  fanzioni  die  compongono  il  prodotto,  non  potrà  nean- 
che dividerla,  e  quindi,  per  il  teorema  precedente,  dividerà  il  pro- 
dotto delle  altre,  ecc. 

992.  Una  funzione  che  non  sia  prima  in  un  cerio  campo  C,  am- 
mette come  divisore  almeno  una  t'unzione  prima,  che  sarà  uno  fra 
quelli  dei  suoi  divisori  variabili  che  ha  il  più  piccolo  grado.  Per 
tal  guisa  si  concepisce  che  una  funzione  non  prima  potrà  sempre 
decomporsi  in  no  prodotto,  di  funzioni  prime. 

Infatti,  se  una  funzione  F  oou  è  prima,  ammetterà  almeno  un 
divisore  primo.  Se  il  quoziente  di  F  per  questo  divisore  non  è 
primo,  ammetterà  esso  pure  almeno  un  divisore  primo,  e  cosi  via. 
Mai  gradi  dei  quozienti  vanno  sncoessivamenie  diminuendo; 
quindi  el  perverrà  ad  una  funzione  prima  e  la  funzione  F  si  tro- 
verà cosi  decomposta  in  un  prodotto  di  funzioni  prime. 

993.  Tale  decomposizione,  non  tenendo  conto  dei  fattori  costanti, 
non  può  farsi  che  iti  un  unico  modo.  Suppongasi  infatti,  se  è  poe- 
Bibile,  che  si  sia  riusciti  a  decomporre  una  stessa  funzione  F  una 
volta  nel  prodotto  : 

G-H-I... 

di  funzioni  prime,  e  un'  altra  volta  nel  prodotto  : 

G'.H'I'... 

di  funzioni  pure  prime,  dove  le  funzioni  G  ,  H  ,  I  ,  .  . .  possono 
essere  ngaali  fra  loro  in  tutto  od  in  parte,  e  cosi  le  G',  U',  T, .... 
Allora  la  funzione  G,  dividendo  il  prodotto  GH-I . .  . ,  dividerà 
anche  il  prodotto  G'-H'-I' . .  .  che  forma  la  stessa  ftinzione  F.  Ma 
la  funzione  G  è  prima;  quindi  dev'essere  uguale,  (art.  991)  ad 
una  delle  G',  H',  I', .  .  . ,  per  esempio  alla  G'.  Allora  i  prodotti 
H-I ...  ed  H'-I' . . ,  formano  una  stessa  funzione,  e  quindi,  come 
prima,  la  funzione  H  dev'essere  uguale  ad  una  delle  funzioni  H', 
1',  .  .  .  ,  p.  es.  alla  H',  e  cosi  via.  Dunque  i  prodotti  G-H-I ...  e 
G'-H'-I'...  debbono  essere  composti  cogli  stessi  fattori  primi. 

994.  Converrà  però,  a  scanso  di  equivoco,  enunciare  il  risultato 
dell'art,  prec.  come  segue  :  fissato  un  certo  campo  di  razionalità 
C,  ogni  funzione  intera  data  di  x  si  può  decomporre  in  un  unico 
modo  in  un  prodotto  di  funzioni  intere  che  godano  delle  due  pro- 
prietà: 1")  di  avere  per  coefficienti  dei  numeri  appartenenti  al 
campo  C  ;  So)  di  essere  prime  rispetto  a  questo  campo  di  razio- 
nalità. 

Variando  il  campo  di  razionalità,  può  variare,  come  si  è  già 
notato  (art.  986j  la  decomposizione  della  funzione  data  in  funzioni 
prime;  cosicché,  a  maggiore  schiarimento  di  quanto  si  è  enunciato 
agli  articoli  985  e  993,  si  può  aggiungere  quanto  segue  :  se  in 
Itiogo  del  campo  di  razionalità  C  al  quale  appartengono  i  coeffl- 
Cjifrlli.  — /((l'IiuioRi  (Il  analiii   algebrica,  8.*   rdii.  70 
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denti  di  due  funzioni  intere  f(xj  erf  f,{x),  si  voglia  considerare 
un  campo  di  razionalità  piii.  esteso  C  {che  compì-enda  però  entro 
di  aè  il  campo  C)  ciascuna  delle  funzioni  f[x)  ed  f,(x)  potrà  ac- 
quistare dei  divisori  primi  che  non  aveva  nel  campo  C.  Però  il 
loro  massimo  comun  divisore  resterà  inalterato. 

995.  Notiamo  ancora  cbe  alcune  volte  in  luogo  delta  locuzione 
funzione  prima  si  usa  la  locuzione  funzione  irredvttibile.  Quando 
si  dice,  senz'aggiungere  altri  schiarimenti  o  restrizioni,  che  una 
funzione  intera  è  irredultibile,  si  intende  dire  che  essa  è  prima 
nel  campo  di  razionalità  definito  dai  snoi  coefBcienti. 

996.  Prima  di  chiudere  qaesto  §  osserveremo  che  la  ricerca  del 
massimo  comun  divisore  di  due  funzioni  intere  F{x)  ed  F,(x)  è 
indispensabile  per  ridurre  alla  sua  più  semplice  espressione  una 
funzione  razionale  R{a;)  data  e  gii  ridotta  alla  forma  (cfr.  arti- 
colo 407)  : 

Invero  se  D(a:}  eia  il  massimo  comnn  divisore  di  F,(a:)  ed  F(a:),  si 
potrà  scrivere  identicamente  : 

F,(x)  =  D(a:)-/-,(ar)  ,  F(x)  =  Dix)-f{x), 

essendo  ora  fi(x)  ed  f^(x)  prime  fra  loro,  e  quindi: 

»(»:)  =  ^'-  w 

997.  È  questa  l'espressione  più  semplice  di  R(x),  poiché  se 

RW  =  Ì^'  (?) 

è  una  qualunque  delle  espressioni  di  R(x)  sotto  forma  di  quoto  ài 
funzioni  intere,  dovrà  essere  identicamente  : 

*,W  =  Q(x)f.(x)     ,     *(x)  =  Q(x)li:x), 


essendo  Q(x)  una  certa  funzione  intera  di  x. 
Dalle  (a)  e  (6)  segue  infatti  : 

f,{x)<S>{x)=^f(x)<l>Xx).  U) 

Qucst'  identità  ci  dice  che  f^{x)  divide  il  prodotto  f{x)^f(x).  Ma 
essa  è  prima  con  f{ieì  ;  onde  dovrà  dividere  (art.  984)  il  fattore 
*,(a:).  Sarà  dunque  appunto  : 


*,(x)  =  Q(x)A(x) 
le  si  vede  dalla  s 

9ix)  =  q{x)f(x), 


e  quindi  poi  anche,  come  si  vede  dalla  sostituzione  di  questa  e- 
sprcssione  di  <I',(x)  in  (-j)  : 
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Hote  ed  E»ero[ii> 

1.  Dinoitrare  che  Be  una  funzione  intara  di  x  a  coefficienti  commensu- 
rabili ù  divisibile  per  x  4  \/7,  e'sa  è  anche  divisibile  per  x— \/7. 

2.  Si  ù  kì^  notato,  come  del  reato  dimostreremo  in  aesuito  (ufr.  Capi- 
tolo XV,  g  2",  Note)  che  la  funiiono  intera  *'"'  +  aJ'"'  +  ...  +  ie  +  1  (ove 
p  ò  un   numero  primo)  non  ammette  alcun  divisore  a  coefficienti  commen- 

Sapendo  ciò,  decomporre  la  funzione  x''"  1  Dei  Buoi  fattori  primi  a  coef- 
ficienti commcQBUrabili.  E  dimostrare  similmente  che,  decomponendo  la 
fuDiioDe  x'P—l  nei  suoi  fattori  primi  a  coefficienti  commensurabili,  si 
trova  come  risultato  : 

x''-l^{xi-lXx-l)(x^'+x^'+a:''-'+...i-x+l) 

X{x'^'  -xP'  '+x'-'-x''-*+...+l). 

8.  AggifnKevemo  qui  alcune  osservazioni  assai  importanti  per  ricono- 
scere se  una  data  equazione /(«)  =  0  a  coefficienti  commensurabili  aia  o 
no  irreduttibile  nel  campo  dei  numeri  commensurabili,  cioè  se /(x)  sia  o 
ni}  prima  nel  campo  di  questi  numeri.  Esettaendo  sull'equazione  la  tra- 
sformaiione  x  =.  ky  ove  jI:  ò  uu  numero  commensurabile  convenientemente 
scelto,  si  può  sempre  fare  in  modo  (cfr.  Cap.  XlV,  §  8")  che  il  primo 
coefficiente  in  /<r)  abbia  il  valore  1  e  Kli  altri  coefficienti  riescano  nu- 
meri interi;  eJ  è  chiaro  che,  se  l'equazione /(i)  =  0  è  ridattibile,  lo  Bar& 
anche  la  trasformata  e  reciprocamente.  Possiamo  dunque 

/{!)  r  rf  +  a,xr-'  +  a,i*-'  +  .  .  .  +  o. 


A')  =  !(»)•♦(«),  Il) 

essendo  f(x)  e  ^x)  due  funzioni  intere  di  gradi  inferiori  m  ed  n  potremo 
ritenere  che  anche  il  primo  coefficiente  di  <p(x)  abbia  il  valore  1;  poiché 
se  avesse  il  valore  a,  basterebbe  dividere  per  a  tutti  i  coefficienti  di  ^(z) 
e  moltiplicare  per  a  tutti  quelli  di  -^(s).  Allora  però  anche  il  primo  coef- 
ficiente di  ^x)  avrà  il  valore  I,  come  si  riconosce  uguagliando  in  (1)  i 
coefficienti  di  «1^  nei  due  membri. 

SI  ha  ora  il  seguente  importante  teorema  dovuto  a  Cuuji  (*)  :  te  una 
fumione  intera  di  %  a  coefficirnti  interi  e  col  primo  coegieimU  uguale  all'unità 
i  idmlieaBUiUe  uguale  al  prodotto  di  due  funzioni  intere  di  x  n  eoeffieienti  ra- 
nonali  e  tot  primo  coefficiente  uguale  all'  unità,  anche  gli  altri  coefficienti   di 

In  virtù  di  questo  teorema  basterà  dunque  ricorcare  se  sia  possibile 
soddisfare  alia  identità  (1)  prendendo  per  coefficienti  di  f  a  <{>  dei  numeri 
interi  ;  e  ciò  et  potrà  sempre  accertare,  come  non  A  difficile  riconoscere, 
mediante  un  numero  limitato,  aitrgnabile,  di   tentativi. 

4.  Per  dimostrare  il  teorema  ora  citato  di  Oausa,  giova  premettere  il 
lemma  seguente. 

Se  ^(x)  e  <J^x)  tono  due  /untìoni  intere  di  x  con  coefficienti  interi  e  le  il 
prodotto  ffxt.Mx'i,  evUuppalo  ed  ordinato  fecondo  It  potente  di  x,  ha  lutti  i 
(uot  roefficienti  diviiibili  per  un  certo  numera  dirimo  p,  l'  una  o  V  altra  delle 
itus  fuaxioni  s(x)  ,  -J>(z)  avrà  tulli  i  tuoi  coefficienti  dìvitibili  per  p, 

(*)  Diiqnititioiia  arilkmelicae-,  art.  42. 
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Siano  infatti  : 

9(a;)  =  a^x"  +  a^x"'*  +  .  .  .  i- a„ 
4'(xì  =  b^x"  +  6,i™~'  +  .  .  .  +  6„ 

le  due  flincioni,  e,  eopponesdo,  Bè  è  poBsibile,  il  contrario  di  qnantosiè 
enunciato,  eìano  a  _j  e  ^m-k  '  primi  coefScientì  di /(x]  e  <p(x)  non  di>i- 
iibili  por  p,  a  oontara  dairiiltimo,  cosicchù  t^_^^.^  ,  '•„_i*t  i  ■  ■  ■  i  ^m-tH  i 
^m-H+i  '  ■  ■  '  s'"'""'"'  tutti  divisibili  par  p.  Il  coefficiente  di  x''  *  nello  btì- 
luppo  di  ^{x).'^x)  essendo  dato  da  : 

Cn-fim^k  +  0«-i+i''».-*-l  +  On-.t»''*-»-»  +  •  •  - 
H-  «„_,-_,fcm^+I  +  ''n-i-tf>m-K*S  +  -  ■  •  . 
dove  tatti  i  tertniDi  dal  secondo  in  poi  contengono  g\^  on  fattore  diviii- 
bile  per  p,  e  dovendo  per  il  dato  del  teorema  esaere  divisibile  per  p,  i 
chiaro  che  anche  il  primo  termine  On-itm-iD  dovrà  essere  divisib:te  perf. 
Quindi  l'uno  o  l'altro  dei  due  coefficienti  dovrebbe  essere  divisibile  per  p 
contro  il  Bapposto.  Jl  lemma  resta  cosi  dimostrato. 

5.  Ci  è  ora  facile  dedarre  il  teorema  di  Qauss.  Sia /(s)  =  o(x]';<x),  dove 
/(x)  ha  il  primo  coeffiC'Onte  uguale  ad  1  e  gli  altri  numeri  interi.  Siano  poi 

ì;(j;)  :=  x"  +  fi,*"-'  +...+b^ 

<^{x)  =  x"  +  c,a;"~^  +  . . .  +  c^ , 

essendo  le  6  e  e  numeri  razionali.  Indicando  con  B  il  massimo  comua  di- 
nominatore  delle  b  e  con  C  quello  delle  e,  si  potrà  anche  scrivere  : 


*W^--^j  r.'^"  +  c\x"- 


dove  ora  le  b'  e  e   souo  numeri  interi.  Si  ha  cosi  l' identità  : 

B-C-Ax)  =  (fcV™  +  6",a:""'  +  . .  .)-{cV  +  c'\x'-^  +  ...) 

cmma  sopra  dimostrato,  che  uno  qnalunqns 
B.U  dovrà  dividere  o  tutti  i  numeri  b\ ,  b\  ,... 
o  tatti  i  numeri  c'g  ,  r;',  ,  .  . .  ,  Dividendo  quindi  per  questo  fattore  primo, 
l'identità  precedente  si  cambierà  in  un'altra  affatto  simile  che  si  potrl 
di  nuovo  semplificare  succussivamente  finché  dal  primo  membro  dia  spa- 
rito completamente  il  fattore  B.C.  Besterà  allora: 

f{x)  =-  (6''ox"'  +  b",x"'-'  +  . .  .)(c"oa:'*  +  c'\x''-'  +  ...), 

dove  le  b"  e  e"  sono  ancora  numeri  interi.  Inoltre,  poiché  il  primo  coef- 
ficiente di  /(x)  =  0  è  1,  dovrà  essere  b"„.c\  =  1  e  quindi  in  valore  assolato 
6",,  =  c''j  =  1.  Si  potrà  dunque  scrivere: 

f(x)  ^  (se"  +  (>'>"■-'  +  . .  .)ix"  +  c'',»"^'  -f- . .  0 

con  che  il  teorema  di  Oanss  resta  dimostrato,  essendo  le  b"  e  e"  numeri 

G.  Per  le  funeioni  intere  di  più  variabili  x,  y,  i, ...  si  hanno  dei  teoremi 
affatto  analof;hi  a  quelli  stabiliti  in  questo  g.  Una  funzione  intera /(r, 
y,  z, ...)  si  dice  divisibile  per  un'altra  fansiona  intera  ^(x,  y,  i,...)  quando 
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ei«  identicunante  : 

f{x,  y,  «,...)  =  <^{x,  y,  z,.,  .)^{x,  y,  z,.. .) 

eaBando  'l'  <lel  p&ri  funzione  intera.  Fissato  un  certo  campo  di  raiionalitJt, 
la  decomposi  li  OH  e  di  una  fauzìone  intera  /(x,  y,  >,..-)  io  funiioni  prime 
(cioà  non  divisibili)  ai  pa6  sempre  fare  td  in  un  modo  unico.  Date  dne  fun- 
Eioui  intere  qualunque,  esiate  sempre  un  massimo  oomnn  dÌTÌsore,  che  è 
indipendente  dalla  scelta  del  rampo  di  rasionalìtà,  eco.  Per  non  dilungaroi 
di  troppo  omettiamo  te  dimostrazioni  di  questi  teoremi  che  si  possono 
trovare  nell'opera  già  citata  di  Captili  a  Oarbitrh  Corso  di  Analisi  Alge- 
brica, Teorie  introdnttotie,  pg.  456  a  segg. 

§  3."  —  Abbaasamento  del  grado  delle  equaslonl 
dotate  di  radici  multiple. 

998.  Data  nna  cena  equazione  f{x)  -  0,  dove  : 

fix)  =  agx"  +  a^x"-'  +  . .  .  +  a„.ix  +  a„ ,  (1) 

si  costraisca  la  derivata  : 

f'(x)  =  na^x"-^  -fin-  lìa^x"'^  +  . . .  +  a„_,  (2) 

e  si  determini,  col  metodo  dei  resti  successivi  (cfr.  il  §  2°)  lì  mas- 
aimo  coinun  divisore  D(x)  di  f^x)  e  di  fix). 

Se  la  funzione  D(x)  non  è  di  grado  zero ,  essa  è  il  prodotto 
(art.  911)  di  fuozioni  di  1»  grado: 

D{a:)  =  ix-  anx  -^f...ix-  5)".  (3) 

Allora,  poiché  (a;  -  ay  divide  D(x)  e  D(a:)  è  divisore  cornane  di 
f[x}  ed  fix),  è  chiaro  che  ciascuna  delle  due  funzioni  f{x)  ed  ^(a:) 
sarà  divisibile  per  (x  —  a)"*. 

Di  qui  sep;ae  che  %  è  radice  multipla  almeno  di  grado  )i  del- 
l'equazione f'{_x)  —  0,  quindi  (art,  913)  almeno  di  grado  [i  +  1  del- 
l'equazione proposta  f{x)  —  0.  Anzi  essa  sarà  precisamente  radice 
mattipla  di  questo  grado,  giacché,  se  f{x)  fosse  divisibile  per  una 
potenza  di  x  —  a  superiore  a  [a  +  1 ,  dovrebbe  f(x)  essere  divisibile 
(art.  913)  per  una  potenza  dì  x  —  i  superiore  a  \i.,  onde  f(x)  ed 
f'{x)  avrebbero  il  divisore  comune  («  —  a)''*' che  dovrebbe  poi  es- 
sere divisore  dì  D(x),  contro  il  supposto. 

Dunque:  il  massimo  comun  divisore  D(x)  delle  due  funzioni  f[xl 
ed  P(x)  eguagliato  a  zero  ha  per  radici  le  radici  multiple  di  f(x)=0 
diminuite  di  un'unità  nel  loro  ordine  di  muUiplicilà. 

999.  Di  qui  segue  che  la  funzione  f{x)  decomposta  nei  suoi  fat- 
tori di  lo  grado  sarà  : 

A«)=ao{^-«)^'(^-fó"*'  -  (a:-«)P*'(x-c,)  ...(x-c,)  (4) 

dove  c^  ,  Cf  , .  .  . ,  c.j.  sono  le  radici  semplici  di  f(x)  =  0. 

Se  ora  indichiamo  cou  Q(x)  il  quoziente  della  divisione  di /(x) 
per  D(x),  si  avrà  identicamente  : 

Q(x)=aB(x-a)(x-  f) ...  (x-S)  ■  (x-c^)(x-c,)  ...  (a:-c,).  <5) 
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Se  inoltre  indichiamo  con  Dt(a;)  il  massimo  coman  divisore,  che 
si  determinerà  col  metodo  dei  resti,  delle  funzioni  Q(x)  e  D(x),  sì 
ha,  confrontando  la  (3)  con  la  (5)  : 

D,(:c)  =  {x-a)(_x  -  p) .  . .  (x-S) ,  (6) 

e  finalmente,  indicando  con  Q,(a:)  il  quoziente  di  Q(x)  per  D,[x), 
si  )ia  : 

Q,(x)  =  aoix  ~  c,)>  -c,)...{x-  e,).  (7) 

Pertanto:  data  un'equazione  qualunque  f(x)  =  0,  si  pud  temprt 
costruire,  con  semplici  operazioni  di  divisione,  un'equazione  Q,(k)=0 
che  ha  per  radici  le  sole  radici  semplici  dell'equazione  f(x)  =  0, 
ed  un'  altra  equazione  D,fx)  =  0  te  cui  radici  sono  tutte  semplici 
e  coincidono  con  le  radici  multiple  di  f(x)  =  0. 

1000.  Partendo  ora  dall'equazione  D(x)  =  0,  che  ha  per  radici 
le  radici  multiple  di  f(x)  =  0  col  grado  di  maltiplicità  diminuito 
di  un'unità,  si  potrà  costruire  nello  stesso  modo  nna  nuova  equa- 
zione che  abbia  per  radici  le  sole  radici  semplici  di  D(a;)=.0,  cioè 
le  radici  doppie  di  f{x)  =  0.  Procedendo  poi  sempre  allo  slessa 
modo  si  costruirà  una  terza  equazione  a  radici  tutte  semplici  che 
coincideranno  con  le  radici  doppie  di  D(x)  =  0,  cioè  con  le  radici 
triple  di  f[x)=0.  Si  conclude  dunque  che:  se  un'equazione  f(x]=0, 
di  grado  n,  ha  p,  radici  semplici,  pj  radici  doppie,  parodici  tri- 
ple, ecc.,  cosicché  sarà  : 

p,  +  2p,  +  3pj  +  .  .  .  =  n  , 

la  sua  risoluzione  si  può  far  dipendere  da  quella  di  equazioni  di 
grado  inferiore,  cioè  da  un'equazione  di  grado  p,  che  darà  le  loU 
radici  semplici,  da  un'equazione  di  grado  p^  che  darà  le  sole  ra- 
dici doppie,  da  una  di  grado  pg  che  darà  le  sole  radici  triple  e 
così  via.  I  coeftìcienti  dì  tutte  queste  equazioni  si  caleoleranno  in 
ogni  caso  con  semplici  operazioni  di  divisibilità  senza  che  sia  ne- 
cessario avere  alcuna  conoscenza  dei  valori  e  dei  gradi  di  miil- 
tiplicilà  dello  radici  dell'equazione  proposta. 


1.  Bisulvere  1'  equazioni)  di  sesto  grado  : 

2j»-5i»-21x"  +  63  =  0 

ohe  si  farà  dipendere  col   metodo  stiiegato   da  sole    equaiioni  dì  secondo 
grado. 

2.  Dimostrare  che,  se  an'equazione  a  coefficienti  commensarabilì  ba  ubi 
sola  radico  doppia,  questa  darà  iiecesaariamente  codi  men  sarabi  le. 

8.  Dimostrare  similmonte  che,  se  un'equazione  a  coefficienti  reali  haans 
sola  radice  doppia,  essa  sarà  certamente  reale. 

4.  Dimostrare  più  generalmente  elio,  so  un'equaiione  ha  ona  sola  rtdire 
multipla  di  un  certo  ordine  jt,  e  le  altre  multiple  dì  ordini  diversi  ds|ii 
essa  apparterrà  al  oampo  di  racionalLtà  definito  dai  coefficienti  dell'equa' 
lione  data. 
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§  4.°  •  ~  DecompMlmlone  di  ana  fanstone  rasionale 
In  rraaloiil  parslall. 


1001.  Data  una  funzione  razionale  qualunque  di  x,  essa  si  può 
sempre  ridarre  alla  forma  =r-(t  essendo  aix)  ed  F(x)  tanzioni  in- 

l!(x) 

tere  di  x.  Ciò  posto,  se  il  ^rado  m  di  t;(x)  6  ugnale  o  maggiore 
del  grado  n  di  F(x),  eseguendo  la  divisione  di  e(x)  per  F(z)  si 
potrà  sempre  avere  identicamente  (art.  976)  : 

dove  f(x)  è  al  piil  del  grado  b  - 1  in  a:.   Noi   partiremo   dunque 

.«fi, 

rema  clie  segue. 

lOOtì.  Steno  a  ,  b  ,  e  ,  .  .  .  le  radici  dell'  equazione,  di  grado  n, 
F(x)  =  0,  e-  8Ìeno  a  ,^  ,•{,..  .  i  loro  rispettivi  gradi  di  multipli- 
~  cita.  Essendo  f(x)  una  funzione  intera  qualunque,  di  grado  infe- 
riore ad  n,  si  avrà  identicamente  : 

f(z)  _    A,         __Ag  _  A, 

F(x)  "  X  -  a  ■•■  (X  -a)»  "*""■"*"  (x^^" 

(1) 
B.  B,  Bp 

"*■  X  ^  "*"  (x  -b)»  "^  ■  ■  •  +  (x-b)P 


dove  le  A,  ,  Àj  ,  .  .  .  ,  B,  ,  Bg , .  .  .  sono  delle  costanti  da  determi- 
narsi opportunamente. 

Poniamo  infatti  per  brevità  {x  —  b)\x  -  e)''  ...  =  ^(a;),  e  sia  A 
tina  costante  indeterminata;  si  ha: 

f{x)  A       ^        fjx)  __       A       ^fÌx)-A^{x) 

F(i)      (a:  -  ay     (x  ~  a}Hix)     (x  -  a)'     {x  -  a)'-^(x)' 

Ora  si  può  sempre  fare  in  modo  che  il  numeratore  di  questa 
espressione  sia  divisibile  per  x~  a.  A  tale  oggetto  basterà  deter- 
minare la  costante  A  in  modo  che  sia: 

f(a)  -  A-Ka)  =  0  (2) 

il  che  6  sempre  possibile,  poiché  pel  supposto  <^{x)  non  si  annulla 
per  x=a.  Detto  A,  il  valore  di  A  cosi  determinato,  sì  avrà: 

f(x)-A^^(x)  =  (x~a)f,(x), 

essendo  fj{x)  ana  funzione  intera  di  x  di  ^rado  inferiore  ad  n-1. 
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Scriveremo  dunque  : 

m_  _      A,  f\ix)  __ 

Poiché  il  numeratore  dell'  ultima  frazione  è  di  grado   inreriore 
a  quello  del  corri  spondeo  te  denominatore,  ei  troverà  similmente: 

rj^ A..,.      AC^ 

(a;  -  a)"-'<J.(a:)  ~  {x  -  0)»"'      (x  -  af^'^i/ix)  ' 
onde  : 

F(a:)     ix-a)^     (Ec-a)"-'   '  (a;- a)»-»^(a:)* 

essendo  anche  qui  fj(x)  di  grado  inferiore  a  quello  di  (ar— a)*~*(jf(a). 
Cosi  procedendo  si  troverà  : 

^_^  _  _  è^—  4.        +     A,  /^ 

P(x)  -  (x  -  a)«  "^  •  ■  ■  "^  (X  -  fl)  "^  ^ix)  • 
Sia  ora  ^'C^c)  =  (x  — 6)^-)f(a:).  Si  troverà  similmente: 

t(=,)-(«-6)»^---*(>.-S)  +  "xW    ' 
e  cosi  di  seguito.  Si  giungerà  cosi  evidentemente  a  porre  la  fra- 
zione =-r-.  sotto  la  forma  (1)  data  nell'enunciato  del  teorema. 

F{_x) 

1003.  Ci  proponiamo  ora  di  dare  un  metodo  pratico  per  la  de- 
terminazione delle  costanti  A,  ,  .  . ,  ,  A,  ,  Ba ,  . .  . ,  B, , .  . . ,  p.  es. 

delle  A,  , .  .  .  ,  A, 

Ponendo  x  —  a  =  z,  poiché  F(a;)  è    divisibile   precisamente    per 
(X  -  a)*,  si  ha  : 

m  ^  f(a  +  2) 
F(a:}     z"-F,(z) 
dove  F,(z)  è  una  funzione  intera  di  zclie  non  si  annulls  per  z  =  (). 
Si  potrà  dunque  sviluppare  nel  modo  indicato  all'art.  965  la  fun- 
zione razionale  —r-, secondo  le  potenze  intere  e  positive  cre- 

Bcenti  di  z.  Supponiamo  che  si  trovi  : 

^^^ii^-  =  A'„  -(-  A'     2  f  A' _,3»  -h  .  .  -  +  A'iz"-'  + 

Paragonando  qacsto  sviluppo  colla  espressione  che  si  ottiene 
dalla  (1)  ponendo  x  =  a  +  z  e  moltiplicando  entrambi  i  membri 
per  a",  cioè  : 

-  ^'  =  A..A..„.....V.-. 
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si  vede  Bubìto  che  per  I'ideiitit&  dei  Becondi  membri  dev'essere: 

A.  +  A',,A,_,  =  A'„_,  ,...,  Ai=A',. 

lofattl  per  z  =  0  essi  prendono  i  valori  A'i,  ed  A, ,  oude  questi 
dne  coefficienti  devono  essere  uguali.  Sopprimendo  nelle  due  espres- 
sioni ì  due  termini  eguali  A'^  ed  A„,  dividendo  per  z  e  ponendo 
quindi  di  nuovo  z  =  0,  si  dedurrà  A'^.,  =  Aj_,.  Sopprimendo  quindi 
le  parti  A',  +  A'„_,e  od  A^  +  Aj^,z  che  sono  eguali,  dividendo  per 
z'  e  ponendo  ancora  z=0,  si  avrà  A',.j=Aj,_j,  e  cosi  di  seguito. 

Da  questa  dimoatrazìone  risulta  al  tempo  stesso  che  le  costanti 
A,  ,  Ag  ,  .  . . ,  Bi  ,  Bj ,  .  . .  nello  sviluppo  (l)  no»  si  possono  deter- 
minare che  ih  un  unico  modo.  Infatti  esse  devono  coincidere  in 
ogni  caso  colle  costanti  A',  ,  A',  , .  .  . ,  B',  ,  B',  ,  . .  .  determinate 
nel  modo  spiegato. 

1004.  Se  i  è  radice  semplice  di  F(x)=0,  la  costante  A  nello  svi- 


è  data  da 


F'(a)' 


Posto  infatti,  come  all'art.  1002,  F{x)={x-a)^x),  l'equazione  (2) 
ci  db.  appunto  : 

■  ■»»)_  fM 

poiché  (art.  690): 

r'W  =  («-a)f{i)  +  «.). 

1005.  Chiuderemo  con  una  osservazione  importante  relativa  al 
caso  in  cui  le  due  funzioni  f{x)  ed  F(x)  abbiano  i  loro  coefficienti 
reali.  In  tal  caso,  se  a  è  una  radice  immaginaria  di  multlpllcità  a 
dell'equazione  F(z)  =  0,  quest'ultima  equazione  avr&  (art.  945) 
un'altra  radice  immaginaria  conjugala  ad  a,  che  sia  p.  es.  Ò,  dotata 
dello  stesso  grado  di  multipIicitA.  È  quindi  chiaro  che  le  due  co- 
stanti Aj  e  Bf  nei  due  termini  : 


{x-ay^  ix- 


(3) 


riusciranno  del  pari  due  numeri  conjngati  ;  poiché  lo  sviluppo  (I), 
non  potendo  effettuarsi  che  in  nn  unico  modo,  deve  ricadere  In 
sé  stesso  se  si  cambia  dappertutto  i  In  -  i,  con  che  a  si  cambia 
In  b,  nel  mentre  che  Af ,  B,  sì  cangiano  nel  numeri  complessi  ad 
essi  conjogaii.  Allora  in  luogo  della  somma  (3)  si  potrà  scrivere, 
riducendo  tale  somma  a)  coman  denominatore,  l'espressione  : 

(x*  +  px  +  qy' 

dove  p  e  9  sono  numeri  reali  e  ^i{x)  è  una  funzione  intera  di  x 
del  grado  i.  Si  ba  infatti  : 

X*  +px  +  q  =  x*  —  {a  +  b)x  +  ab 
C«FiiU.i.  —  Iilitmioni  di  attaliii  algtbriea,  8.*  odi*.  71 
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«d  ò  chiaro  che  i  coefficienti  delle  potenze  di  x  nei  secondi  mem- 
bri sono  tatti  nniueri  reali. 

ffx) 
L'intera  funzione  razionale  =-—  si  pud  dunque  rappreitntart, 

per  guanto  riguarda  le  radici  completse  di   F(x)  =  0 ,   come  una 
somma  di  frazioni  del  tipo  (3)'. 

Hot«  «d  Bf«reùi. 


.  Decomporre  in  frazioni  parziali  le  funzioui  : 
2x'  -  3a:  +  1  a:*  —  6a:  +  1 


(a;-3)*(a:-l)  '  (a;  -  IKa:  -  2)(a:  -  3)  '  (x--2f(x^iy 
1  radici  semplici  a  ,b  ,  e  .  ■ . .  ,s, 


-.+...  +  = 


Fix)     F'(a)(x-a)  "  F'{b\x-b)  ^  '  "  '  ^  F-(g){x-g) 
Dedurre  di  qui  ohe,  por}><n— 1,  si  ha  sempre: 


inoltre  si  ha  : 


F'(orF'(6)  '  ■■■"Ffe)'"' 


8.  Le  costanti  A,  ,  A,  , ,  B,  ,  B,  ,  .  .  .  nello   svilappo   (1)  enniiGitto 

all'art.  1002  ei  potrebbero  anche  determinare  identificando  /(x)  ool  ddp'- 
ratore  del  secondo  membro  di  (1)  ridotto  ad  anica  trazione.  Si  otuneb- 
bero  cosi,  per  le  incognite  A,  ,  A,  ,  .  .  .  ,  B,  ,  B,  , .  .  .  ,  preeisaineiite  Unt» 
equazioni  di  1°  Ki'a<lo  qaaoto  è  il  loro  nomerò. 

Bisolvendo  tali  eqaeiioni  ai  ricaleranno  i  valori  cercati  delle  cMttiiti. 
Questo  metodo  si  chiama  delle  cottami  indtttrminaU. 

4.  Nelt'ipotpsi  che  Ffx)  =  0  abbia  solo  radici  semplici,  si  esprìma  il '*■ 
terminante  di  quest'ultimo  sistema  di  equazioni  lineari  mediante  il  deter- 
minante delle  differenze  (discriminante  dì  F(x))  formata  colle  «  radici  di 
F(a;)  =  0. 

6.  Se  a  é  radine  doppia  di  Fi*)  =0,  le  dne  coeUnti  A  ,  A',  relativeiU* 
radice  «,  nello  svilnppo  : 

®  =  _i_  +  _^  +  ..  o 


hanno  i  valori  ; 


2rta) 


3"  '  F(<i)  J 


Il  lettore  Kinagerà  fecilmenta  a  queste  espreeeioni  moltiplictiDdo  ì^  ^ 
membri  di  (a)  per  (j;— u)'.F(a;),  derivendn  quindi  membro  e  membro  l'idw' 
tità  COBI  ottenute  tre  Tolte  di  seguito  rispetto  ed  f ,  e  sostitneodo  fiesl' 
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mente  nelle  dne  ultfme  identità  in  luOK»  à'  t  il  valore  a,  pel  quale  ai  hk 
F(o)  =  P'(a)  =  0. 

6.  Alle  formale  deliri  Nota  2*  bì  rieonnette  un  principio  algebrico  in- 
trodotto con  grande  vantai;^'''  ^'■^  Chtlini  nello  studio  di  alcune  questioni 
di  geometria  analitica.  (Si  veggano  le  Rietrcht  di  geomtlria  analitica  del 
BtUrami,  nelle  memorie  dell'Accademia  di  Bologna,  1879), 


§  5."  —  Della  Btialtante  di  due  e^aaslonl. 


1006.  Il  problema  di  decidere  se  due  fanzioni  date  f(x)  e  9(x} 
siano  o  no  prime  fra  loro,  cioè  se  abbiano  oppur  no  nn  divisore 
cornane  almeno  di  primo  grado  nella  a;,  coincide  con  quello  di 
decidere  se  le  dne  equazioni  corrispondenti  : 

Aa:)  =  0  ,  <p(x)  =  o  (1) 

abbiano  oppur  no  almeno  una  radice  comune. 

Infatti,  se  esiste  una  radice  a  comune  a  qneste  due  equazioni, 
entrambe  le  funzioni  f{x)  e  t^{x)  saranno  divisibili  per  (x  — a); 
onde  esse  avranno  almeno  questo  divisore  comune  di  primo  grado. 

Reciprocamente,  se  fix)  e  ^fx)  hanno  un  divisore  comune  D(x) 
di  grado  eguale  o  maggiore  di  1,  detta  a  una  radice  dell'  equa- 
zione D(x)-0,  la  funzione  D(x)  sarft  divisibile  per  (x— a)  e  quindi 
lo  saranno  anche  le  f{x)  e  <f{x)  di  cui  D(a;)  A  per  supposto  divi- 
sore cornane,  cioè  le  due  equazioni  (1)  avranno  in  comune  questa 
radice  a. 

Ci  proponiamo  pertanto  di  ricercare  a  quali  condizioni  debbano 
soddisfare  i  coefficienti  delle  due  funzioni  date  : 

f{x)  =  aox'"  +  Oix""'  +  .  .  ,  +  o^ 

e  (2) 

<p(x)  =  hffc"  +  friX""*  -I-  .  .  .  +  ft„ 

affinchè  le  due  equazioni  (!)  abbiano  una  radice  cornane.  Noi  ve- 
dremo che  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  ciò  accada 
è  data  dall'annali  arsi  dì  una  certa  funzione  intera  R(ao ,  a^ ,...,  òg  &,...) 
dei  coefficienti  delle  due  equazioni;  e  vedremo  come  si  costruisca 
effettivamente  questa  funzione,  che  si  chiama  la  risultante  delle 
due  finzioni  date  fix)  e  o  a;). 

1007.  Supponiamo,  a  tale  oggetto,  che  le  due  equazioni  (2)  ab- 
biano una  radice  comune  a;  cosicché  sar&,  scrivendo  i  termini 
delle  equazioni  in  ordine  rovescialo; 


Moltiplicando  la  prima  di  queste  due  uguaglianze  successiva- 
mente  per  a  ,  7* ,  .  .  .  ,  a""'  e  l;i  seconda  per  a  ,  a* ,  .  .  . ,  a"^' , 
si  ottengono  le  seguenti  m  h  u   e^aaglìanze  (che   noi   scrìveremo 
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per  maggiore  chiarezza  per  il  caso  di  ni  =  4,  r  =  3): 

a^  +  Og»  +  a,a*  +  0|a*  +  a^a*  =  0 

a^in  +  GgO*  +  a^a' +  a^a*  +  Uai^  =0 

a^a»  +  a^a'  +  o,a*  +  a,a*  +  af>cfi  =  0 

ftj  +  6ja  +  &,a»  +  &oo'  =  0 

èjtt  -l-  fijB*  +  6,a'  +  6o**  =  0 

&ja»  +  6,4^  +  &,«*  +  fto*'  =  0 

6,a*  +  6,a*  +  6,  a*  +  6(,«*  =  0 

che  Bì  possono  considerare  come  ud  sistema  di  m  +  n  eqaazioni 
lineari  omogenee  fra  ni  4-  n  incognite,  il  quale  resta  soddisfatto 
prendendo  per  le  incognite  1  valori  : 


Poiché  questi  valori  non  sono  tatti  naili,  giacché  almeno  il  primo 
è  certo  diverso  da  zero,  cosi  dovrft  essere  nullo  il  determinante 


dei  coefficienti  (art.  432)  cioè  : 


6s  6,  6,  fto  0    0    0 
0    fij  6j  b,  ba  0    0 


0    0    0    6j  6j  6j 

BovGSciando  nel  determinante  del  primo  membro,  come  6  sem- 
pre lecito,  l'ordiue  di  saccessione  delle  orizzontali  e  di  poi  l'ordine 
di  successione  delle  verticali,  si  può  anche  scrivere  questa  condi- 
ziono sotto  la  forma  : 

6o  6,  6g  6j  0    0    0 

0    bo  b,   b.  b,  0    0 


0    0    0    ba  b,  bt  b. 


i  «*  0 


1008.  Noi  chiameremo  pertanto  risultante  delle  due  funzioni 
■p(cc)  ed  f{x)  definite  dalle  (i!)  la  funzione  razionale  intera 
R((io  ,(tt,...,bo,bi,...')deì  loro  coefficienti  data  dal  deterrai- 
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Dante  ora  trovato,  cioè  la  fanzioae  (*)  : 

60  61  6| K  0-0 

, 6,-0 


0    0    0 


doCll  ■"  «M 


Finora  abbiamo  soltanto  dimostrato  ohe  la  condizione  B  =  0  ^ 
neceesaria  affinchè  le  due  equazioni  date  (2)  tiÒbiano  almeno  una 
radice  comune.  Ci  resta  ad  accertare  che  questa  condizione  è  al- 
tresì sufficiente,  ciò  che,  reciprocamente  se  si  ha  S.~0,  le  due  equa- 
zioni (2)  avranno  almeno  una  radice  comune. 

1009.  Consideriamo  a  tale  oe;getto  il  determinante  segnente  di 
ordine  wi  +  «  +  1 

,  61   6j ...  b„ 0    x'"-^if{x) 

0    6061 K 0     a!"-»<p(») 


Ci) 


0    0   0  ...  Oo  a, a„      xY'x) 

Po  Pi  Pi P^+n-i        F(a;) 

che  si  ottiene  da)  determinante  (3)  aggiungendovi  una  nuova  ul- 
tima verticale  ed  una  nuova  ultima  orizzontale.  Qnanto  all'altima 
verticale,  si  supporrà  che  F(a;)  sia  una  funzione  intera  qualsivo- 
glia, del  grado  tn  -1-  n  —  I,  della  x  e  che  p^  ,  p^ , .  . . ,  ;>„,.„. i  siano 
I  snoi  coefflclenti.  Poiché  si  ha  : 

9(3!)  =  M"  +  friic""'  +  .  .  .  +  6„ 

f{x)  =  Ocpn"*  +  a,x'""'  +...+«„  (5) 

l'Xa:)  =  Po»"*""'  +  /'la:"**-"-^  +  . .  .  +  p^^^^i  , 

è  facile  rinonoBcere  che,  se  dall'altima  colonna  del  determinante 
(4)  si  sottragga  la  prima  colonna  moltiplicata  per  a;"'''""',   quindi 


(*)  11  metodo  tenuto  per  t^iungere 
motodo  ditAitico  di  Sylvtiter. 


\  questa  risnìtante  si  suoi  chiamare 
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la  seconda  colonna  moltiplicata  per  x^*"''  o  cosi  di  seguito  fino 
a  Bottrarne  la  pennltima  colonna,  gli  elementi  dell'oltìma  colonna 
8i  ridncono  tutti  allo  zero.  Sì  vede  dunque  che  il  determinante  (4) 
è  identicamente  uguale  a  zero,  qualunque  sia  il  valore  di  x.  Se 
dnnque  indichiamo  risp.  con 

Po  ,  P. ,  P. , . . . ,  P„_. ,  Qo ,  Q. , . . . ,  Q„-, ,  R 

gli  agginnti  degli  elementi  dell'altima  colonna,  l'altimo  dei  quali 
ba  evidentemente  il  valore  R  dato  dalla  (3),  i  quali  aono  delle  co- 
etanti  formate  colle  ao  ,  a,  ,  .  .  . ,  bg  ,  &j  , . ,  .  ,  po  ,  p, , . .  . ,  ai  avrà 
r  identità  : 

(Poa;-'+P.x"'-»+...+P„_,)¥(ar)+(Qoa:''-»+Q,a:-»+... 

+Q»-.)Aa:)+RF(K)^0. 

Ponendo  per  brevità  : 

-  (Po:c"-'  t  P.x"-»  +  .  .  .  +  P„,,)  =  f,{x) 

-  CQo»""*  +  Qia:"-»  +  . .  .  +  Q„_i)  =  ?(a:) 
si  ha  dunque  il  seguente  : 

Teorema.  —  Se  f{x)  e  9(x)  sono  due  funzioni  intere  datejb)  riip. 
dei  gradi  m  ed  n,  R  la  loro  ritultante  definita  dalla  (3),  F(x)  una 
funzione  intera  quahivoglia  di  grado  m  -(■  n  —  1,  etistono  tempre 
due  funzioni  intere  fi(x)  di'  grado  m—  1,  e  9i(x)  di  grado  a  — 1, 
per  le  quali  ai  ha  identicamente  : 

R.F(x)  =  fl:x)?,(x)  +  9Wf,{x) ,  (7) 

le  espressioni  elettive  delle  fj  e  ^i  essendo  date  dalle  (6). 

1010.  Sapponiamo  ora  che  la  R  sia  eguale  a  zero.  Si  avrà  al- 
lora, in  luogo  della  (7),  l'identità: 

fix)<f,{x)  +  <i{x)f,(x)  =  0 
d'  onde  : 

««)■»■(«)  =  -5W-AW- 

Di  qui  emerge  che  la  funzione  f{x)  divide  esattamente  il  pro- 
doito  f(x)-fi{x),  ond'essa  non  può  essere  prima  con  f(x).  Infatti, 
se  f\,x)  fosse  prima  con  <f(x),  poiché  essa  dividerebbe  il  prodotto 
^[x)-fi(x)  e  sarebbe  prima  col  fattore  5(a:},  dovrebbe  dividere  esat- 
tamente (art.  984)  l'altro  fattore  fiix).  Ora  ciò  è  assurdo;  poiché, 
essendo  f(x)  del  grado  m,  non  pn6  dividere  ft[x)  che  è  soltanto 
di  grado  ni-1.  Dunque  le  due  fanziont  f(x}  e  <f{x]  avranno  ìb 
comune  almeno  un  divisore  di  primo  grado  in  x,  e.  d.  d. 

1011.  Imaginando  sviluppato  il  determinante  (3)  che  dà  l'espres- 
sione di  R,  si  avranno  dei  termini  contenenti  il  fattore  zero  e 
quindi  nulli  ;  tutti  gli  altri  termini  poi  conterranno  evidentemente 
m  fattori  6  appartenenti  alle  prime  m  orizzontali  ed  n  fattori  a 
apparienonti  alle  altre  n  orizzontali.  Dunque  la  riluttante  S.  delle 
due  funzioni  (2)  è  una  funzione  omogenea  e  di  grado  n  nei  coef- 
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fidenti  delia  funzione  f(x)  del  grado  m,  ed  omogenea  e  di  grado  m 
nei  coefficienti  dell'altra  funzione  ^(x)  del  grado  n. 

.,  "  Ofl  ^1  '  •  ■  ■  a»  "  dello  svi' 
luppo  di  R,  la  aomma  degli  indici  dì  tutti  i  singoli  fattori  a^  , 
».  j  •  ■  ■  >  bo  , b,  ,  . . . 

0-Po  +  1-p,  +2-P,  +  . . .  +n?„  +  0-ao  +  l-«i  +  ■ .  .  +  m>a. 

(che  »i  chiama  il  peso  del  termine  stesso)  è  la  stessa  in  tutti  i  ter- 
mini ed  è  uguale  ad  mn. 

Infatti,  se  gli  elementi  che  compongono  un  termine  qDalanqae 
(non  identicamente  nullo)  del  determinante  (3),  ai  scrivono  secondo 
l'ordine  naturale  delle  orizzontali,  il  tetmìne  ottenuto  è  della  forma: 

^,-1   ^,-2  ■  ■  ■  V-«  \-l  V-2  ■  •  ■  «fc.-n 


essendo  A,  ,  A,  ,  . . . ,  /i„  ,  A;,  ,  fc, , .  .  ■  ,  fc„  i  numeri  che  indicano 
l'ordine  delle  corrispondenti  Tcrticalì  ;  cosiccbè  A, ,...,  A„ ,  k^ ,...,  k^ 
non  sono  che  i  nnmeri  1  ,  2  ,  . . .  ,m-\- n  scritti  in  no  certo  ordine 
e  per  conseguenza  : 

^+A,+...+^,+t,+l,t...4J:.=l+2+...+{m+«)=''?Ì?X»+5ll). 

La  somma  degli  indici  di  tutti  i  singoli  fattori  del  termine  ò 
dunque  : 

(A,-l)  +  (A,-2)+...+(A„-m)  +  (A:,-l)(t,-2)...(ft„-n) 

ossia,  per  1'  uguaglianza  precedente  : 

(ffl  +  n)(m  +  n  +  l)     mjm  +  1)     «(»  4- 1) 


che  è  appunto  ntn;  e.  d.  d. 

1013.  Il  determinante  (3)  si  può  ridurre  sotto  forma  di  un  de- 
terminante di  ordine  uguale  al  maggiore  dei  due  nnmeri  m  ed  n, 
facendo  uso  delle  note  trasformazioni  che  non  alterano  il  valore 
di  un  determinante  (*).  Si  può  perù  anche  giungere  direttamente 
a  queeta  nuova  forma  della  risultante  col  metodo  seguente  dovuto 
a  Bézout. 

Sia  m  il  maggiore  dei  due  numeri  m,  n,  qualora  essi  non  fos- 
sero eguali;  e  riguardiamo /'e  ;p  come  funzioni  dello  stesso  gradoni: 

fi^)  =  oo  +  o,a:  +  a^x*  +  ...+  a^x" 

(8) 
^(a:)  =  ftfl  +  6jic  +  6,a:*  +  .  . .  +  à^x'". 

Se  X  è  una  radice  comune  alle  due  equazioni  f{x)=0  e  ^(a:)=0, 
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si  ba  cvidentemeDte: 

I  f{sè)        a^,  +  o^^  +  . .  .  +  o„ai"'-^'  1 

I    <{{«)  Vi  +  *r+«!C  +  •  .  .  +  6*a!"-^»    ! 

comanqae  si  scelga  l'indice  r  da  0  Ado  ad  m  — 1.  Si  ha  quindi 
anche,  sottraendo  dalla  prima  colonna  la  seconda  moltiplicata  per 

[  ao+a,a;+  ...  +a^        '»r+i+<'r+j=c+  -  +o«i'c*~'~'  ' 

i  =  0      (9) 

cbe  Ò  tiD'eqnazione  in  x  del  grado  m  —  1,  che  scriveremo  : 

CrO  +  ^rV>^  +  '^rt^J»  +  .  .  .  +  e,  ^  m-V^~^  ~  0-  (9/ 

Applicando  al  determinante  (9)  il  teorema  (art.  418)  snlla  de- 
composizione di  nn  determinante  in  cui  gli  elementi  di  una  co- 
lonna sono  somma  di  an  egnal  numero  di  parti,  e  ponendo  per 
brevità  : 

''rt  =  «<6»-a»^.  (10) 

si  trova  snbito  cbe  : 

c«  =  do .  r*.+,  +  d. .  rt.  +  «i. ,  r*,-l  +  - .  .  +  d, ,  r+,  (11) 

d'  onde  aegae  facilmente  che  : 

«:r,  =  c.,.  (12) 

Eliminando  ora  dalle m  equazioni  (9)'  le  m  quantità  1 ,  a; ,  st?,...,  x"'' 
analogamente  a  quauto  si  è  fatto  all'  art.  1007,  si  trova  la  condi- 
zione : 


(13) 


Si  ba  cosi  nel  determinante  S^^cooc,,  . . .  c„.,  ^  „_,  una  nuova 
espressione  della  risultante  gii  definita  mediante  il  determinante  (3). 
I  due  determinanti  (3)  e  (13)  non  differiscono  che  per  on  fattore 
numerico. 

1014.  Si  voglia,  ad  esempio,  la  risultante  delle  due  equazioni  di 
secondo  grado  : 

oo  +  <»ia:  +  n^' =  0  ,  6o  +  6,ai  +  6^' =  0.  (14) 

Si  ba  in  tal  caso  : 

Coo  =  doi  =  "o^l  —  "1*0  r 

Cu  =  do»  +  d,,  =  a,&|  -  0,6, 
<^oi  — 1=10  =  doi  =  Ofjhf  —  (4&g. 
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La  condizione  necessaria  e  sufficiente  aflSnchè  lo  (14)  abbiano 
ana  radice  cornane,  è  dnnqne  data  da  : 

=(ao6,-o,6(,)(a,6(-fl,6,)-(<.ol.,-a,6o)»=0.  (15) 

I    C|0   "il     ì 

Il  primo  membro  della  (15)  moltiplicato  per  4  si  pnò  anche 
porre  sono  la  forma  : 

(o,*  -  iaoatKb,'  -  ibobi)  -  [2Ms  +  SVt  -  ^^AV  (15)' 

che  ci  dà  una  naova  espressione  della  stessa  risultante  delle  (12). 

1015.  Il  discriminante  dell'  equazione  : 

f{x)  =  aax"  +  a,a:''-"  +  .  . .  +  a„_iX  +  a„  =  0,  (16) 

uguagliato  a  zero,  esprime  (art.  934)  la  condizione  necessaria  o 
sufficiente  affinchè  quest'equazione  abbia  una  radice  multipla.  Esso 
può  dunque  anche  ottenersi  (cfr.  art.  913)  come  risultante  dell'e- 
quazione (16)  e  della  sua  derivata: 

/'(a:)=naoic"-'-f-(n-l)a,a:''-*f(n-2)a^''-*4...+<x„_,  =  0        (17) 

0,  meglio,  come  risultante  dell'equazione  (17)  e  dell'equazione  : 

ìif(x)  -  xfiscì  =  0 
cioè: 

a,a;*'"'-f-20jx""'+3ajx''"^-t- ...  +^n-l)a„_,x^■na„-0.        (17)' 

1016.  Cosi,  ad  esempio,  il  discriminante  A  dell'equazione  del 
terzo  grado  : 

d^ar'  T  a,a;*  +  o,x  +  «j  =  0 

sì  può  ottenere  come  la  risultante  delle  due  equazioni  : 
Saox*  +  2a^x  +  a,  =  0  j  a,x*  +  2(1,3:  +  3a,  =  0. 
Pertanto,  applicando  la  formola  (15>,  si  trova  : 

d  =  (2aj=  -  6a,as)(2a,*  -  6aoa,)  -  (a,<T,  -  90003)' 
=  3[ai*a,*  ~  4a,'aj  —  4aoa»*  +  ISaoOif  i«a  —  27 o^'n,*]. 

Hot*  «d  EseroÌBi. 

1.  Dallit  aeconda  eipreesione  (15}',  trovata  all'art.  1014,  per  la  rianltaote 
di  due  aqnazioni  quHdratlcbo /=  0,  9  =  0,  ricunoaccra  che  questa  risul- 
tante è  il  discTÌmiiiBiite  dì  UDa  terta  equazione  quadratica  le  cui  radici 
separano  armonieamtiile  tanto  le  radici  di  /=0  come  quella  di  p  =  0. 

Si  noti,  a  quello  propoaito,  thu  U  coii'liziono  ; 

Sdo&j  +  2tu(Ij  -  a,b,  =  0 
6  TiecMaaria  e  aufficiente  perchè  le  due  coppie  di  radici  dello  (14)   ai    sc- 
aiUi  algebrica,  3.»  ediz.  72 
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2.  Calcolare  le,  risultante  delle  dae  equaiiooi  : 

a^X^  +  o,a:*  +  0,3;  +  a^  =  0     e     b^^  +  b,x  1-  6j  =  0. 

Si  troverà  il  risultato  segaente; 

aQ%'+ai*bo*-aoaJtjbj*—atatbo%+ai%*b,'+at%*b,-aia^bob,b, 

+(aoa,b,+aiaj6o)(''i*-26o6j}- (»(,as(6,  *-3do6,6,}. 

8.  La  coDdÌEione  affinchè  le  due  eqnationi  /(x>  =  0  e  !p(z)  =  0  ammet> 
tano  ant  radice  cornane,  sì  può  trovare  auche  cobi.  Siaao  a  ,  ^  ,  y  >  '••  >  il 
e  radici  di  ^(x)=.0.  Ponendo: 

■i  ha  ana  fuDzioDe  timmetriea  delle  o  ,  ^  ,  Y  ■  ■  ■  •  1  Ì^-  Si  potranno  qoindi 
eliminare  queste  radici  incognite  e  ai  otterrfr  per  £  una  foniioDe  dei  soli 
coefficienti  di  /  e  ^.  Ì!  evidente  che  B=-0  e  ia  oondìiìoDa  necessaria  e 
«ufficiente  cercata.  Questo  metodo  di  costruire  la  risultante  dicesi  delU 
/arnioni  livxmetricke.  Più  tardi  (Cap.  XIT,  §  7.°)  avremo  ocoasionedi  rtco- 
nosoere  l'identità  della  espressione  cosi  ottenuta  colla  (8). 

4.  Oppure  si  può  procedere  anche  come  segue:  se 

aax'*+a^x'"~^-}-  ...  +a„=0     e     6o*"'+ò,a:'""'+  ...  +b„=0 

sono  le  dne  equazioni  che  devono  essere  soddisfatte  da  uno  stesso  valore 
di  X,  si  aoltragmano  l'uua  dall'altra  dopo  averte  moltiplicate  risp.  per  fr. 
e  par  a„  ,  ovvero  dopo  averle  multiplicnte  per  £„  ed  dg.  Si  otterranno  cosi 
due  equasioni  in  x  dal  grado  ni~l.  Applicando  a  qoaste  lo  stesso  proco- 
dimento,  se  ne  dedurranno  altra  due  del  grado  m  — 2  e  cosi  di  seguito,  fin- 
ché si  giunga  a  due  equazioni  di  primo  grado: 

Cgx  +  e,  =  0         àgX  +  di  =  0. 

È  chiaro  che  Cfd,  —  c,d^  =  0  sarà  allora  la  condizione  cercata. 
Questo  metodo  dicesi  di  Eulero. 

5.  Accenneremo  finalmente  ad  un  altro  metodo  (tenuto  anche  dal  Weier- 
itrait  nelle  sue  lezioni)  che  risolva,  più  generalmente,  il  problema  di  tro- 
vare lo  condizioni  necessarie  e  sufficienti  affinchè  le  due  funzioni  : 


f{x)=at,x'*  +  a^x"'  »+...+«„     e     'i(x)=b(pc''+bjX'^'^-\-...-i^b^ 


Partendo  dalla  decomposi  tic  ne  di  queste  funtionì  nei  loro  fattori  di 
1°  grado,  ai  riconosca  subito  che  affinchè  ciò  accada  i  ntcritario  e  laffiettuti 
eht  etitlano  due  /unnoni  intere  f„.i  ed  t„_i,  ritp.  dei  gradi  u  — i  ed  m  — i, 
per  U  quali  ti  abbia  idenlicamente  : 

Ora,  eguagliando  a  zero  ì  coefficienti  delle  singole  poterne  dì  x  nel 
1"  membro,  si  ottiene  fra  gli  ni4'n+2i+2  coefficienti  indeterminati  di  9^-1 
ed  /*,„_,'  un  sistema  di  tnf-n  — l'  +  l  equazioni  lineari  omogenee.  Per  avere 
le  condizioni  cercato  basterà  dunque  esprimere  che  tali  equazioni  possono 
coesìstere  per  valori  non  tntti  nulli  delle  incognite.  A  tale  oggetto  ai  do- 
vranno porre  uguali  a  zero  certi  determinanti  contenuti  nella  matrice  del 
sistema,  sccondochè  si  è  visto  al  Cap.  V  (nrt.  446).  Per  t=^l  il  sistema 
si  compone  di  nt  -f-  n  equazioni  fra  m  +  n  incognito,  e  la  matrice  del  sistema 

delle  equazioni  dovendo  annullarsi  (art.  4S2|  il  determinante  di  questa  ma- 
trice, si  ritrova  cosi,  come  risultante  dello  due  equazioni,  lo  stesso  deter- 
minante 1.8).  L'indole  stessa  della  dimostrazione  ci  dice  in  tal    caso   che 
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a  ..  Bifloiaslone  di  on  •Utema  di  dae  eqaaslonl 
con  dae  lDeognlt«. 


1017.  Una  fanzione  ini 
i  è  data  da 


t  dì  ^rado  m  delle  dae  variabiU  a:  ed 


f[x,y)  =  p^"^  +  i),*"' '  +  p^""*  +  . .  .  +  p^.yX  +  p^ 

dove  Po  è  nna  costante  e  Pi  .  Pj  >  •  •  •  >  Pn  bodo  altrettante  funzioni 
iniere  di  y  del  tipo  : 

p,  =  oo  +  0,^  +  «iSi  +  . . .  +  Uiy', 

cioè  in  generale  Pt  è  ana  funzione  intera  del  grado  i  di  y. 
Ciò  premesso,  bì  abbiano  le  equazioni: 

f{x  ,y)  =  pex"  +  Pia;'""'  +  p^""''  +  .  .  .  +  p„  =  0 
(f{x  ,  y)  =  qoof  +  qiX"~'  +  q^"~'  +  .  . .  +  j,  =  0 

e  si  voglia  cercare  ogni  coppia  di  valori  speciali  di  a:  ed  ^   tali 
ctie  le  due  equazioni  siano  per  essi  soddisfatte  simultaneamente. 
Sex=T,y  =  ^b  una  coppia  di  cosiffatti  valori,  sostituendo  nelle 
due  equazioni  (1)  il  valore  ^  dì  y,  si  hanno  le  equazioni: 


(1) 


f{x,l^)  =  0     ,     9{x,p)  =  0 


(2) 


che  saranno  soddisfatte  da  x  =  a;  cioè  si  hanno  due  equazioni  in 
X  che  hanno  una  radice  comune,  onde  la  loro  risultante  deve  es- 
sere nulla. 

In  questo  caso  la  risultante  è  una  funzione  di  ^,  ovvero  di  y, 
onde  si  ha  l'equazione  ad  una  sola  incognita  Il(^)  =  0,  che  dicesi 
il  risultato  deW eliminazione  di  x  fra  le  due  equazioni  date  (1).  Il 
primo  membro  dì  questa  equazione  sarà  lo  sviluppo  del  dete^i- 
naute  dì  cui  abbiamo  appreso  la  costruzione  nel   §  precedente. 

Si  ha  dunque  la  seguente  equazione  : 


Rftf)  = 


1018.  Per  determinare  il  grado  di  questa  equazione  in  y,  osser- 
namo  che,  essendo  ognuna  delle  p  e  q  una  funzione  intera  di  y 


A  p,  p,  Pt  ■ 

■P.  0   0..0 

0   Po  Pi  Pi  • 

•      ft.  0..0 

„ 

«.  5i  4i  «. 

.  s„  0   0..0 

0    «.  «1  9t  ■ 

■       ?.    0.0 

?.. 
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di  grado  eguale  al  proprio  indice,  un  termine  qualunque  dello  svi- 
luppo dei  determÌDante  (3)  : 

PiPjPr  ■  ■  ■  ìh^kit  ■  ■  • 
sarJi  una  funzione  intera  di  y  del  g:rado  : 

i+i+  »•+...  +A  +  fc  +  «. 

Ma  questa  somma  di  indici  è  ia  stessa  (art.  1012)  per  tutti  i  ter- 
mini del  determinante  (3)  ed  ha  il  valore  mn.  Concludiamo  dun- 
que che:  V  eliminazione  di  x  fra  le  due  equazioni  f(x  ,  y)  =  0  « 
?(^  I  y)  =  ^  i^**  p^i"ia  di  grado  m,  la  seconda  di  grado  n)  conduce 
ad  un'equazione  R(y)  =  0,  contenente  la  sola  y,  del  grado  mXn- 

1019.  Si  noli  che  l'equazione  H(y)  =0  Bar*  poi,  almeno  ingene- 
rale, effettivamente  del  grado  mn,  cioè  che  il  coefQciente  di  y"*" 
in  R{y)  è  in  generale  diverso  da  zero. 

Infatti  questo  coefficiente  altro  non  è  che  lo  stesso  determinan- 
te i3)  in  cui  le  p,  e  y,  rappresentino  non  pia  le  fanzioni  Pt  e  jj 
dì  y  ma  soltanto  i  primi  coefficienti  di  tali  funzioni,  che  sono  dei 
numeri  assegnati  ad  arbitrio.  Ora  noi  già  sappiamo  (cfr.  il  §  prec.) 
cbe  per  valori  numerici  .-irbitrarii  p  e  g,  ti  valore  del  determi- 
nante (3)  è  in  generale  diverso  da  zero. 

1020.  Dopo  quanto  si  è  trovato  è  ora  facile  di  dedurre  che  e»i- 
stono  in  generale  mn  coppie  diàtinte  di  valori  x  ,  y  che  todditfano 
le  due  equazioni  date  f(x  ,  y)  =  0  e  !f(x  ,  y)  =  0  la  prima  di  grado 
m,  la  seconda  di  grado  n  nelle  due  variabili  x  ,  y. 

Difatli,  poiché  R<t/)  =  0  k  un'equazione  dì  grado  mn  in  y,  essa 
ammetterà  in  generale  mn  radici  distinie: 

Ji  ,  Sg  >  !/j ,  •  •  ■  -  ff-nn-  («) 

Per  una  qualunque  ^,  di  queste  radici  si  avrà  B^,)  =  0,  cioè 
sarà  soddisfatta  la  condizione  affinchè  le  due  equazioni  in  x  : 

ammettano  una  radice  comune  Xj.  Questa  radico  comune  si  de- 
terminerà cercando  il  massimo  comun  divisore  delle  due  fanzioni 
fXx  ,  t/i)  e  ^(a: ,  y,),  il  quale  sarà  in  generale  una  funzione  di  1»  grado 
in  a:  che  uguagliata  a  zero  fwrà  conoscere  il  valore  cercato  x-Xi, 
Ad  ogni  valore  y,  corrisponde  dunque  in  generale  un  unico  va- 
lore X,.  Ma  di  valori  i/^ ,  ve  ne  sono  mn;  quindi  si  avranno  in 
generale  mn  coppie  di  x  ed  y: 

3=1 ,  yi    ;   Xfì/i   ;   ^s .  y»  ;  •  • .  ;  a^m»  .  y-,, 

che  soddisferanno  alle  due  equazioni  proposte,  e.  d.  d. 

1021.  Se  invece  di  eliminare  fra  le  due  equazioni  la  x,  si  fosse 
eliminata  la  y,  si  sarebbe  ottenuta  un'equazione  (di  grado  mn  ìa 
x):  Ki'a;)  =  0  che  avrebbe  appunto  ma  soluzioni; 
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SI  comincer&  con  ordinare  queste  equazioni  secondo  lo  potenze 
di  X,  cioè  si  scriveranno  corno  segue  : 
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A  scanso  di  eqnivoco  conviene  però  osservare  che  non  è  lecito 
di  accoppiare  ano  qualunque  dei  valori  j/j  del  grappo  (a)  con  uno 
qualunque  dei  valori  yj  del  gruppo  |^),  con  che  ai  otterrebbero 
non  gih  mn  ma  bensì  m*n'  sistemi  di  valori  per  x  ed  y.  Bensì 
ad  ogni  valore  («)  corrisponde,  come  si  è  notaio,  un  unico  valore 
<^)  che  sarà  più  semplice  determinare  direttamente,  come  si  è  os- 
servato,  mediante  una  ricerca  dì  massimo  ooman  divisore. 

1022,  Vediamo,  a  schiarimento  del  metodo  esposto,  come  si  pro- 
cedere per  determinare  1  4  sistemi  di  valori  di  x  ed  y  che  sod- 
disfano alle  due  equazioni  di  2°  grado: 

Ax*  +  Bj*  +  Cxy  +  Da:  +  Ej/  -h  F  =  0 
A,a:*  +  B,y»  +  C,iry  +  D,a:  +  E,y  +  P,  =  0. 

r&  con  ordinare  queste  equazioni  sec 
scriveranno  come  segue  : 

Aar*  +  (Cu  +  D)x  +  (By»  +  Ey  +  E)  =  0 

(5) 
A,x'  +  {C,y  +  D,)ar  +  (B,y»  +  E,y  +  F^  -  0. 

Si  formeri  quindi  la  riatiltante  : 

I  A      Cy+D       B/+Ey+P  0  l 

!  0        A  Cy+D  B/-f-EyfF  | 

^^^~Ì  A,     C.K+D,     B,ff»+E,y+F,  0  l" 

1  0        A,  C,y4D,         B^y*+E^!/+V^\ 

Sviluppando  questo  determinante  (o  meglio  la  sua  espressione 
più  semplice  corrispondente  alia  formola  (15)  dell'art.  lOUi  ed  u- 
(Cuaglìando  a  zero,  si  ottiene  un'equazione  R(y)  =0  del  4o  grado 
i'i  y,  cioè  : 

[(BC)(AC,+(AB)1V 

+  [(BD)(AC)+(BC)(AD)  t  (EC)(AC)  !-2(AB)(AE,]ff» 

■i  [(AE}(CD)+(FCj(AC)+(BD)(AD)  +  2(AB)(AFj-|-{AEl«]y* 

+  [(FC)(ADj  +  (FD)(AC)+(ED){ADH2'AF)(AE)ly 

+  [(FD)(AD)f(AF)']=0  (6) 

dove  si  è  scritto  per  brevità  (AB)  In  luogo  di  AB,-AiB,  ecc. 

Siano  ^i  ,  y,  ,  y»  ,  y*  le  sne  quattro  radici, 
li  valore  di  x^  che  si  dovrà  accoppiare  con  una  qualunque  y^ 
di  queste  radici,  dovrà  soddisfare  alle  due  eqnnzioni  (5): 

Ax*  -f-  (Cy,  +  J))x  +  (By(»  ^  Eyj  +  F)  =  0 

(7) 
A,x'  +  (C,y,.  +  D,)^  +  {B,y/  +  E,y,  +  F,)  =  0. 

Sottraendo  queste  due  equazioni  1' una  dall'altra    dopo   averle 
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moltiplicate  risp.  per  A,  ed  A,  si  ottiene  l'equazione  di  1°  grado 
Ìd  X  (che  determinerà  il  valore  di  x^)  : 

|A.(Cj,i  +  D)  -  AtC,y(  +  D,)la:  +  [A,{Bì,ì»  +  Ey,  +  F) 
-  A(Biyi«  +  E,yi  +  F^)]  =  0 
dalla  qtiale  bÌ  deduce  subito  : 

,  _  (AB,-A.B)y..'  +  (AE.-  A.E)y,  +  AF,  -  A.F 
'  (A,0  -  ACi)y,  +  {À,D  -  AD,)  *  ^  ' 

Ifots  «d  EneroiMÌ. 

1.  Dimottrare,  con  ragioDaineuto  simile  &  quello  tf-nnto  all'art,  945,  ohe 
>c  U  dut  tguationi  a  eotfficitnti  reali  f(x  ,  y)  =  0,  ^(x  ,  y)  =  0  tono  loddU/allt 
dalla  eoppia  di  valori  x  =  a  +  hi,  j  =  t  +  ^h  "*'  tono  anche  lodditfaUe  dalla 
coppia  coniugala  x  =  a  — bi,  y  =  «  — pi. 

2.  Terìficare  la  eonpatibUità  del  eieteiDa  : 

6a:'-15xj/'-4c>  =  0 

a:»  +  y»  -  e  =  0 

qualunque  eia  il  valore  della  costante  a,  o  trovare  le  coppie  di  valori  di 
X  tià.  y  che  lo  rieolvono. 

8.  Qaanda  i  coefficienti  delle  funiioui  f(r. ,  y)  e  ^{x  .  y),  che  si  tuppon- 
gono  dei  Kradi  tn  ed  n,  hanno  valori  numerici  pariieolaTi,  pQÒ  accadere 
che  la  risaltante  B(y)  =  0  costruita  nel  modo  indicata  riosca  di  grado  in- 
feriore ed  mn.  Malgrado  ciò  ai  potrà  ancora  dire  clie  il  problema  /=0, 
«  =  0  ammette  mn  aoluiioni,  poiché,  so  il  )(rado  di  R(i/)  =  0  eia  diminaito 
di  (j.,  oiA  ei  può  spiegare  col  fatto  che  |i  delle  sue  eolntioni  aìano  dive- 
nate wfiniii.  Sia  infatti  : 

Aoy""*  +  Ay"~^  +  ...-*-  A„„  =  0  a) 

l'eqnatione  risnltante  generale.  Se  ael  caso  particolare  il  grado  della  (I) 
diminniache  di  jj.  nnità,  cioè  ee  A,  =  A,  =  .  .  .  =  A  ,  =  0,  l'eqnaiione  a  ra- 
dici reciproche  della  (1),  che  sarebbe  in  generale: 

A..»'"  +  A.„_,j""-'  +  . .  .  +  A,j  +  A,  =  0  (2) 

avrà  il  primo  membro  divisibile  pei  yV-,  cioè  avrà  [i.  radici  nulÌB. 

Si  deve  quindi  ritenore  che  la  (1)  abbia  anche  in  qnesto  caao  nia  radici, 
delle  quali  però  y.  siano  divenute  infinitamente  grandi. 

4.  liit«rpretando  geometricamente  x,  y  come  le  coordinate  eartesiana  di 
nn  punto  del  piano,  le  due  equazioni  /(z,  y)  =  0  ,  ^Cx,  y)  =  Il  ci  rappresen- 
tano due  curo<  generali  riap.  dei  gradi  «t  ed  n  ;  e  le  coppie  di  valori  di 
X,  y  che  le  soddisfano,  ci  rappreeentaDO  le  coordinate  dei  punti  Siyderie- 
xione  delle  due  curve. 

11  teorema  algebrico  stabilito  in  questo  $  ha  dnnque  per  ìntarpretasione 
geometrica  che:  dve  curve  aigibriche  piane  degli  ordini  m  ed  n  fi  incontrano 
in  generale  in  mn  punii.  Questi  tnn  pnnti  esistono  sempre  dal  punto  di  vista 
algebrico,  ma  possono  non  esistere  geometricamente  semprecha  le  loro 
coordinate  riescano  numeri  imaginari.  Si  dice  per  ciù  che  le  due  curve  si 
incontrano  sempre  in  mn  pnnti  r«ali  od  imaj^inori.  Questi  punti  potranno 
però  in  parte  trovarsi  anche   a    dittonta    infinita ,    corrispondentemente   a 
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qDfttito  si  è  notato  poco  f^  che  i  vftloti  di  «  ed  y  Boddisfacenti  al  pro- 
blema algebrico  debbono  in  alcuni  casi  rìteoersi  infioitameute  grandi. 

6.  Bi  dimostri  ctao:  se  dne  coniche  reali  in  uno  stesso  piano  s'incontrano 
in  punti  reali,  questi  sono  sempra  in  numero  di  due  o  di  quattro. 

6.  Come  illustracione  di  qnanto  si  è  detto  alla  Vota  8*  si  conaidariuo 
le  dne  equazioni  : 

x*  +  y*+T>x  +  Ey  +  F  =  0 

(a) 
a:»  +  y»  +  D,a  +  E,y  +  Pj  =  0 

che  si  deducono  dalle  eqnationi  gsnarali  dellWt.  lO'iiS  facendo  :  A=A|=B= 
B,=  l,  C^C,=0. 

Dalla  formala  (6)  di  quello  stesso  articolo  si  vede  subito  che  la  risul* 
tanta  B(v)  =  0  si  abbassa  in  questo  caso  al  secondo  grado. 

Questa  stessa  risultante  si  può  anehs  ottenere  più  speditamente  dedu- 
ceado  prima  dalle  (a)  mediante  aottrasione  l'equaKÌono  : 

(D,  -  D)x  f  (Ej  -  E)y  +  (Fj  -  P)  =  0  (g) 

e  soatitnendo  quindi  in  una  dalla  (a)  il  valore  di  x  ricavato  da  (P). 

Della  quattro  coppie  di  valori  «,  g  che  soddisfano  alle  (a),  due  si  ot> 
terranno  combinando  (^)  con  una  delle  (>)  e  saranuo  evidentemante  for- 
mate in  generale  da  valori  finiti  dì  z  ed  y. 

Le  altre  due  sono  quindi  entrambe  dalla  forma  xr^ce,  y=oo  ,  giacchi  i 
chiaro  che  anche  la  risultante  in  «  si  abbasserà  al  2"  grado,  cosicché  le 
soluzioni  infinite  delle  due  risultanti  dovranno  neoessariamente  accoppiarsi 

fra  loro.  Il  rapporto  -  =>— ,  che  apparirebbe  indeterminato,   ha   però   due 

valori  finiti  e  distinti,  corrispondenti  risp.  alle  due  coppie  infinite. 
Infatti,  dividendo  le  (a)  per  y',  esse  prendono  la  forma  : 

Vy/  ^y/  y         y         \yj 

e  queste  due  eqnasioni  &a  le  due  incognite  -  ed  -  sono  evidentemente 
soddisfatte  prendendo  : 

/«,  •  1 

+  1=0   ,       =0. 


0' 


Si  ha  dunque  per  le  due  coppie  di  valori  infiniti  di  «  ed  y  ohe  risol- 
vono le  (a),  rispettivamente  : 

7.  L'analisi  ora  fatta  dà  luogo  ad  una  interpre Iasione  geometrica  molto 
importante,  se  si  consideri  che  le  (a)  sono  le  aqnasionì,  in  coordinate  car- 
tesiane X,  t,  di  due  cerchi  qualunque  del  piano.  Si  vede,  che  dai  quattro 
punti  di  incontro  di  due  cerchi  qualunque,  aottanto  due  cadono  in  gene- 
rale a  distanea  finita,  che  vengono  segnnti  sui  due  cerchi  dalla  ietta  <^), 
il  COBI  detto  aiie  radicali  dei  due  cerchi.  Qli  altri  duo  punti  cadono  sem- 
pre a  distansa  infinita  a  aonn  sempre  «lì  stasai  comunque  si  scelgano  i 
dne  cerchi,  poiché  le  (7]  sono  indipendenti  dai  coefficienti  di  (a). 

Dunque:  tutti  i  ceroM  del  piano  passano  per  due  punii  fissi,  punti  ci- 
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§  7.0  —  Teoremi  di  Bésont  ■all'  elImlnasloDe 
fra  più  equazioni  con  altrettante  Inooirnlte. 

1023.  Sia  ora  proposto  il  BÌBtema  generale  di  tre  equazioni  con 
tre  incogulte: 

f{x,y,z)  =  0,<i{x,y,e)=0,^{x,s,z)  =  0  (1) 

i  cai  gradi  siano  risp.  nt,  n,  L 

Considerando  le  prime  due  equazioni  rispetto  alla  sola  varia- 
bile z,  si  potrà  da  esse  eliminare  questa  variabile  col  procedi- 
mento del  §  50.  La  risaliante  cosi  ottenuta,  che  designeremo  per 
brevità  con  (/,  f),  sarà  una  funzione  intera  di  grado  mn  rispetto 
allo  a;  ed  y.  Infatti,  se  f  =  paz"^  +  pjz"^'^  +  ... ,  ^^q^z"  +  qiz'*~^ +... 
sono  le  /,  7  ordinate  secondo  le  potenze  decrescenti  di  z,  in  ogni 
termino  della  risaltaate  (f ,  •?)  la  somma  degli  indici  delie  p,q 
è  costante  (art.  1012)  od  aguale  ad  mn.  Il  grado  di  (f ,  f)  nelle 
a;  ed  j/  non  pub  dunque  superare  ma.  È,  poi  chinro  che  esso 
non  può  essere  inferiore  ad  mn,  finché  le  (1)  abbiano  coefficienti 
letterali  gonoraii,  come  supporremo  d'ora  innanzi,  poiché  se  ci6 
accadesse  in  generale,  a  maggior  ragione  dovrebbe  accadere  nel 
caso  speciale  in  cui  f  e  <f  non  contenessero  che  a;  e  z.  In  questo 
caso  si  avrebbe  invece,  come  al  %  prec.  una  risultante  in  x  del 
grado  mn. 

1024.  Ciò  premesso,  per  risolvere  le  (l),  si  potrà  dapprima  eli- 
minare la  z  fra  queste  equazioni  combinate  due  a  due.  Si  otter- 
ranno cosi  le  tre  equazioni  : 

(f,f)^o  ,  (/,'!')  =  o  ,  (?,4')  =  o  (2) 

risp.  dei  gradi  mn  ,  mi ,  ni  nelle  sole  due  incognite  x  ed  y.  Si 
potrà  dipoi  eliminare  la  j/ da  quest'altime  tre  equazioni  combinate 
due  a  due  e  sì  otterranno  cosi  tre  equazioni  nella  sola  incognita  x: 

E.(a:)=((/',<f),(/'.*})=0  mKn.l 

Rj{a:)  =  Uf ,?),(?,  "t))  =  0  risp.  dei  gradi  m.n'.l         (3) 

E,(x)=  ((/, +)»(?,*))=  0.  m.n.l* 

Le  tre  funzioni  intere  Rj^x) ,  R,(a;)  ,  Rg(x)  ammetleranno  in  ge- 
nerale, cioè  finché  restano  del  tutto  indeterminati  i  coefficienti 
delle  (1)  come  sì  è  supposto,  un  massimo  comun  divisore  D(x}  il 
il  cui  grado  in  x  è  perfettamente  determinato  ed  i  cui  coefficienti 
sono  composti  razionalmonte  coi  coefficienti  generali  indeterminati 
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dello  (1).  Noi  chiamci-emo  questa  funzione  D(3:)  la  risultante  ri- 
spetto ad  X  dello  tre  equazioni  generali  (1). 

È  chiaro  che  le  equazioni  (3ì  hanno  come  conseguenza  neces- 
saria r  equazione  : 

J>{x)  =  0,  (4) 

poiché:  le  radici  comuni  a  più  equazioni  devono  annullare  sempre 
il  massimo  comun  divisore  dei  loro  primi  membri.  Dimostreremo 
fra  poco  che  la  funzione  D(a:)  è  precisamente  del  grado  vi.n.l; 
dopodiché  ci  sarà  agevole  concludere  che  il  sistema  (1)  ammette 
in  generalo  m.n.l  teme  di  valori  di  x,  y,  z  che  lo  risolvono. 

1 025.  Teorema  I.  —  Se  D(x)  è  la  risultante  delle  tre  equazioni 
f'K  ,Y,z)-0,  a^(x  ,  y  ,  z)  -  0  ,  (|((x  ,  y ,  z)  =0,  esìstono  sempre  delle 
funzioni  razionali  intere  fj  ,  Vi  i  "l'i  ''^We  ^  i  y  >  z  per  le  quali  si 
ha  identicamente: 

D(x)  =  fif +  ?,?  +  -}«,<}<.  (5) 

Invero,  per  il  teorema  dell'  art.  1009,  si  può  scrivere  primiera- 
mente : 

(r,4')  =  U'./'  +  V".<|<  (6) 

essendo  le  U  e  V  delle  funzioni  razionali  intere  delle  x,  y,  z  e 
dei  coefficienti  indeterminati  che  entrano  nelle  /',9j<J'. 

In  secondo  luogo,  poiché  le  R,{a;) ,  Rg{a;)  ,  Rj(a:)  si  costruiscono 
come  risultanti  delle  funzioni  (/',?),(/,<{'),{'?,  i)  combinate  due 
a  (lue,  si  ha  anche  : 

R,(a:)  =  H'  .(/,?)  +  K'  ■{r,Ìi) 

R.(x)  =  H".(r,<f)  +  K".(9,è)  (7) 

R,(x)=H'"-(r,^}  +  K"'-(9,4-), 

essendo  anche  le  E,  K  funzioni  razionali  intere  delle  x,  y ,  s  e 
dei  coefficienti  di  f ,  if  ,^. 

Ora  è  chiaro  che  sostituendo  le  espressioni  (6)  nelle  (7)  si  ha 
an   rienltato  della  forma: 

R,(a:)=U/+Vif?  +  W,<^ 

Rj(ar)  ^V/  +  Vj9  +  WjiJ»  (8) 

Ra(a;)  =  U/+V,7  +  W,<l;. 

Ciò  premesso,  per  dimostrare  il  teorema  enunciato,  basterà  an- 
cora far  vedere  che  la  funzione  intera  D(x),  definita  come  mas- 
simo comun  divisore  delle  Ilj(a:)  ,  R,(3;) ,  R3(a;),  si  può  scrivere 
tdeniicamente  ; 

Dix)  =  0,(3:). R,(a:)  +  Q,(x)''R,ix)  +  03(3;)  ■  Rj(a:),  (9) 

Capklli.  — /(fiVuiiont  ili  aitoliai  algebrica,  3.»   udii!.  78 
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essendo  le  Q^fx)  funzioni  razionali  intere  della  sola  x,  poiché  al- 
lora basterà  sostituire  in  (9)  le  espressioni  (8)  per  ottenere  D(ir) 
sotto  la  forma  enunciata  nel  teorema. 

Ora  in  effetto  l'identiià  (9)  è  una  conseguenza  immediala  dello 
stesso  algoritmo  che  serve  alla  ricerca  del  massimo  comun  divisore 
fra  dne  o  più  funzioni  intere.  Si  comincerà  infatti  dal  cercare  il 
massimo  comun  divisore  \[x)  dì  Il,(x)  od  R,(cc),  e  dalle  relazioni 
fra  l  restì  successivi  si  otterrà  appunto,  eliminando  i  resti  che  pre- 
cedono l(x),  una  identità  della  forma: 

con  0,  e  Oj  funzioni  intere  di  x.  Si  cercherà  quindi  il  massimo  co- 
mtin  divisore  D(a;)  fra  ^{x)  ed  'B.^ix) ,  e  sì  troverà  una  relazione 
analoga  : 

DW  =  «(«)■  ACa:)  +  »,(x)-E,(i) 

che  combinata  con  la  precedente  ci  darà  appunto  D(a:)  sotto  la 
forma  (9). 

1026.  Teorema  II.  —  La  ritultante  D(x)  delle  tre  funzioni  gt- 
nerali  f(x  ,  y  ,  z)  ,  ^(x  ,  y  ,  z)  ,  i}i{x  ,  y  ,  z)  ritp.  dei  gradi  m,  n,  1 
è  una  funzione  intera  di  x  del  grado  m  X  n  X  I- 

Per  dimostrare  ciò  premetteremo  I'  esame  del  casa  speciale  in 
cui  /",  9  ,  4  siano  il  prodotto  di  funzioni  di  primo  grado.  Porremo 
dunque  : 

/•bA,-Aj...  A„ 

<;=B,.Bi,.  ..  B„  (lOi 

^  =  C,-C,...Ci. 

essendo  le  A,  6,  C  funzioni  lineari  affatto  arbitrarie  delleir,  y,  i. 
In  tnl<ì  supposto  si  ha  evidentemente  : 

(f ,  o)  =.  (A,  ,  BJ(A.  ,  Bj)(Aj  .  B,)  .  .  .  =  n(A,  ,  B,) 

>J 
(/,  4.)  :=  (A,  ,  C,)CA,  ,  C,)(A, ,  C,)  .  .  .  =  n(A( ,  C;)         (Ut 

(5  ,  +)  -  (B,  ,  C,)(B,  ,  C,)(B,  ,  C,)  .  . .  =  BtB,  ,  Cj). 
<•] 
Di  qui  segue  ora,  mantenendo  per  le  R,(x) ,  Rj(a:)  ,  Rg(3;)  le  de- 
finizioni date  dalle  (3): 

R,(a;)  =  ll(A, ,  B, ,  C^)-  n  ((A^ ,  B,)fA^ ,  C»)) 

ish^  ' 

E,(«)  =  II(Aj,Bj,C,).n  ((A,,B^),(Bfc,C»))  (13i 

E3(a-)  =  n(Ai ,  B^  ,  CJ-II  (^(A, ,  C^) , (B^  ,  C,)) 
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dove  (A,  B,  Cj  indica  ta  risnitante  rispetto  ad  x  dello  Ire  eqna> 
zioni  lineari  A  =  0  ,  B  ::i  0  ,  C  =  0,  ed  ((A ,  B) ,  (L  ,  H))  làrisaltante 
della  eliminazione  di  y  fra  le  dne  equazioni  (A  ,B)=0,  <L  ,  M)=0 
che  contengono  solo  x  ed  y.  Nelle  (12)  gli  indici  i,  j ,  h,  k  pos- 
sono prendere  (atti  i  valori  possibili,  salvo,  per  i  secondi  prodotti, 
le  restrizioni  ivi  indicate. 

Ora  bì  riconosce  immediatamente  che  i  fattori  di  aoo  qnalanqae 
dei  tro  prodotti  : 

li  ((A,,B,1,(A,,C,))  ,   n   ((A, ,  Bj) ,  (B,  ,  C^)) 

Il  ({Ai,C;),(Bj,C»))  (13) 

sono  affatto  distinti,  in  generale,  dai  fattori  linear!  che  compon- 
gono gli  altri  duo.  Dalle  (1^)  risnlta  dunqae  che  il  massimo  co- 
mun  divisore  delle  funzioni  intere  R,(x)  ,  R,(3;) ,  BjCir)  è  dato    da 

-  D(a:)  =  II(A( ,  B^- ,  C») ,  (14) 

epperò  è  di  grado  m.n.l. 

Ciò  premesso,  sapponiamo,  se  è  possibile,  che  nel  caso  di  equa- 
zioni a  coefficienti  letterali  affatto  generali  contemplato  all'art.  1023, 
si  avesse  : 

R,(:r)=D(a:)Q,(ic)  ,  R,(a:)=D(a;)Q,(x)  ,  R,(a:)=DCa;)Q,(a:J     (15) 

e  che  il  grado  del  mnssimo  comun  divisore  Dfx)  superasse  il  pro- 
dotto m.n.l.  Poiché  le  (15)  sono  per  supposto  delle  identità,  valide 
qualunque  sieno  i  coefficienti  delle  /■ ,  o  ,  i}i ,  è  chiaro  ohe  esse  do- 
vrebbero sussistere  anche  quando  a.  questi  coefficienti  si  dessero 
i  valori  speciali  corrispondenti  al  sistema  speciale  (lOi.  Si  dedur- 
rebbe allora  dalle  (15j  che  le  funzioni  R,(a;)  ,  Bi(a:) ,  Rs(a:}  ammet- 
terebbero, anche  nel  caso  del  sistema  speciale  (l6),  un  massimo 
coiuuii  divisore  dì  grado  superiore  ad  m.n.l  contrari  amen  le  a 
quanto  si  è  sopra  trovato.  Ci  è  lecito  dunque  di  asserire  intanto 
che  il  massimo  comun  divisore  D(x)  riuscirà  in  generale  di  grado 
eguale  od  inferiore  ad  m.n.l. 

Ma  neanche  può  esso  riuscire  in  generale  di  grado  inferiore  ad 
m.n.l,  che  altrimenti,  specializzando  i  coefficienti  delle  f ,  f  ,^ia 
modo  da  ridurle  alla  forma  (IO),  il  massimo  comun  divisore  ge- 
nerale D(x)  si  dovrebbe  specializzare  in  modo  da  essere  il  pro- 
dotto dì  una  parte  soltanto  dei  fattori  lineari  che  compongono  II 
prodotto  IIIAf ,  Bj  ,  C^),  il  che  k  manifestamente  assurdo  presen- 
tandosi tutti  questi  fattori  in  modo  affatto  simmetrico  riguardo  ai 
fattori  lineari  A,  ,  A, ,  .  .  .  ,  B, ,  B^  , .  . .  ,  C,  ,  C, ,  .  .  .  nei  quali  si 
decompongono  per  supposto  le  /' ,  ij ,  i|i. 

Concludiamo  dunque  che  il  massimo  comun  divisore  generale 
D(a;)  è  precisamente  del  grado  m.n.l. 

1027.  Teorema  III.  —  Il  sittema  di  tre  equazioni  algebriche  con 
tre  incognite  dei  gradi  m,  n,  I,  ammette  in  generale  nuil  lialemi 
diatinti  di  eoluxioni. 
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QaeBto  teorema  è  nna  conseguenza  quasi  immediRta  di  qoAnto 
si  è  sopra  dimostrato.  Invero,  poiché  ogni  valore  di  x,  che  accop- 
piato con  opportuni  valori  di  y  e  2  risolvo  le  equazioni  propo- 
sto (I),  deve  soddisfare  in  generale,  come  si  6  ^ìà  notato,  all'e- 
quazione (4|  che  è  di  grado  mnl,  è  chiaro  che  per  x  si  avranno 
in  generale  soltanto  mnl  valori  possibili  e  che  per  consegnenza 
il  numero  dei  sistemi  di  solnzloni  del  problema  non  può  in  gene- 
rale snperare  mnl.  In  secondo  luogo  supponiamo,  se  è  possibile, 
che  il  numero  dei  eistemi  di  soluzioni  fosse  in  generale  ugnale  a 
k  e  che  fosse  k  <  mnl.  I  k  valori  di  x  soddisfacenti  in  generale  al 
sistema  sarebbero  radici  di  nn'eqaazione  di  grado  k  : 

a:*  -f  *,!*"'  -i-  (,x*-»  -f  .  .  .  -t-  (,  =  0  (15) 

i  cui  coefficienti  dovrebbero  essere  delle  funzioni  perfettamente 
determinate  dei  coefficienti  delle  tre  equazioni  fondamentati.  Ora 
specializzando  le  tre  equazioni  secondo  il  sistema  speciale  (IO), 
l'equazione  (15)  dovrebbe  essere  soddisfatta  soltanto  da  k  degli 
mnl  valori  di  x  definiti  dalle  mnl  equazioni  lineari  : 

(Aj ,  Bj  ,  CJ  =  0. 

Ma  cì&  è  assardo,  poiché  i  coefficienti  della  <15)  sono  composti 
simmetricamente  rispetto  alle  A,  ,  A^ , ...  ,  A„  e  cosi  pure  simme- 
tricamente rispetto  alle  B, , ... ,  B„  e  rispetto  alle  C,  , ...  ,  C,. 

1028.  I  teoremi  ora  dimostrati  sono  stati  stabiliti  da  Bézont  nel 
suo  trattato  fondamentale  sull' eliminazione  (*}  con  metodo  assai 
pili  laborioso.  La  nustra  dimostrazione  ha  il  vantaggio  della  mag- 
giore brevità  e  quello  di  dare  al  tempo  stesso  un  metodo  pratico 
per  la  costruzione  effettiva  della  risultante  D(a:)=0  mediante  sem- 
plici operazioni  di  divisibilità.  A  questo  proposito  dobbiamo  anche 
notare  che  la  specializzazione  fatta  nell'art.  1036  è  assai  istruttiva, 
in  quanto  da  essa  appare  che  le  tre  funzioni  (13),  cioè  i  tre  quo- 
zienti : 

R,(5)      R.(ar)      Rs(a:) 
b(x)    '  ì)(x}   ■   D(x)" 

sono  primi  fra  loro  due  a  due  nel  caso  speciale  del  sistema  (1) 
e  quindi  lo  sono  necessariamente  anchu  in  generale. 

Dunque:  il  massimo  comun  divisore  delle  tre  funzioni  Bi(x) , 
Rg(x)  ,  Rj|x)  per  il  sistema  generale  (1)  coincide  col  massimo  co- 
viun  divigore  di  due  qualunque  di  esse. 

Per  conseguenza:  la  risuìtante  delle  tre  equazioni  generali  Ì-0, 
c-0 ,  i^-O  altro  non  è  che  il  massimo  comun  divisore  delle  due 
funzioni  intere  di  x  : 

((f,?),(t,*))  .  ((t.9),C9,«)  (16) 

ottenute  eliminando  successivamente  dalle  tre  equazioni  le  altre  dtie 
incognite  z  ed  y. 

(*;  ìhiorii  ginéralt  de»  iquathnt  algébrigutt  (Paris,   1779). 
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1029.  Le  dimoBtrazioni  date  negli  articoli  precedenti  sono  di  in- 
dole gciiciale.  Il  metodo  può  dunque  estenderai  ad  un  numero 
qualunque  di  equazioni  con  altrettante  incognite.  Esso  può  tuttavia 
sempliHcars!  supponendo  che  gì  siano  gifi  date  le  regole  per  co- 
struire la  risultante  di  k  equazioni  Tra  k  incognite  e  dedneendone 
((uìndi  quella  dì  k+  l  equazioni  con  k+  1  incognite. 

Per  chiarire  questo  concetto  ci  basterà  aggiungere  qualche  altro 
cenno  Bulla  rìaoluzione  di  un  sietema  di  quattro  eqttazioni  : 

fra  quattro  Incognite  x,  y,  z,  t.  Trascurando  per  un  momento  una 
delle  (17>,  p.  es.  la  fi ,  resteranno  tre  equazioni  dalle  quali  si  po- 
tranno eliminare  col  metodo  già  spiegato  le  due  incognite  z,t, 
ottenendo  come  risultante  una  sola  equazione  T,=0  fra  le  due  in- 
cognite X  ed  y.  Combinando  ora  duo  a  due  le  quattro  equazioni: 

T,  =  0  ,  T,  =  0  ,  Tj  =  0  ,  T4  =  0  (18) 

cosi  dedotte  dalle  (17),  p.  es.  la  Tf  =  0  e  la  T^-  =  0,  ed  eliminan- 
done la  y  si  potranno  ottenere  sei  equazioni  : 

^i.j  =  0  (19) 

contenenti  la  sola  x.  Se  D(x)  è  il  massimo  comun  divisore  delle 
funzioni  Rj  j ,  tutti  i  valori  di  x,  che  congiunti  ad  opportuni  va- 
lori di  2/,  z,'  t  soddisfano  il  sistema  (1) ,  dovranno  essere  radici 
della  risultante: 

D(K)=0,  (20) 

e  si  dimostrerà,  in  modo  affatto  analogo  a  quello  tenuto  all'arti- 
colo 1025,  che  I>(a;i  sì  può  esprimere  identicamente  come  somma 
delle  f,  ,  fi  ,fs  ,  fi  moltiplicato  per  funzioni  intere  delle  x,  y,  2,  (. 
Ennncioremo  dunque  senz'altro,  come  segue,  ì  teoremi  di  Bézout 
sopra  il  sistema  di  un  numero  qualunque  di  equazioni  con  altret- 
tante incognite: 

Dato  un  sistema  generale  di  n  equazioni  f,  =0  ,  fj=0  ,  ...  ,  f„=0 
fra  R  incognite  x  ,y  , ...  ,t  riap.  dei  gradi  m^  ,  m,  , ...  ,  m„  : 

1°)  Esistono  in  generale  m,m, . . .  m„  sistemi  di  valori  delle 
incognite  che  soddisfano  a  tutte  queste  equazioni. 

2")  Esiste  una  funzione  intera  D(X)  delta  sola  incognita  x,  i 
cui  coefflcienti  sono  funzioni  razionali  dei  coefficienti  generali  delle 
f,  ,  fj  ,  .  .  .  ,  f„ ,  la  quale  è  del  grado  m,m^  . .  .  m„  in  x  ed  egua- 
gliata a  zero  dà  per  radici  i  valori  dell'incognita  x. 

30)  Esistono  n  funzioni  intere  9,  ,  Oj , ... ,  ?„  delle  x  ,  y  ,  ... ,  t, 
}ier  le  quali  si  ha  identicamente  : 

D{xì  =  ?,f, +9,f,-t-...-l-9„f„.  <2l) 

1030.  Noteremo  per  ultimo  che  dalle  n  equazioni  si  dedurranno 
in  generale  n— X  relazioni  della  forma: 

U  =  F,(x)  ,  Z  =  F.to  ,...,(  =  F„_,(j:)  ,  (22) 

dove  le  P  indicano  funzioni  razionali,  i  cui  coefficienti  si  dedur- 
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ranno  da  qaelH  delle  f\  ìft ,  •  •  ■  ,fu  con  semplici  operazioni  dì 
divisibilitft. 

Ciò  si  dimostra  con  facile  estensione  del  ragionamento  fatto  al- 
l'afC.  1020  per  il  caso  di  due  sule  equazioni  con  dae  incognite.  Se- 
gue dalle  (22)  che,  una  volta  risnhita  1'  equazione  D(x)  =  0,  non 
sarà  in  generale  necessario  di  risolvere  altre  equazioni,  poiché, 
trovato  un  valore  di  x,  i  corrispondenti  valori  di  y  ^z , ...  ,t  sa- 
ranno dati  dalle  (22)  die  potranno  divenire  iUusarìe,  cioè  dare  i 

valori  di  y  ,z  ,  .  .  .  ,t  a'>tto  la  forma  -,  soltanto  in  certi  casi  par- 
ticolari. 

Vote  ed  Eaercisi. 


a;  +  y  +  «  =  A  ,  a:*+  ff»  +  «*  =  B  ,  x*  +  jr*  +  2*  =  C. 

Biconoscere  ooma  in  questo  caso  1*  riaultante  rispetto- «td  on*  delle  in- 
cognite «ia  un  quadrato  esatto. 

2.  La  teoria  generale  esposta  risolve  anche  il  problema  di  trovare  la 
condÌEione  affiacbb  un  sietema  di  »  equazioni  con  sole  n  — 1  incognite  aia 
risolnbile  con  valori  finiti  delle  incognite.  Invero  questo  eifitema  sì  pc6 
sempre  considerare  come  un  sistema  di  equazioni,  degli  stessi  gradi  h,, 
fflj  ,  ...  ,  fra  n  ìnaognite,  introducendo  Attili ament e  una  nuova  incognita  ;; 
che  pntrei'à  però  al  grado  zero  in  ogni  equazione.  La  riiullante  costruita 
col  metodu  generalo  rispetto  a  quest'uhima  incognita  \  si  ridurrà  cosi  ad 
una  costante  che  dovrà  essere  nulla  qualora  il  sistema  proposto  sia  riso- 
lubile con  valori  finiti  delle  n—  1  incognite,  come  emerge  dalla  formola  (&) 
dell'art.  1025. 

8.  AI  sistema  di  n  equazioni  con  a  —  I  incognite  si  può  anche  sostituire, 
analogantente  a  quanto  aì  e  fatto  per  i  sistemi  lineari,  un  aistema  di  a 
equazioni  omogenee  fra  n  incognite;  pimendo  cioè  le  incognite  x,  y,  «,...,■ 

sotto  la  forma  --   ,  -^  ,  ...  ,   -*—   e  moltiplicando  quindi   ogni   eqaaaione 

per  x„  elevata  al  grado  dell'equazione. 

Supponiamo,  per  semplioità,  dì  avere  un  sistema  di  tre  equasioni  cita- 
genee  fra  le  tro  incognite  »  ,  ]/  ,  t: 

f{x,y,z)  =  0,f{x,y,e)  =  0,<^ix,!/,z)  =  O  d) 

risp.  dei  gradì  m,  ,  tn,  ,  m,  ,  e  costruiamo  il  determinante  : 

f,  f,  r,  I 
♦.  *,  *■  ! 

che  si  chiama  il  Jacobiano  delle  tro  funzioni  / ,  <p  ,  4*  i  composto  (cfr.  arti- 
colo 610)  colle  derivate  parziali  delle /,f,i^   rispetto   alle   tre   variabili 

Per  il  teorema  di  Ealero  (art.  612}  si  ha  identicamente: 
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Di  qal  emerge  ohe,  m  ti  liiltma  (t)  è  ritolubiU  con  valori  fiaili  e  non  tvUi 
nnlli  delle  K,  y,  z,  quetli  tieni  valori  dieono  anche  loddUfart  (art,  482)  l'e- 
quaiìone  7-0  (di  Rrado  m,  +  m,  +  mj-3  nallo  *,  j/,  i). 

Designando  con  F^,  ,  l^„  ,  "F*  ,  ...  «li  aggiunti  di  /„,?«,  ^J^  ...  nel  da- 
terminante  (2],  si  ba,  risolvendo  il  sistema  (S)  rispetto  ad  x,    l'identità: 

/.  ar  =  m/F^  +  m,?  *^  +  m^^W^ 

che  derivata  parzialmente  riapetlo  ad  x  ci  dà  (art.  690)  : 

3e-/„  +  J=  »ti/"^Fa,  +  tnjii^*^  +  nijtJt^T^ 

+  m/.  (F^)^  +  mg?  ■  («"^ì^  +  m,4.  ■  (T,)^ 

e  derivata  rispetto  ad  g  : 

+  mi/"-  (P«)^  +  "».?  ■  (*«)^  +  ^à  ■  {'' J,  . 
onde,  per  il  gistema  di  Valori  x,  y,  a  che  soddisfa  le  <I),  sì  avrà  : 
^■K  =  «/«F»  +  "««?«*.  +  %+»'^» 

a:-I,  =  m,f,F^  +  m^f^^  +  mg4',T^ 

Ha  per  m,  =  m,  =  m,  i  secondi  membri  di  queste  equaiìoni  si  aanaDano 
identicamente  (art.  4i!8-424)  ;  quindi,  poiché  almeno  nna  delle  X,  u,  i,  per 
es.  la  X,  ha  valore  diverso  da  sero  : 

I„  =  0  ,  Ij,  =  0  ,  I,  =  0.  (4) 

Questo  rÌHultato  si  generalizza  evidentemente  come  segue: 

Le  tolationi  di  un  tiitema  di  più  equationi  omogenee  e  dello    itttto    grado 

con  aUretlante  ineognìU  loddit/ano  anche  atte  egtiazioni  che  ti  ottengono  tgaa- 

gliando  a  sero  tt  derivate  parxiali,  rÌ$petto  a  ciatekedtma  intognita,  della  Ja- 

cobiana  del  tiiletna. 

4.  Si  suppongano  le  equazioni  CI)  di  secondo  grado  nello  J^ ,  y  ,  s.  Si 
costraiscano  le  equazioni  (i)  che  riusciranno  pare  del  secondo  grado.  Si 
hanno  coal  in  tutto  sei  equazioni  lineari  omogenee  fra  le  sei  quantità  ; 
7*  I  V*  '  **  I  3:y  ,  yz  ,  XX.  Eguagliando  a  sero  il  determinante  di  queste  equa- 
zioni si  otterrà   la  condizione  per  la  risolubilità  del  sistema  proposto. 

D.  Per  l'ulteriore  sviluppo  di  quanto  si  È  dimostrato  nelle  due  note  che 
precedono,  cioè  in  iapecie  per  quanto  riguarda  la  generalizzazione  del 
metodo  dialitìco  di  Sylveater  allo  scopo  di  ottenere  le  risultanti  di  più 
equazioni  con  più  incognite  sotto  forma  di  un  unico  determinante,  riman- 
diamo il  lettore  all'eccellente  trattato  del  Salmon  (traduzione  tedesca  di 
Fitdlery.    Vorietìingen  &ber  die  Algebra  der  Unearen  Snbtlitulionen. 

Bimandiamo  allo  stesso  trattato  (')  anche  per  quanto  riguarda  l'esten- 
sione a  più  equazioni  con  più  incognite  del  metodo  di  eliminazione  fon- 
dato sull'uso  di  funzioni  simmetriche  dei  siatemi  di  soluzioni.  Hon  pos- 
siamo però  esimerci  dal  dare  qui  alcuni  pochi  teoremi  fondamentali. 

6.  Sia  dato,  per  fissare  le  idee,  il  aistema  di  tre  equazioni  con  tre  in- 
cognite : 

f{x,y  ,z)^(ì  ,  a{x,y  ,z)^0  ,  ^{x,y  ,z)  =  0  (5) 

risp.  dei  gradì  m,  n,  l.  Sappiamo  (art.  1027)  che  esistono  in  generale  |ji=mnt 
(*)  Ovvero  alla  TMorit  de  rÉlimination  di  Faà  di  Brano. 
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di  BOluzioD 

i  che  ìndicherer 

^,,Vi,  z. 

i  3=i,  ,  ff,  ,  2,  ; . 

e  diciftmo  che:  te  it(x,  ,  J'i  ,  Zj  ;  ■  ■  •  :  X„  t  y„  t  Z  )   i  uta  fumìoite  ratio- 
naie  delle  (6)  limmelrica  riepetlo  ai  (i  gruppi  Xi  ,  7,-  ,  Zj  (*),  Ho  *■  può  im- 
j>ra  «jprimM'c  com«  tina  /unzione  raitoHale  dei  coefficienti  delle  f  ,  ^  ,  'ji. 
Invero  si  ha  per  1'  art.  ItSO  : 

Vi  =  FMi)  ,  Zi  =  F,(a;()  per  i  =  1  ,  2  , ...  ,  n , 

onde  si  pnò  scrivere  : 

*  =  *[x,  ,  P,(x,) ,  Fj(a;,)  ;  .  .  .  ;  x^  ,  Fi(x^)  ,  r,(x^)] , 

cosicché  la  ■&  ti  può  rappresentare  come  una  fuuiione  simmetrica  delle 
«,  ,  X,  ,  .  .  .  ,  «M  ,  cioè  delle  ji  radici  della  risultante  D(x)  =-  0  (art.  1024] 
delle  tre  equanìODi  (5). 

La  O  si  esprimerà  dunque  (art.  922)  coma  una  funzione  raiiosals  dei 
coefficienti  di  D(«),  e  quindi  anche  dei  coefficienti  di  /,  9  ,  i{i. 

7.  Siano  ora  date  fra  le  tre  incognite  x,  y,  z  qnattro  equacioni  : 

/ta:,y,z)=0,<f(x,s,s)=0,<|<(x,y,2)=0,x(a:,y,2)=0.         (7) 

La  condiziotie  necessaria  e  sufficiente  affinchè  questo  sistema  sia  riso- 
Inbile,  6  espressa  evidentemente  dall'  equatione  : 

ri'^i  >  Vi  >  "i)  ■  ySp=i  >  !/! .  3»)  ■  ■  ■  ti^f. .  j/n  »  ZiJ  =  0        (8) 

che  è  una  funsione  simmetrica  dei  ^  sistemi  di  valori  f,-  ,  yj  ,  z,  che  sod> 
disfacevano  allo  tre  prime  equazioni  (5).  Per  l'art,  prec.  al  primo  membro 
di  qoesta  equazione  ni  potrà  sostituire  una  funsioue  razionale  dei  coi-ffi- 
rienti  delle  /.?,'{'  e  della  jr  ;  od  i  coefficienti  di  y^  entreranno  evidente- 
mente al  grado  [i.  Dunque:  la  ritultante  di  m  equaxiimi  con  ni  — 1  incojuU 
è  una  /unzione  razionale  itilera  dei  coefficienti  delle  xu  equazioni,  la  quali  ri- 
tpetto  ai  coefficienti  di  una  delle  eguasioni  è  di  un  grado  eguale  al  prodotto 
dei  gradi  di  tulle  le  rimanenti. 

8,  Fra  gli  esempi  di  sistemi  particolari  di  equazioni  con  altrettante  in- 
cognite che  ammettono  un  nnmero  infinito  di  siatemi  di  solntioni,  è  im- 
portante il  seguente  : 

x'+yHe''+{a^x^-b,}/ì■c^^■^-d,){ax+^l/■^■•(^+ò)-.0 

a:'+y»-tz*+(aja:+6,y+CjZ+dj){cta:+gj/  +  72+8)=0  (9J 

a:*-i-j/*+zH{rtsa;+iijy+CjZ+dj)(ax+^y+72+5)=0 

Sottraendo  dalla  prima  equazione  la  seconda,  ovvero  la  terza,  si  ha: 

[(a,-(ig)3:T(6i-ftj)y+(c,-c,)2-l-<d,-rfì)l('JX-|-?y+-;z+S)=0 

[{a,  -(i,)a:+  (6,  -  63)?+ («i  -cs)z+{d,-da)]Caa;+  ■iJ/+^^-^Ò)=0 

d'  onde  emerge  che  tutte  le  possibili  soluzioni  del  sistema  (,9)  si  c'ompon- 

1")  dei  due  sistemi  di  valori  di  x,  jf,  s  che  soddisfano  alta  prima  delle 


(*)  Coaiochà  p.   es.  ; 

F(a:i ,  !/i  .  «1  ;  ^Cj  ,  y» ,  2s  ì  ...)=F(Xj  ,  y»  ,  z,  ;  x,  ,  j,  ,  e,  ; ...),  ecc. 


zo^o^CjOO^^Ic 


equazioni  (9)  ed  alle  dae  equaiiooi  di  primo  grado: 

(ai  -  a,)a!  +  (6,  -  6,)y  +  (e,  -  c,)z  +  (d,  -  d,)  =  0 

(o,  -  aj)a!  +  (6i  -  6,)y  +  (e,  -  e,)?  +  (d,  -  dj)  t^  0 , 

2")  dagli  infiniti  sistemi  di  valori  di  x,  y,  t  che  soddisfano  ^le  due 
eqnationì  : 

a*  +  y*  +  z*  =  0     ,     DW  +  pff  +  tz  +  S  =  0.  (10) 

Far  cE  =  ^  =  7  =  0,S  =  l  la  eqnaiionì  (9)  sono  quelle  di  tre  ■fora  qoali- 
BÌvogliano  in  coordinate  cartesiane  ortogonali,  e  la  seconda  delle  (10)  rap- 
presenta il  piano  all'infinito.  Si  Tede  dnnqae:  cbe  l' intersecìone  di  tre 
sfere  quali  sivoft  li  ano  si  compone  in  generale  di  due  soli  punti  isolati  e 
di  infiniti  punti  situati  in  un  cerchio  oomnne  a  tutte  le  sfere  dello  spaiio 
{r.trthio  imaginario  aWmJmito),  che  si  può  definire  come  intersesione  della 
sfera  s*  -|-  If'  +  >'  =  *^  oo'  piano  all'  infinito. 


CAMtLLi.  —  /(tifttitoni  di  onolut  algebrica,  8.*  odit. 
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CAPITOLO  XIV. 

TBASFOBMAZIONE   DELLE   EQUAZiONT. 

RISOLUZIONE  GENERALE   DELLE  EQUAZIONI 

DEI    PRIMI   QUATTRO  GRADI. 


§  1."  —  Tnwfomuwlone  1Ìd«u«  di  do»  vu-Ubile. 
TnuroTmkxioBtt  Uae»re  di  un'equaslone  ad  nD'IncognlU. 

1031.  Se  in  luogo  di  od  qaalBias!  valore  della  variabile  x  si 
prenda  il  valore  (ox  +  b)  :  {ex  +  d),  essendo  a,  b,  e,  d  qnattro  nn- 
meri  costanti  fissati  a  piacere  colla  sola  restrizione  che  ad-bc  sia 
diverso  da  zero,  ed  il  nuovo  valore  così  ottenuto  ei  indichi  cod  y, 
si  dice  che  sulla  variabile  z  si  è  esegnita  la  tratformazione  li* 
neare: 

ax  +  b 

y=^;Td-  <■* 

Quando  non  imponi  mettere  in  evidenza  te  doe  variabili  z  ed  y, 
questa  trasformazione  sì  rappresenta  anche,  più  semplicemente, 

col  simbolo  t^  .).  Questo  simbolo  si  può  anche  considerare 
come  un  simbolo  operativo  da  appl'carsi  alla  variabile  datrasfor 
marsi.  Pertanto  in  luogo  dì  (1)  si  scrivo  qualche  volta: 


'<  > 


Risolvendo  la  (1)  rispetto  ad  x,  si  ottiene  l'equivalente: 

cy  —  a        \    e    —al 

1032.  Qualunque  siano  i  valori  che  si  attribuiscono  ad  x,  ov- 
vero ad  y,  i  secondi  membri  delle  (1)  ed  (1)'  prenderanno  sempre 
nn  valore  finito  e  determinato  o,   al  pib,  un  valore  della  forma 

-r-  con  A  diverso  da  zero,  nel  qnal  caso  si  diri  che  a  quel  va- 
lore speciale  dato  all'nna  variabile  corrisponde  per  l'altra  II  va- 
lore (o .  La  forma  indeterminata  —  non  si  può  avere,  perchè,  se 
p.  es.  per  un  certo  valore  di  x  si  avesse  simultaneamente: 

oa:  +  6  =  0  ,  cx  +  d  =  0, 
Be  ne  dedurrebbe  od  —  &<:  =  0,  contro  il  supposto. 
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1033.  Supponendo  nella  (1)  nnlH  od  ugnali  ad  1  alenai  dei  coef- 
ficienti a,  b,  e,  d,  si  hanno  i  seguenti  tre  casi  particolari  di  traa- 
formazioni  lineari  : 

cioè: 

ff  =  a:  +  A,j/  =  fcc,y  =  — ,  (2) 

e,  reciprocamente,  è  facile  riconoscere  che  ogni  trasformazione 
lineare  (1)  si  pvò  ottenere  come  il  risultato  di  trasformazioni  di 
questi  tre  tipi  speciali  eseguite  successivamente. 

Ciò  b  evidente,  se  c=0;  poiché  in  questo  caso  la  {1)  sì  riduce  ad 

y  =  (-^Ja:+  (-7),  cioè  alla  forma:  j/  =  kx  +  h. 

Se  e  è  diverso  da  zero,  dividendo  per  e  11  numeratore  e  il  de- 
nominatore della  frazione  (1),  si  puè  dare  alla  trasformazione  (1) 
la  forma  : 


d'onde  appare  che  la  trasformazione  (1)  si  puè  ottenere  eseguendo 
successivamente  sopra  x  te  seguenti  quattro  trasformazioni  : 
1")  una  trasformazione  p  =  x  +  k,  per  h  =  -^, 

2°)  una  trasformazione  j/  =  — , 

30)  nna  trasformazione  y  =  kx,  per  k-^-fa, 
4")  ona  trasformazione  j/  =  a:  +  A,  per  A  =  a. 

1034.  Se  quattro  numeri  x,  ,  x^ ,  x^  ,  x^  si  sottopongano  ad  una 
stessa  trasformazione  li7ieare,  e  siano  yi  j  y»  t  Ya  i  Yt  '  corrispon- 
denti numeri  trasformati,  il  rapporto  anai-monico  dei  primi  è  u- 
guale  al  rapporto  anarmonico  dei  trasformati,  cioè: 

»i-^a     X, -Xa  ^  y.-ya  _  y,  -  yg 
X,  -  X^  ■  X,  -  X^       y,  _  y^   •  y,  -  y/ 

Invero  eie  è  senz'altro  manifesto  nel  caso  in  cui  la  trasforma- 
zione lineare  appartenga  ad  uno  dei  tre  tipi  elementari  (2).  Il  teo- 
rema sarà  dunque  vero  anche  per  una  trasformazione  ottenuia 
esegneodo  delle  trasformazioni  snccessive  di  questi  tre  tipi,  cioè 
appunto  (art.  1033)  per  una  qualsivoglia  trasformazione  lineare, 
e.  d.  d. 

1035.  Nei  §§  che  seguono,  noi  tratteremo  successivamente  di 
questi  tre  tipi  elementari  di  trasformazioni  lineari,  applicandoli  a 
quegli  n  valori  speciali  di  x  che  sono  radici  di  una  data  equazione 
del  grado  n,  allo  scopo  dì  studiare  le  proprietà  dell'  equazione 
trasformata,  cioè  dell'  equazione  che  ha  per  radici  gli  n  valori 
speciali  di  y  che  corrispondono  a  quegli  n  valori   speciali  di  x. 
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Kot*  «d  EscreixL 

1.  Se  S  6  T  sono  due  trasformaiioni  lineari,  la  trasforiuatione  lineare 
che  natee  dall'eiefj^ire  prima  la  trasformaiionB  S  e  poi.  sul  numero  coti 
ottennto,  la  trsaformaiione  T,  ai  eaol  dasipiare  col  prodotto  TS.  Verifi- 
care che  : 

(a    pWa    b\_{aa^-be    a6  +  pd\ 

(«B-  p-ìX<»<^-  ''c)=(aa+pc)(-rf>+3d)  -(Yo+8cKa6 +?d)- 


(a    b\      (1     a:c\/(bc~ad):c*    0\fO    IN/l     d:c\ 

\c  d}~\p  i  A     0     lAi  ojio  1  ;• 

6.  Terìficare  le  ngnaglianee  : 

av)=(?i)(??)(?s)(j  ?)(§?) 

Ci'  ?)=(?  S)(?  X  J)(s  ?)• 


4.  Dftlle  ultime  dae  Note  segae  evidontemeDt«  che:  ogni  Iratfor. 
Untar»  a  cùeffieierUi  rationali  Icoticehì  a,  b,  o,  d  >(  potranno  tempra  ritmert 

«•lari)    1   la    ri»ultaitt»   di    iTo^formanoni  lineari  del  tipo  y.-s—    e    dti   tipi 

ysx-fh  e(l7  =  kx,  opt  h  «  k  tono  «ttn«ri  ùtttrL 

5.  Verificare  ohe  : 

(s  ìHì  J)(o^  ?)(?  i)(è  ?)(s  ?)• 

6.  Se  BC-DA  =  1,  ei  pnù  ccrivere: 

/a    b\_fA    BWBc-Do    Bd-Dfc\ 
\c    d}~\C    D/yCa-Ae     Cfi-Ad/* 

7.  Se  a  e  «  sono  dae  interi  primi  &»  loro,  ai  pouono  sempre  determi- 
nare (art.  e&6)  altri  dne  interi  A,  C  tali  da  sverai  aC  — eA.  =  l.  Si  patri 
allora  scrìvere,  qualunque  siano  6  e  d: 

/a    b\_/A    a\/0    ad-cb\_/A    a\/ad-cb  0\/0  1      \ 

\c     dj-yc    e  Al     Cb-AdJ-yC     c)y      O       lAl     C6-Ad| 

1  sono  primi  fra  loro,  ma  sia  E  il  loro   i 
=  oS  ,  0  =  Y^,  si  potrà  scrivere  : 

e  ^)=(,i  ^)=(?  ^)(o  ?) 

leterminando  come  nella  Nota^prec.  A  e  C  in  moi 
1: 

/o    fc\_/A     a\/0    «d-Yfc\/5    0\ 

^c    dj -yc    yjyi    Cb-Adjyo    1/ 

D.gitizeceyG00glc 


8.  Se  a  e  e  non  sono  primi  fra  loro,  ma  sia  E  il  loro   massimo  comon 
divisore  e  sia  a  =  oS  ,  o  =  f^,  si  potrà  scrivere  : 


a  quindi  anche,  determinando  come  nella  Nota^prec.  A 
aversi  aC—^A  =  1  : 
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9.  Le  triMformaiioai  f  "  ,ì  per  le  quali  a  ,  b  ,  e  ,  d  sono  nnmeri  interi, 
SODO  di  j^rftnde  importanta  in  molte  queetionì.  Il  numero  intBco  n=ad-be 
■i  chiama  in  tal  oaso  1'  ordini!  della  trasformazione.  Dalla  dae  Note  che 
precedono  discenda  evidentemente  che  te  a  =  d^  PiPi  •  ■  ■  Pk  ^  Z'orditM  della 
trat/ormazione  dteompoito  nei  suoi  /attori  primi  p,  >  Pi  >  -  ■  ■  i  Pt  <  ""*  **  P"^ 
lempr»  eotuiderart  eomi  la  rirullantt  dtlle  k  trat/or, 


«  lra*/orma*ioni  di   ordina 


10.  La  trasformaiione   lineare  y  = ei   può   anche   rappreaentare 

em-\-  d 
mediante  la  lostitniione  lineare  omogenea  a  dna  variabili  (cfir.  art.  472)  : 

y,  =  aa;,  +  fta;,  ,  yj  =  ME,  +  (tej , 

purché  ai  ponga  y,  :  y,  ^  y  ,x,:x,  =  x. 

Coneiderando  le  cose  da  questo  punto  di  vieta  il  lettore  potrà  dedarre 
facilmente  il  teorema  della  Nota  che  precede  coma  caso  particolare  di 
quanto  si  à  già  dimostrato  (pag.  215,  Nota  11  e  12),  per  le  Boetìtuzioni, 
a  ooefQcienti  interi,  con  n  variabili. 

11.  Dalle  dimoBtraiioni  f;ià  fatte  (pag.  215,  Note  12  e  18)  si  dedorrà  poi, 
pel  caso  particolare  in  cai  il  modulo  della  soatìtntione  eia  ±  1,  ch£  ogni 
Irai/oraaiient  lineart,  a  eoiffieienti  interi,  di  ordine  ±  1,  (i  pub  oUenera  me- 
diante le  tre  Iraifor 


aO'(!?).(-j?> 


12.  Osservando  che  : 


(i;)=(?j)(j;)(?j).(-i;)(n)=(?j)(-s?) 

si  rÌ00D08cer&  facilmente  come  al  teorama  ora  enunciato  si  possa  anche 
dare  la  forma  seguente:  oj^ni  Irai/ormaiione  lineare,  a  eoeffieivUi  ùtttri,  di 
ordine  ±1  li  può  offenere  Titedtante  le  trt  Iratformazioni: 


§  2.°  —  Trasformazione  a  rodici  annientato. 

1036.  Detta  a;  una  qa&lnnqne  delle  n  radici  dell'  eqQazione  : 

aox"  +  aia^->  +  .  . .  +  a^jX  +  a„  =  0  ,  (1) 

ci  proponiamo  di  costruire  un'altra  eqnazione  dello  stesBO  grado 
le  cai  radici,  che  chiameremo  y,  siano  legate  alle  radici  di  a;  del- 
la (1)  da  ana  relazione  della  forma: 

y  =  x  +  k  (2) 

dove  k  è  ana  costante  fissata  a  piacere, 
la  altri  termini,  se  oc,  ^,  -j, ... ,  k  sono  le  n  radici  di  (1),  si  vaol 
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costraire  un'altra  equazione  le  cai  radici  siano  a-ik,  ^+k, .,.,'iAl, 
cioè  siano  eguali  alle  radici  di  (1)  aumentate  di  una  stessa  qiiac- 
tità  data  k. 

Potendo  però  k  essere  nn  numero  qualunque,  la  trasformazio- 
ne (2)  non  differJBce  sostanzialmente  dalla  trasformazione:  ^=x-A, 
che  risoluta  rispetto  ad  a;  dà  : 

x  =  y  +  h.  (8) 

Ora,  posto  per  brevità  : 

/(a:)  =  (loa:"  +  a^x'''^  +  ..  .  +a„_jX-\-a„,  (i) 

BOBtltaendo  in  (1)  in  luogo  di  x  la  sua  espressione  (3),  si  ha: 

Aff  +  ft)  =  o, 

cioè  (art.  503)  : 

È  questa  nn'  equazione  di  grado  n  nell'  incognita  !/;  ed  i  ap- 
punto la  trasformata  richiesta  (a  radici  diminuite  di  h)  dell'equa- 
zione f(x)  =  0. 

1037.  La  determinazione  pratica  del  coeCBcienti  della  equazione 
trasformata  importa,  come  si  vede,  di  calcolare,  data  la  {unzione 
f{x)  ed  un  ceno  numero  h,  i  valori  dei  quozienti: 


m.f^v^CM^*... 


(5) 


m, 


Questo  calcolo  si  fa  nel  modo  piti  vanUggioso  mediante  il  se- 
guente procedimento  dovnto  ad  Borner. 
Si  coatruitca  il  quadro: 


Og    b,    b, .  . .  b,^     b„.,    b„_j    b„ 
a^    e,    Cj...c„_,    c„_t    c„., 
Af,    d,    d( .  .  .  d„.,    d„_. 


cominciando  colto  tcrivere  nella  prima  orizzontale  i  coejpdenW 
«0  ,  a,  , .  . .  ,  a„  della  funzione  propotta  f(x).  Dopo  ciò  si  formi  la 
seconda  orizzontale  scrìvendo  per  primo  termine  a,  e  calcolai>ào 
i  tuccestivi  termini  b,  ,  bj  ,  .  .  . ,  b„  coito  regola  che  t*»  femtt»' 
qualunque  si  ottiene  moltiplicando  il  precedente  per  b  ed  aggivn- 
gendo  al  risultato  il  termine  della  prima  orizzontale  che  si  trota 
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ol  disopra  del  termine  cercato.  Si  formino  colla  atessa  regola  le 
altre  orizzontali  [cosicché  p.  eg.  per  la  quarta  linea  oriezontale  si 
avrà:  d,  =  d,_,h  +  C()  coll'avvertenza  che  il  numero  dei  termini  da 
calcolarsi  per  ogni  orizzontale  va  diminuito  ogni  volta  di  un'unità. 
Fatto  ciò,  gli  ultimi  termini  delle  successive  orizzontali,  a  comin- 
ciare dalla  seconda,  saranno  appunto  i  valori  cercati,  dot: 


f(h)  =  b.,f(h)  =  o..,,^  = 


fl'l(h) 
■■'    In     ° 
Cosi,  ad  eBempio,  se  sia  data  la  funzione  : 

e  6f  vogliano  calcolare  1  valori  di  /(-2) ,  ^(—2) , . . . , 
costruire  il  quadro  segnente  : 

0        4         -5      6 


-12 


-37 
-H7 


onde  si  concluderft  : 

A-2)=80  ,    /-(-2)=-lI7  , 


/"(-21 .. 
L2 


r"(-2)_ 


1038.  È  facile  dar  la  ragione  di  questa  regola.  Partendo  infatti 
dall'  identità  (art.  505;  : 


rt«)  =  «»)  +  (»; -J)^'+(>! - 


li-'"'")  4. 


si  vede  che  fXh)  è  il  resto  della  divisione  di  f(x)  per  x—h,  e  clie 
il  quoziente  di  tale  divisione  b 

-Q-  +  («  -  »)-j|-  +  («  -  "J'-jJ-  +  .... 

Se  questo  quoziente  si  divide  ancora  per  x-h,  si  Tede  che  il 
resto  sari  - —  e  che  il  qooziente  sarà: 


-»,™  +  ,«_.y 


.rm. 


il  quale  diviso  per  x-h  dari  a  sna  volta  il  resto  - 


via.  I  namer!  cercati  f\.h) 


.  si  possono  donqne  tro- 


vare come  resti  snccessivi  della  divisione  ripetuta  di  fix)  per 
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x  —  h.  Ora  ciò  ai  fa  appunto  col  quadro  (7),  il  quale  non  6  altro 
che  il  risultato  dell'applicazione  ripetuta  della  regola  di  Rnfflni 
(art.  491  e  492)  per  calcolare  i  coefficienti  del  qnoziente  ed  il  reato 
della  divisione  di  una  funzione  intera  per  x-  h. 

Cosi  si  Tede  clie  og  ,  b^  ,  b,  ,  ...  ,  6„_,  sono  appunto  i  coefficienti 
del  primo  quoziente  e  cbe  b„  è  il  primo  resto.  Similmente  si  vede 
che  dividendo  il  primo  quoziente  per  x  — A  si  otterrà  un  secondo 
quoziente  cbe  avrà  appunto  per  coefficienti  i  nameri  og  ,  e, ,  e, ,..., 
Cn-i  ^  P^r  resto  fi  numero  c„_,  dati  dalla  terza  orizzontale  del 
quadro.  Sarà  dunque  c„_,  =  rih),  e  cosi  di  seguito. 

1039.  Nella  trasformata  dell*  equazione  fix)  —  0  data  dalla  for- 
mola  (5)  il  coefficiente  della  potenza  y"'*  della  nuova  iocognìtay 


potrà  dunque  fare  in  modo  che  I'  equazione  trasformata  manchi 
del  termine  contenente  una  data  potenza  y"'*,  determinando  la  co- 
stante h  in  modo  da  soddisfare  all'  equazione  : 

/■("-*'(*)  =  0. 

Essendo  questa  un'equazione  di  grado  f  in  A,  è  chiaro  cbe  tale 
determinazione  si  potrà  fare  in  generale  in  i  modi  distinti. 

1040.  In  particolare  per  far  sparire  nella  trasformata  il  termine 
in  ff"~',  basterà  risolvere  un'equazione  di  1°  grado,  che  si  otterrt 
immediatamente  ponendo  nella  (1)  a:  =  ^  +  A  e  ordinandone  lo  svi- 
luppo secondo  le  potenze  di  y.  Si  trova  cosi  : 

iio(y+A)''+o,{y+A)'*-*+  ...  4a„=^<ioy"-KnaoA+a,)y"-»+  ...  =0. 

Basterà  dunque  prendere  A= -,  perchè  l'equazione  {I)  si  trsi- 

nof, 
formi  in  un'altra  mancante  del  secondo  termine. 


1.  Tiaafonuftre  l'eqiia*ion«  ix*—Bx*  -|-  &c  +  fi  =  0  in  un'  altn  mancute 
del  sMoudo  termine. 

2.  Biiolvera  1' eqnaiione  del  Bacondo  ftrado  ridacendolo  alla  forma  bi- 
nomìa  mediante  la  trasforma  e  ione  a  radici  aumentate. 

8.  St  ((t)  =  0  è  un'  equaxiont  la  cui  prima  derivata  Ita  tutte  le  tue  radia 
eguali,  il  primo  membro  f(z)  i  ntetttariameKte  della  forma  : 

f(x)=.(ax  +  b)»  +  o. 

Si  dimostri  ciò  facendo  vedere  ohe,  netripoteei  fatta,  requacioDe/{')f^ 
■ì  può  ridurre  alla  forma  bìnomia  mediante  una  traeformaiioDe  a  raJiu 
aumentate. 

4.  Trovare  la  candìaione  cai  debbono  soddisfare  i  coefficienti  dcH'eqn*- 
tione  di  quarto  grado  a^_  +  a^x*  +  a^>  +  a^  +  a,  =  0,  affluahè,  mediwiM 
una  trasformatìone  a  radici  aumentate,  essa  prenda  la  forma:  oLE'ipx'+T^ 
equivalente  ad  on'equasione  di  secondo  grado. 
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§  3.0  —  TraHrormastone  a  radio!  miiltlpte.  —  Determinazione 
delle  radici  railonall  di  an'  eqnailone  a  coefficienti  ra- 
■looall. 

1041.  Si  voglia  ora  costruire  tm'eqaazIODe  che  abbia  per  radici 
le  radici  x  dell' equazione  data: 

a^  +  o,a:""'  -f  . .  .  +  a„_,x  +  a„  =  0  (1) 

moltiplicate  per  uno  steeso  numero  costante  k  dato  ;  cosicché,  se 
bì  indichi  con  y  una  radice  dell'equazione  cercata,  si  dovrai  avere 
la  relazione  : 

y  =  ter.  (2) 

Di  qui  8i  deduce  «  =  ^i  onde,  sostituendo  ci6  in  (1),  si  ha: 

-©" -ar- -"-©-" =° 

e  moltiplicando  per  k"  : 

oo!/"  +  trt,y"-»  +  k^a^"-*  +  . .  .  +  fc""'a,_,y  +  k''a„  =  0.       (3) 

È  questa  appunto  l'equazione  trasformata  cercata.  Gli  n  valori 
di  y  cbe  la  soddisfano,  saranno  eguali,  in  virtb  della  relazione  (2), 
alle  radici  a  ,  ^  ,  -f , . .  .  ,  a  della  proposta  tutte  moltiplicate  per  k, 

1042.  Mediante  questa  trasformazione  ogni  equazione  a  coeffi- 
cienti razionali  si  può  facilmente  ricondurre  ad  un'equazione  a 
coefScientt  interi  col  primo  coefficiente  uguale  all'unilfa.  Suppo- 
nendo infatti  (come  è  sempre  lecito,  potendosi  moltiplicare  sempre 
il  primo  membro  per  il  massimo  comun  denominatore  dei  coeffi- 
cienti) che  l'equazione  proposta  sia  stata  glA^ridotta  alla  forma  (l) 
con  coefficienti  tutti  interi,  basterà  eseguire  la  trasfoi-mazione  (2) 
per  i  =  «a ,  cioè  prendere  : 

y  =  Ogx.  (a) 

Si  ottiene  cosi  l'equazione  analoga  alla  (3),  (k  =  a^): 
"aH"  +  <»i''i»''"'  +  V^iff""*  +  .  ■  ■  +  ««""'«n-iV  +  <^i)"<*o  -  0 
e  dividendo  il  primo  membro  per  a^  : 

y"  +  <i,y"-'  +  «oaiff"-*  +  .  . .  +  a»-*a„_^y  +  «(,—><»„  =  0. 

che  ha  appunto  tutti  !  coefficienti  interi  ed  il  primo  coefficiente 
uguale  all'  unitJi. 

Poiché  la  formola  di   trasformazione    (a)    fa   corrispondere   ad 
ogni  valore  razionale  di  x  un  valore  razionale  di  y,  cosi  sì  vede 
che  la  ricerca  delle  radici  razionali  (se  ve  ne  tiano)  di  un'equa- 
zione a  coefficienti  razionali    si  può   immediatamente   ricondurre 
CapuIiI.  —  /«tifuxfont  di  analiti  algebrica,  8.*  ediz.  76 
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alla  ricerca  delle  radici  razionali  di  un'  equazione   a   coefficienti 
interi  col  primo  caefficienle  uguale  all'unità. 

1043.  Ora  quest'ultima  ricerca  si  può  sempre  espletare  medianlc 
un  numero  limitato  di  tentativi  {cfr.  ancbe  l'art.  395).  A  wle  og- 
getto cominciamo  dal  dimostrare  che  un'  equazione  a  coefficienti 
interi  col  primo  coefficiente  uguale  all'unità  non  può  avere  radici 
razionali   che  Mon  siano  proprio  intere. 

Invero,  bo  esiste  un  valore  frazionario  di  j/  ,j/=  -  (r  ,s  interi 
primi  fra  loro)  che  soddisfi  l'equazione  a  coefBcienti  interi  : 

y"  +  ?i!/"'"'  +  9»!/"'*  4-  ■  -  .  +  ?„.,!/  +  ?„  =  0 , 
bì  dovr&  avere  : 

;s-  +  ?i  73=1  +  9.  ;;r:i  +  ■  •  ■  +  «»-i  J  +  «n  =  0 

e  moltiplicando  per  »""•  : 

~  +  [q,r'-^  +  qtr"-*s  f  . ..  +  «n.i*-*""*  -(-«n'""']  =0, 

dove  la  somma  chiusa  in  parentesi  è  un  numero  intero,  il  che  6 
UBsurdo,  essendo  per  supposto  r  ed  s  interi  primi  fra  loro. 

1044.  Così  tutto  è  ricondotto  a  determinare  (se  ve  ne  siano)  lo 
radici  intere  di  un'eqnitzionc  a  coefficienti  interi: 

ff"  +  Jiff""'  +  ff^y""*  +  •  ■  •  +  Sn-lff  +  ?n  =  0,  (?) 

Dì  qui  si  cava  : 

"*  +  «*?""■'  +  .  ■  .  +  g„.iy) 

9«  =  -  V('j"~^  +  ?!»"'*  +  7»»"'"  4- .  - .  +  ff^i). 

Se  ora  j/  sia  un  numero  intero,  la  quantità  fra  parentesi  nel  se- 
condo membro  sarà  evidentemente  un  intero,  onde  questa  ngna- 
glianza  ci  dice  che  se  y  è  itn  numero  intero  $oddiefacente  all'e- 
quazione (f),  esso  sarà  un  diviso7-e  esatto  dell'intero  q„. 

Basterà  dunque  prendere  in  esame  tutti  i  divisori  interi  positivi 
e  ncf^ativi  del  numero  $„.  Qut^Ili  di  essi  clic  sostituiti  nel  primo 
membro  di  (3)  l'annullano,  ci  daranno  tutte  le  radici  razionali  del- 
l' equazione  (p). 

1045.  Come  caso  particolare  della  trasformazione  a  radici  mul- 
tiple Bt  ha  la  trasformazione  a  radici  eguali  ma  di  segno  contra- 
rio. Quest'ultima  equivale  infatti  a  trasformare  1'  equazione  pro- 
posta in  un'altra  le  cui  radici  siano  eguali  a  quelle  della  proposta 
moltiplicato  per  (—1).  Ponendo  dunque  nella  (3):  k=—l,  si  vede 
che  :  se 

BoX"  +  aix""'  -I-  ajx"~'  -l- . . .  -F  a„  =  0 
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eia  un'  equazione  qualunque,  la  sua  trasformata  a  radici  eguali 
ma  di  segno  opposto  sarà  : 

t^y"  -  a,y"-i  T  a^y'-ii  -  ajy"-^  +...+(_  i)''a„  =  0. 
Vote  «d  Eieroisi 

1.  Dednrre  iroritario  per  la  parità  o  diapatità  de)  numero  delle  radici 
ueg-ative  di  un'equazione  a  coefficienti  reali  da  quello  già  dato  all'art.  721 
per  le  radici  positive  mediante  la  tra  sforni  ai  io  ne  a  radici   uguali    ma   di 

1  2 

2.  Trasformare  l'equaBione  x*  —  -x'  +  -x'  +  10  =  0  in  un'altra  a  coeffi- 


Sx*  -  123!*  -  5x'  +  20  ^  0. 
i.  Troraro  tutte  le  radici  dell'  equazione  : 

a:*  +  X*  -  2ai*  +  4a:  -  24  =  0. 

B.  Mostrare  come,  all'oggetto  di  far  sparire  i  coefficienti  frazionarli  di 
un'equazione,  possa  essere  opportuno  di  applicare  la  trasformazione  y=,hti, 
anzicbà  moltiplicare,  come  si  fa.  ordinariamente,  tutta  l'equazione  pel  mi- 
nimo comun  denominatore  dello  frazioni. 

fi.  Per  abbreviare  i  tentativi  da  farei,  secondo  quanto  si  è  visto  all'ar- 
ticolo 1044,  por  determinare  tutte  le  radici  intere  dell'  equazione  a  ooeffl- 

x"  +  a,a:''">  +  o,x""*+  . .  .  +  o„_,a:  +  a„  =  0,  (1) 

f;iuverà  servirsi  del  seg;Dente  procedimento  di  Ntviton  conosciuto  col  uomo 
di  mtiodo  dei  divUori. 

Se  a  è  una  radice  intera,  Pullimo  coefficitnli  ft^  dtv'eiirre  diiAiibìU  per  a. 
Si  aggiunga  al  guoxitnle  così  ottenuto  il  numera  a„_,  ;  la  tomma  dev'  fiere 
diexiibile  per  a..  Aggiungendo  a  questo  nuovo  quoziente  il  mimerò  a„_,  anche 
quella  lomma  dev'eiiere  diviiibile  per  a,  e  coti  di  teguito.  Quando  per  ultimo 
ti  lia  aggiunto  il  numera  a,,  la  lonitna  ottenuta  dev'etiere  diviiibile  per  a.  ed 
it  quoziente  dev'eiiere   —1. 

Dovendosi  quindi  esaminare  un  corto  intero  a  per  riconoscere  se  esso 
sia  o  no  radice  dtll'equaiiono,  esiio  si  dovrà  abbandonare  appeaachè  qual- 
cuna dello  sopraddette  condizioni  non  sia  soddisfatta.  So  sono  tutte  sod- 
disfatte, it  numeto  a  sarà  radice. 

Par  dimostrare  quanto  si  è  asserito,  cominciamo  dal  notare  cliu,  se  a  à 
radico  intera  della  eqnasiiono  <1),  il  primo  membro  di  (1)  ai  può  porre  iden- 
ticamente eotto  la  forma; 

{X  -  a){3^-*  +  p^x"-*  +  i)^x"-^  +  ..  .  +i'„.,), 

dove  i  numeri  Pi  ,p,  ,  ■  ■  ■  ,  i>n_,  sono  interi  e  legati  dalle  relazioni  ; 

Pi^K-i^  +  a*.  (2) 

corno  segue  dalla  regola  di  Bnffini  (art.  491).  I  numeri: 

-  ajj,  ,  -  aj),  , . . . ,  -  ap„_, 

che  indicheremo  brevemente  con 
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—  696  - 
■uanno  dnoqtt»  del  p^ri  numeri  interi  e  lej^ti  dalle  reUiioni  : 

c,_i  =  -7  +  0,-1 


a        "^^  '    \a         "Va 
e  quindi  anclie  i  nnmerì  : 

a       Va         "^  Ja 
come  si  era  asserito.  L' ullimo  iti  questi  quutìenti  avendo  l'espressione: 

— =  +  -?^  +  ...  +  —  , 

■e  ai  ferifica  che  esso  ha  il  valore  —  1,  sarà: 


d' onde  moltiplicando  per  a'  : 

a"  +  a^cC~^  +  . .  .  +  a„_,a  +  a„  ^  0 , 

cioA  a  earà  proprio  radice  dell'  equazione  (1). 

7.  l  tentativi  per  riconoscere  se  an  numero  intero  x  sia  radica  dell' s- 
qnasione  a  coefficienti  interi  : 

f{x)  =  a^a^  +  a^a^  "•  +  ...+  a„_ia:  +  «^  =  0 ,  (a) 

si  possono  nnche  abbreviare  servendosi  del  seguente  criterio:  «e  l'inffro  i 
i  radice  dell'tqHaziont  (tt),  il  numera  x  —  1  tara  un  dicimre  aatlo  del  numtra 
ae-l-a,-!-a,-l-..,a„  ed  il  numero  x+l  un  ili'vitore  staffa  lii  ag'a,  +  a,—a,+... :l:a„. 
Infatti ,  9C  1'  intero  x  ò  radice  di  (a;  ed  A  un  intero  qualunque  ,  si  ha 
(cfr.  art.  491)  : 

-  m  =  («  -  ft)[ao^"~'  +  («oft  +  a,)a:''-*  +  .  ■  ■] 

dove  il  secondo  fattore  è  evidentemente  un  numero  intero.  L'intero  x-lt 
sar&  dunque  un  divisore  di  /(A)  ;  e  di  qui  segue  appunto  il  criterio  sopra 
'  ,  prendendo  in  particolare  A  =  I  ovvero  A=  — 1. 
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§  4.0  —  TrasformasloDe  a  radio!  reotproche. 
Equazioni  reetproohe. 

1046.  La  trasformazione  a  radici  reciproche  coasfste  nel  co- 
Btmire  1'  equazione  che  ha  per  radici  i  valor!  inversi  di  quelli 
delle  radici  della  data. 

Si  porrà  dunque  la  relazione  : 

V  =  -    ,    d'onde  :  x=~  ,  (1) 

coaicchè,  sostituendo  nell'  equazione  data  : 

a^x'*  +  a,a:"~'  +  .  .  .  +  a„_,a;  f  o„  =  0  ,  (2) 

,ue...  diverrà:  ,(.  .^  ^.  ^  i«,- 

e  moltiplicando  per  y'*  si  cambierà  nell'equazione  irasformata: 

a^y"  +  "n-iy""'  +  .  .  .  +  OiS  +  Oo  =  0.  (3) 

Dunque:  per  dedurre  dall'equazione  data  l'equazione  trasformata 
a  radici  reciproche,  basta  capovolgere  in  essa  l'  ordine  dei  coeffl- 
cienti, 

1047.  La  trasformqzitne  a  radici  reciproche  fa  vedere  in  qnal 
senso  si  possa  dire  che  l'equazione  del  grado  n  : 

Oa;"  +  Oa;""'  +  .  .  .   I-  a^a:"-*  +  a„.,a:""V'  -\-  a„  =  0    ,    Oj,  ±  0 

ha  k  radici  uguali  ad  t» .  Invero  l'equazione  a  radici  reciproche: 

a^x"  +  fl^.i^""' +  .  .  .  -t  Oa;  +  0=0 

ba  evidentemente  k  radici  ugnali  a  zero. 

10i8.  Come  uiile  applicazione  di  questa  trasformazione  note- 
remo che,  so  nelle  formole  di  Newton  (art.  916)  sì  scarnili  dap- 
pertutto (((,  con  o,, ,  a,  con  n„.,  ,  a^  con  n„., ,  ecc.,  il  vii  loro  eli 
S^  die  se  ne  deduce,  anziché  ad  i"  +  'f*  +  .  . .  i-  X* ,  aura  u<fuaIo 

ad( 

Se  dunque  poniamo  : 

S_»  =  a"*  +  ?-*  +  ...  +  r*, 

si  deducono  immediatamente  da  quelle  formolo  quest'altre  : 
a«S-i  +  ««-1  ^  0 
a„S_,  +  o„_i9_i  +  2a„_,  =  0 
«„S_j  +  a„_,S_,  +  o„_,S_i  +  3a„_j  =  0 


nì/H?)"  — (ì)'- 
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che  serviranno  GÌmilmcntG  al  calcolo  snccessivo  delle  somme  sem- 
plici ad  indice  negativo  S_,  ,  S_,  ,  S.j  , . . . . 

1019.  Pub  accadere  che  l'equazione  trasformata  (3)  coincida  eoa 
l'equazione  (2)^  in  tal  caso  si  dice  che  la  (3)  è  un' eqaaziont 
reciproca. 

Per  l'identitii  delle  due  equazioni  (2)  e  (3)  dovendo  aversi: 

si  faa  primieramente  la  condiziono  ai^-.a^^a^-.a^,  cioè: 

a,,^  =  «0*,  d'onde  a„-± a^. 

So  a„=a(, ,  le  (4)  ci  danno  poi  evidentemente:  o,^i=(ii ,  o„_j=''i  i— ì 
se  invece  «„=—«„,  le  stesse  (4)  ci  danno  d„_i=— «i  t  (i„_i=— «u-— 
Si  hanno  dunque  due  classi  di  equazioni  reciproche,  cioè: 

A)  le  equazioni  in  etti  tono  uguali  i   coefficienti  dei  termini 
equidiatanti  dagli  estremi; 

B)  le  equazioni  in  cui  i  coefficienti  dei   termini  equidistanti 
dagli  estremi  sono  uguali  ma  di  segno  opposto. 

1050.  È  chiaro  che  nelle  equazioni  della  classe  (B)  la  somma 
di  tutti  ì  coefficienti  è  uguale  a  zero.  Per  conseguenza  esse  sono 
soddisfatie  quando  in  luogo  di  x  si  sostituisca  il  valore  1;  onde 
il  loro  primo  membro  6  divisibile  per  (a;  -  1),  cioè  della  forma: 

(X-  iXboX"-'  +  b,x"   ^+  ...  i-  fc„_,). 

Identificando  questo  prodotto  co]  primo  membro  di  (2),  si  ot- 
tiene : 


K-x  =  '*«■ 

Pcrtimlo  l'equazione  residua: 

l>„x"''  +  b^x"~*  +...  +  &„.,  =0, 

che  dev'essere  evidenicincnlc  reciproca,  apparterrà  alla  claEsse  (A). 
Le  equazioni  della  classe  (B)  sì  riconducono  così  a  quelle  della 
classe  (A).  Quanto  n  qui.'St'ultime,  se  esse  sono  di  grado  disparì, 
Il  loro  primo  membro  sarà  csatianienie  divisibile  per  a;  1 1,  poiché 
dall'  essere  uguali  t  coefficienti  equidistanti  dagli  estremi  segue 
che  la  somma  di  tutti  i  coefficleniì  (che  sono  in  numero  pari)  can- 
giati alternativamente  di  segno  ò  nulla;  cioè  che  l'equazione  è 
soddisfatta  per  a'  =  -  1.  Fatta  la  divisione,  il  quoziente  ci  forairi 
evidentemente  una  equazione  reciproca  che  sarà  ancora  dell» 
classe  (A)  e  di  grado  pari. 

1051.  Tutte  le  equazioni  reciproche  si  Irovano  cosi  ricondotte 
al  tipo  normale  di  equazioni  recìproche  di  grado  pari  coi  coeffi- 
cienti equidistanti  dagli  estremi  ugnali.  Se  ora: 

a^'""  +  a.a:'"""'  +  .  . .  +  o„a:'"  +  . . .  +  a,x  +  ao  =  0  (5) 
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6  un'equazione  qualunque  di  questo  tipo,  mostreremo  come  il  suo 
grado  si  possa  sempre  abbassare  della  met&  mediante  I&  trasfor- 
mazione : 

y^a:  +  ^,  d'onde:  x  = '^^  ^■Jy'' -  i.  (6) 

rnvero,  dividendo  la  (5)  per  a;™  e  riunendo  due  a  due  i  termini 
equidistanti  dagli  estremi,  essa  prende  la  forma  : 

».(»'  + pr) +<■■(»'""' +ji-,) +...  +  »..,(>!+ i) +«.  =  0 

che  scriveremo  brevemonte  così  : 

a„V„  +  a,V„_i  +  .  . .  +  o„_,V  +  o.  =  0.  (7j 

Ora  è  facile  riconoscere  ohe  si  ha  in  generale  la   relazione   i- 
dentica  : 

.■"  +  4r.  =  ^  +  i)(«'*-V)-(«'-+4=,), 

x'*'      \        jb'\        a;'  /      \  X*  '/ 

cioè  : 

V,..  =  !/V,-V,..  (8) 

che  applicata  saccessivamente  ai  valori  I,  'i,  3,...  di  t  ci  dà; 

Vj  =  yVj,-V,=y»-3j/ 

V«  =  jfV,-V,  =  y*-V  +  2  (9) 


e  cosi  via. 

Soslìliiendo  questi  valori  in  (7),  è  chiaro  che  la  (7)  si  ridurrà 
ad  un'equazione  del  grado  m  in  y,  risoluta  la  quale,  ì  2m  valori 
di  X  si  otterranno  sostitacndo  successivamente  in  (6)  gli  m  valori 
trovati  per  y. 

1052.  £aEUPio.  —  L' equazione  reciproca  : 

a;*  -  1  =  0  (a) 

Bì  ridurrà  primieramente,  mediante  la    divisione   per   a:  — 1,   alla 
forma  normale  : 


{...!). {..ly.-o. 


Applicando  la  trasformazione  (6)  e  tenendo  conto  delle   (9),  si 
oltcri-ft  dDiH|iic  I'  equazione  in  y  : 

jf*  +  p  -  1  =  0 
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-  600  - 
che  risolnta  ci  d&  i  dne  valori  ; 

S,  =  -l(l+v'5),j,  =  -l(l-v^5). 

Sostitnendo  ciò  ìd  (6)  sì  trovano  per  x  ì  quattro  valori  : 

X  =  jj-  1  +  ^5  ±  iyJlO  +  2^5} 

ed  

a:=M-l-\'5±f^I0-2V5{ 

che  unitamente  al  valore  a;=  1  ci  forniscono  le  cinque  radici 
della  (a). 

ITot*  «d  E>»rolBÌ- 

1.  Kell'appHcftre  la  refcol»  dell'art.  1046  a  costruire  l'equatione  a  ndìci 
recìproche,  si  pontta  atteneioue  a  sostìtaire  i  coefficienti  dei  tennioi  mu- 
canti  con  dogli  seri.  Si  verifichi  p.  es.  che  1' eqnaiione  a   radici  letifta- 

ac'  -  3x*  +  2a;  +  1  =  0 
è 

a'  +  2a;^  —  Sk*  -t-  1  =  0. 

2.  Se  reqaaEione  o^"  +  o,sc""'  +  .  .  .  -t-  a^^iX  +  a^  =.  0  ha  lotte  lo  radici 
reali,  dev'OBBore  <i„_,  >2(i„o„_,.  Infatti  la  somma  dei  quadrati  dello  r«ei- 
procbe  delle  radici  sarà  positiva. 

8.  Di^durre  di  qnl  che  se  la  stessa  equazione  ha  tutte   lo  radici  reali , 


Si  applichi  l'art.  732. 

4.  8i  dimostri  che  le  oquaKioni  reciproche  dalla  classe  (B)  e  di    gride 
pari  hanno  il  primo  membro  divÌBÌbìle  per  x'  —  I.  Si  effettoi    qnesta  di- 

ì  fatto  all'art.  I052,r*qaa*ioM 


riconducendola  all'  equazione  di  terxo  grado  : 

ff'  +  ff*  -  2y  -  1  =  0. 


§  5.°  —  Blsolazlone  generale  delle  eqaaiionl 
del  terso  grado. 

1053.  L'equazione  generale  del  terzo  grado  è  delta  forma: 

a^"  +  «ilf*  +  a,y  +  ti|  =  0 , 

ma,  per  quanto  si  è  visto  precedentemente  (art.  1040),  bI  potrji  sem- 


;obyGoO(^lc 


pre  facilmente  trasformarla  in  an'  altra  che  manchi  del  secondo 
termine.  Cosicché,  dividendo  poi  tutto  pel  coefficiente  del  primo 
termine,  potremo  sempre  partire  da  un'equazione  del  terzo  grado 
della  forma: 

a^+qx  +  r  =  0.  (ij 

Detta  X  una  delle  radici  cercate,  poniamo  x  =  u  +  v,  essendo 
per  ora  u  e  v  dae  indeterminate.  Sostituendo  ciò  nella  (1),  essa 
diviene  : 

(m  +  v)'  +  q[u  +  v)  +  r  =  0 
e  sviluppando  : 

u*  +  ì^  +  3uv{u  +  f)  +  2(u  +  w)  +  r  =  0, 
o  anche: 

«*+«>  +  («  +  tj)(3uw  +  q)  +  r  =  0.  (2) 

Determiniamo  ora  u  e  v  in  modo  che  sia  3uv  +  q  =  0 ,  cioè  in 
modo  che  sia 

.»  =  -|.  (3) 

Questa  ipotesi  è  sempre  lecita,  poiché  si  possono  sempre  deter- 
minare ed  In  un  anico  modo  dae  nnmeri  u  e  v  dei  quali  sia  data 
la  somma  (nel  nostro  caso  =  x)  ed  il   prodotto   (nel   nostro   caso 

egaale  a  -  -—),  come  si  sa  dalla  risoluzione  delle  eqnazioni  di 
So  grado.  L'  equazione  (2)  prende  cosi  la  forma  : 

u'  +  t>'  +  r  =  0 
da  est  si  deduce  : 

w»  +  w»  =  -  r. 
Ma  elevando  al  cnbo  la  (3)  si  ha  : 

27' 

onde  si  vede  che  di  «'  e  »'  conosciamo  somma  e  prodotto.  E^e 
sono  dunque  le  dne  radici  dell'equazione  di  2"  grado: 

.-  +  ..-'-  =  0. 

Risolvendo  quest'equazione  si  trova: 

do  le  radici  cnbiclie  : 


ed  estraendo  le  radici  cubiche  : 
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Essendoci  posto  x  =  u  +  v,  si  tvova  danqno  come  cspreesione  ge- 
nerale delle  radici  dell'equazione  del  'ò"  grado  (1)  : 

1054.  Discussione  della  formala  cardanica.  La  forinola  geserale 
di  risoluzione  dell'equazione: 

x'  +  qx-i-  r=0 
è  dunque  data  da 

x=u  +  v,  (ó) 

dove  : 

Poiobè  ciascuno  di  questi  due  radicali  cubici  ammette  per  sé 
solo  tre  valori  distinti  reali  o  complessi  (art.  823),  così  b  chiaro 
clie,  accoppiando  uno  qualunque  dei  tre  valori  di  u  con  uno  qua- 
lunque dei  tre  valori  di  v,  si  hanno  in  tutto,  in  generale,  9  signi- 
ficati diversi  per  la  somma  u  +  v,  cioè  per  la  formola  cardanica. 

È  facile  però  avere  un  criterio  per  discernere  fra  questi  Sva- 
lorì i  tre  valori  che  corrispondono  veramente  alle  tre  radici  del- 
l'equazione di  terzo  grado,  osservando  che  quei  valori  di  u  e  e 
che  sommati  danno  ana  radice  dell'equazione,  dovevano  soddisrore 
alla  condiziono  (3). 

Infatti,  se  u,  6  uno  dei  tre  valori  di  u,  gli  altri  due  valori  sa- 
ranno EU,  ed  e'u,  ,  essendo  e  tma  radice  cabica  complessa  dell'D- 
nit&  (art.  827),  cosicché  : 

2  2'  2  2  ^ 

Similmente,  se  v,  è  uno  qualunque  dei  tre  valori  din,  glialtn 
due  saranno  ev,  ed  e'v,.  Pertanto  ì  9  valori  possibili  di  n-ìv  sa- 
ranno : 

«1  +  V,  eu,  +  r,         e*«,  +  w, 

u,  -l- 1«,        EU,  +  et?,        E*U,  +  EU, 

W,  -I-  £*«,        EU,  +  E*ll,        £*»,  +  £*P, 

tra  i  quali  dovranno  scegliersi  quelli  che  soddisfano   alla  condi- 
zione (3).  Ora  il  prodotto  uv  per   ciascuno   di   questi  9  valori  è 


(•)  Lft  riaoluiione  delle  eqii«EÌoiii  del  tereo  grado  fu  trovai»  verao  il 
1600  da  Nicola  Tartaglia  e  da  Scipione  del  Ferro.  Questa  forinola  perùe 
conosciuta  più  comanemente  col  nome  di  formola  di  Cardano  il  quale  pab- 
blioò  per  la  prima  volta  qaanto  gli  altri  due  avevano  trovato  alqaanl'' 
tempo  prima. 


iceyGoOt^lc 


Quindi,  se  supponinrao,  come  è  sempre  lecito,  che  il  valore 
u,  +  V,  soddisfi  alla  condizione  (3),  si  vede  che  degli  altri  R  va- 
lori soltanto  il  valore  s'u,  +  ei>,  ed  il  valore  em,  +  s'i?,  vi  soddisfe- 
ranno  del  pari.  Dunque  : 

Per  avere  le  tre  radici  dell'equazione  (1)  si  comincerà  dal  pren- 
dere a  piacere  uno  qualunque  dei  tre  valori  del  J"  radicale  cu- 
bico u.  Sia  questo  u,  ;  ai  prenderà  allora  : 

'  3u, 

e  con  ciò  bÌ  avrà  certamente  una  prima  radice: 

q 
X,  =  u,  +  V,  =  a,  —  T— . 
'        '        '        'Su, 

Le  altre  due  radici  saranno  date  da 


1055.  Supponendo  ora  che  i  coefficienti  g  ed  r  dell'  equazione 
siano  numeri  reali,  passiamo  alla  discussione  del  casi  di  realità 
od  ìmaginarietà  delle  radici.  Tale  diacassione  si  collega  col  va- 
lore dell'espressione    —  + 

art.  934)  dell'  equazione  r 

Easo  può  essere  >  ,  <  od  =  0. 

a)  -—  -^  ^—  >  0.  Allora  sotto  il  radicale  cubico  u  si  trova  una 

quantitiì  reale  e  perciò  u  avrà  sempre  un  valore  reale  ed  uno  solo 
che  indicheremo  con  u,  ;  gli  altri  due  valori  saranno  complessi. 
Intanto  sommando  i  valori  reali  u,  e  v, ,  che  si  potranno  cal- 
colare coir  ordinaria  estrazione  di  radice  cubica  aritmetica ,  si 
avrà  eertamenie  una  prima  radice  dell'equazione,  perchè,  avendo 
preso  per  m,  un  valore  reale,  si  dovrà  necessariamente  prendere 
per  v^  un  numero  del  pari  reale,  senza  di  che  il  prodotto  UjV, 
riuscirebbe  complesso  e  non  potrebbe  quindi  essere  uguale  al  nu- 
mero reale  — ^. 

Le  altre  due  radici  saranno  complesse  conjugate.  Difatti  la  loro 
forma  è,  per  quanto  precede  : 


Ma,  come  si  vede  dalle  (G),  s  ed  e-  sono  complessi   conjngati  : 
dunque  saranno  evidentemente  con.jugati  anche  x^  ed  Xg.  Dunque; 
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te  il  discriminante  è  poHtivo,  una  radice  è  reale  ed  è  la  tomma 
dei  valori  reali  dei  due  radicali  cubici;  le  altre  due  sono  complesse 
conjugate. 

b) —  -i-  ^  <  0.  Allora  sotto  i  due  radicali  cnbici   ci   saranno 

numeri  complessi  conjagati  che  si  potranno  sempre  ridarre  alla 
forma  trigonometrica  p(cos(l  -i-  tsìoO)  e  p(cosO  — Ìsin4},  onde  si  potrà 
scrivere  : 


«  =  \/ f (cosS  +  i sinO) ,  v=ij p(co8fi  -  i 8in6). 
Noi  potremo  sempre  prendere  per  u^  e  «,  rìsp.  i  valori  ; 

f-l^cos-iising-;   e   p3(^eos- -  f  sm-j  . 
poiché  il  prodotto  di  questi  dne  valori   è    evidentemente  un   nu- 
mero reale  (  -  ?  )•  Avremo  cosi  una  prima  radice  x,  =  u,  +  v^  che 

sarà  reale,  essendo  la  somma  di  due  numeri  complessi  conjagati. 
Le  altre  due  radici  saranno  anche  reali.  Dìfatiì  !a  loro  forma 
è  iCj  =  EU,  +  E*!!,  ,  a:,  =  E*w,  +  Ef , ,  dove  sono  conjup-ati  e  ,  e'  ed  w, , 
V,  ;  e  perciò  ognuna  di  esse  è  la  somma  di  dne  complessi  conja- 
gati, cioè  nn  numero  reale.  Dunque  :  se  il  discriminante  è  nega- 
tivo, le  tre  radici  tono  reali,  e  ognuna  di  esse  ai  determina  som- 
mando un  valore  di  u  col  coniugato  di  v  (*). 

e)  —  +  ^—  =  0.  In  questo  caso  i  valori  di  u  e  u  sono  dati  da 

radici  cabiclie  di  quantilA  eguali.  Come  nel  caso  (aj  si  potrà  pren- 
dere un  valore  reale  u,  di  it  e  sommario  col  valore  reale  Pj  (che 
ora  coincide  con  u,)  di  v.  Si  ha  cosi  n;,  =  2uj. 

Lc|aUre  due  radici  prendono  ora  la  formaa;*=(e-t  e')«,  e  a:,=  (£*■(  ì)u„ 
dove  E  rE*=— 1 ,  perciò  le  tre  radici  sono  ; 


Dunque:  se  il  dìscHminante  è  zero,  le  radici  sono   tutte  reali, 
ma  due  di  esse  tono  eguali. 

IVot»  gd  Bsarciaì. 

l.  BÌ9olvere  l'equazione: 

yS  +  j,»  _  2y  -  I  =  0.  (a) 

Mediante  la  IxasfoTiaacione  y  =  x  —  ^  ai  ridurrà  prima  alla  forniK 


(*l  Qaeato  osso  b  conosi^iuto  sotto  il  noma  dì  caso  irreditllibilr,  poicbt 
non  ai  può  darò  alle  Ire  radici  una  forma  alt-obi'ica  reale,  bencliè  i.  loro 
valori  aieno  tutti  reali.  (Cfr.  Cap.  XV,  %  4°,  Note). 
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*~      3  '  *"  ~      27  '   4  "•"  27  ~       4  '  9" 
ed 

8 »  _     » 

2.  Si  fftceia  poi  servire  la  riBolniione  dell'eqti»ione  (a)  alla  determina- 
lione  completa  <cfr.  g  4*  Note)  di  tatta  le  radiai  dell' equai ione  bìnomìa 

e.  L' aquaiione  generale  del  terio  grado  : 

b 
ponendo  x=:—-^,  ai  trMforma  in 

con  coeffieienti  di  forma  frazionaria.    Si   verifichi    che ,    ponendo    invece 

a-b 
z= ,  ceaa  ai  trasforma  nell'equazione: 

z'  +  3(3oi;  -  i>  +  (26=  -  9oic  +  27a'd)  =  0 


'A/-j-h*^ 


>.  =  «--,  dove  „=y^--.^.--.  2- 

che  dà  la  riaolntione  dell'equazione; 

a^  +  qx  i  r  =  0  (1 

a  forma  intera  rispetto  al  radicale  cubico  e  rispetto  al   radicale  quadri 
tic»  (off.  art.  951), 

So  ai  /Uii  il  valore  del  radicale  quadratico  ponendo  : 

r        /r"i       J'  r         Ir''      ?  _ . 


=^|;-izW^j'>-W' 


3vS 


(2) 
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comunque  «i  fif$i   \'w,  ,  fHircAì  >i  fini  poi  opporlunamenle  il  calore  di   \  w,. 
Dimostrare  dirett amento  ìa,  vei-ità  di  qneHt'oi;u«g)i&n)iA. 
6.  Posto  per  brevità: 

dimostrare  chu  la  radice  x  dell 'equ  Ali  oso  (1)  è  data  aDcbe  dalla  forinola: 


ìJ-9'-"^' 


*  +  27r.I  +  W-5»-_-r*-27r.I 


8i  risolva  questa  eqaaiioDe  rispetto  a  :e  e  si  poii{{^  poi  il  risaltato  sotto 
formft  intera  rispetto  ai  radicali. 

7.  Risolvere  l'aquaziona  gODerala  del  terzo  ^rado  ridnoondolii  alla  forma 

bioomia  mediante  una  trasformazione  lineare  x  =     —    . 


§  C."  —  Risoluzione  g-enerale  delle  eqna>lonl 
del  4,0  grado  {♦). 

1056.  L' equazione  generale  del  4"  grado  è  della  forma: 

ic*  -t-  jn*  +  ^a;-  +  rx  +  8  =  0 ,  (1) 

dove  i  coeflìcieDti  possono  essere  numeri  reali  o  complessi. 

Agfifiungendo  al  primo  e  al  secondo  membro  dell'equazione  l'e- 
spressione intera  di  2°  grado  ax^  ■+bx+  e,  in  eai  a,  b,  e  sono  per 
ora  indeterminati,  si  tia  : 

a^  +px'*  +  (q  +  a)x*  +  (i-  i  b)x  +  (s  +  e)  =  nx*  +  bx  +  e.        (2) 

Cerchiamo  ora  di  determinare  a,  b,  e  in  modo  che  il  primo  ed 
il  secondo  membro  risultino  due  quadrati  esalti. 
Il  primo  dovrà  essere  della  forma: 

{x' ■\- Xx  I- \i.)'-  (3) 

ed  il  secondo  della  forma  (v'a^x -f  v'c)'. 

Ora,  sviluppando  1'  espressione  (;i),  si  ottiene  : 

a:*  +  '2lx^  +  (X*  +  Sii}»:'  f  2i|Aa;  +  ji- 

,   data   da   Lui|lì 

liamo   e   n|iiiui'tu 
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—  607   - 
che  dovendo  essere  identicamente  ugaulc  al  1°  meinbro   < 
liaià  p  =  2X  e  perciò  1  -  -,  e  diventerà  : 

te*  4  ili!»  +  ^  +  2[i  )a:*  +  p(»a:  +  n», 

(love  i  coefficienti  dovranno  essere  uguali  a  quelli  delle  p 
omoiiime  in  (2).  Si  hanno  cosi  le  relazioni: 

5  +  a  =  ^  +  2[t  a  =  -9+^  +  2ji 

r  +  b~p[L  che  danno  risp.  b  =  -~r  +py. 

8  +  e  =  (l'  C  =  -  S  -t-  1**. 

Si  hanno  così  i  valori  di  a,  b,  e  in  fanzione  di  ana  so! 
terminata  [i.  Questa  si  determina  osservando  che,  affinché 
condo  membro  di  (2)  sia  un  quadrato  esatto,  de v'esaere  bi- 
onde, sostituendo  in  quest'eguaglianza  1  valori  di  a,  b,  e  ci 
in  {a),  si  trova: 

(  p[i  -  ry  -  1  (2[t  +  ^  -  j)(i**  -  «)  =  0 

e  sviluppando  : 

8;>*  —  45JI*  -t-  2{pr  ~  ia)^  +  4qs  -  p*S  -  r*  =  0 

che  è  un'equazione  di  terzo  grado  in  ;ji,  detta   la   risolvi 
Ferrari. 

1057.  Bìsoluta  quest'  equazione  nel  modo  spiegato  al  i 
per  le  equazioni  del  terzo  grado,  si  avranno  tre  valori  dì 
Bcuno  dei  quali  sostituito  in  (st)  darft  per  a,  b,  e  valori  ti 
primo  e  secondo  membro  di  (2)  riescano  quadrati  esatti. 

Si  avrà  allora  da  risolvere  un'equazione  della  forma: 

[x*  +  |a:  +  [ji]   =  [a:\/a+\/cJ  . 
Poiché   2^a-Jc  =  b  e  quindi  \'c=: — =, 
quest'  equazione  può  anche  scriversi  : 

Pertanto,  estraendo  la  radice  quadrata  dei  due  membri 
portando  poi  tutto  al  primo  membro   e   riducendo ,   sì  ha 


iceyGoOt^lc 


dae  eqnazioni  di  2°  grado  : 

a*  +  (-^  -  s'a)  X  -f  [JL --  0  (5) 

x*+(^  +  \fa\x  +  v  +  -^  =  0  (5)' 

•  ■^  /  2  \/a 

che,  risolte,  daranno  quattro  valori  generalmente  distinti  per  x. 
Besteranno  cosi  determinate  le  quattro  radici  dell'  equazione  di 
quarto  grado  proposta  (1). 

1058.  La  risolvente  ammette  tre  radici,  delle  quali  basta  cono- 
scerne una  per  efTettuare  la  rjBoluzione  dell'equazione  del  4°  grado 
col  metodo  suindicato.  La  risoluzione  potrà  dunque  effettuarsi  per 
tre  vie  diverse,  scegliendo  a  piacere  per  [a  1'  una  o  1'  altra  delle 
tre  radici  della  risolvente, 

Ci&  posto,  imaginiamo  scelta  per  ^  una  certa  radice  m  della 
risolvente,  e  siano  allora  a,  ^  le  dne  radici  di  (5)  e  i,  t  \e  due 
radici  di  (5)'.  Dovrà  essere  ; 

2  Va  2\'a 

e  sommando  e  dividendo  per  2  : 

["."IW+TS).  (6) 

Se  ora  nell'espressione  -T-(a?+T:S)  si  eseguiscano  tutte  le  pos- 
sibili sostituzioni  fra  le  quattro  lettere  a,  ^,  f,  8,  si  vede  facil- 
mente che  essa  non  prenderà  che  tre  valori  distinti,  cioè  il  va- 
lore (6)  e  i  due  valori  —  {ly  +  f  S)  ed  —  («5  +  py).  Questi  tre  va- 
lori corrisponderanno  evidentemente  ai  tre  diversi  valori  che  può 
avere  la  radice  ]i.  della  risolvente.  Si  avrà  dunque  p.  es.  per  le 
altre  due  radici  [i^  e  [;,  della  risolvente  : 

1059.  Il  discriminante  dell'equazione  del  quarto  grado  non  dif- 
ferisce da  quello  della  sua  risolvente  di  terzo  grado.  Invero  6  fa- 
cile di  riconoscere  che:  se  l'equazione  del  4"  grado  ha  dtte  radici 
eguali,  anche  la  sua  risolvente  ha  due  radici  eguali  e  reciproca- 
mente. 

Infatti,  se  sia  p.  es.  a=p,  i  valori  jj.,  e  [ij  delle  radici  della  ri- 
solvente divengono  pure  ugnali,  come  si  vede  subito  dalle  (7).  Se 
poi  sia  jjLj  =  iij ,  sarà  per  le  (6)  e  (7)  : 

o?  -f  tS  =  «t;  -t-  gò    o    a(^  -  Y)  -  S(^  -  y)  =  0 
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(a-5)(p--,)  =  0 

e  per  conseguenza  o  si  avrà  a  =  5,  o  ^  =  'i,   cioè  in   ogni   caso 
l'egaaglianza  di  due  radici  dell'equazione  del  4°  grado. 

1060.  Sapponiamo  ora  che  i  coefficienti  p,  g,  r,  i  dell'equazione 
del  4°  grado  siano  tntti  reali. 

Noi  sappiamo  (art.  945}  che  in  tal  caso  le  radici  di  una  equa- 
zione sono  reali,  ovvero  ìmaginarie  e  conjngate  due  a  dne. 

Non  possono  quindi  evidentemente  presentarsi  che  i  seguenti 
tre  casi  : 

1")  le  radici  a,  p,  y,  S  sono  tutte  reali  ; 
2°)  due  radici  sono  reali  e  le  altre  due  Ìmaginarie  conjngate; 
3°)  le  radici  sono  tutte  ìmaginarie,  perù  dne  a   due  fra  loro 
coniugate. 

Nel  primo  caso  risulta  evidente  dalle  (6)  e  (7)  che  le  radici 
t*i  »  fs  j  Vs  della  risolvente  sono  del  pari  tutte  reali. 

Nel  secondo  caso  siano  p.  es.  a  e  §  reali  e  -f,  ò  Ìmaginarie  con- 
jagate.  Il  prodotto  "^ò  sarà  reale  (art.  805)  e  quindi  per  la  (6)  ;x, 
sarà  reale.  Quanto  a  ii,  e  {i^,  si  vede  dalle  (7)  che  esse  saranno 
complesse  conjugate,  poiché,  cambiando  i  in  -  t,  f ,  si  scambia 
con  5  e  quindi  jtj  con  ìf.^. 

Finalmente  nel  terzo  caso  sia  p.  es.  : 

a  =  r  +  w  ,  p  —  r  —  ia  ,  f  =  /  f  i«'  ,  S  =  r"   -  i»'. 

Sostituendo  cid  nelle  (6)  e  (7),  queste  ci  danno  valori  tutti  reali 
per  Ui  ,  l'i  t  \'ì  )  poiché  ognuna  delle  jj.  si  presenta  come  somma 
di  due  complessi  conjugati. 

Riassumendo  concludiamo  che:  »e  le  radici  della  risolvente  tono 
tutte  reali,  quelle  della  proposta  di  4"  grado  »aì-anìio  tutte  reali 
ovvero  tutte  Ìmaginarie  {*);  te  poi  delle  radici  della  risolvente  una 
sola  è  reale,  la  proposta  avrà  due  radici  reali  e  due  complesse 
conjugate. 

Hot*  «d  Eivreisi. 

1.  EBegnendo  suU' equaiìone  dol  quarto  grado  più  generale: 

ax*  +  46'  +  &CX*  +  idx  +  e  =  0  (!) 

la  trasformaiìone  lineare:  y  =  ax  +  b,  eaa»  hÌ  cambia  nelU  Beguente  : 

/  +  6Hy»  +  iGy  +  K  =  0,  {2) 

dove: 

iH  =  ac-&»  ,  G  =  o«d - 8abc  +  2ft» 

(  H  =  a*{ae  -  Ud  +  3c*)  -  3(ac  -  6*)». 

(*)  Circa  il  criterio  per  decidere  so  la  radici  della  proposta  bì 
reali  o  tutte  Ìmaginarie,  vedi  il  §  %"  di  qaeato  atesao  capitolo. 
CAfKLLl.  >-  Itliltlticui  di  analiii  algibrica,  S.*  ediz. 


(3) 
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zl.l: 


(»-t)(t-ì) 

(P-aXY-8) 

(»-B(-r-S) 
(«-tXP-s)- 


(« 

-s»- 

-6) 

-rti>- 

-«) 
-8) 

-nX? 

-ò) 
-8) 

1  però  indi pon danti,  poiché  dall'identità 


(f-7)(«-S)  +  (Y-a)(f-8)  +  (a-P)(T-5)  =  <> 


(61 


>,  +  J 


=  1,1, 


1 


>-.  +  T 


1 


}  qnalDnqna  dei 

(6) 


è  dnnqna  chiaro  che,  coDOscìoto  il  valore  di  uno  dei  Bei  rapporti  anit- 

nonici  (4),  tutti  f(li  altri  si  troveranno  perfettamente  determinati. 

8.  Se  due  dei  tre  valori  X,  ,  1^  ,  X,  sono  eguali,  sogna  facilmente  dallo  ('') 
che  essi  sono  tutti  eguali  fra  loro  e  precisameiito  che  : 

X,  =  X,  =  À,  =  -  E  ,  (7) 


X, 


'h 


dice  che  i  quattro  numer 
io  sì  dirà  che  in  questo  o 


In  questo  caso  si 
porto  tquianarmonici 

Id  conformità  a  e 
biquadratica  eguinnt.. 

4.  È  altresì  importante  il  caso  ini 
'eo,  cioè  abbia  il  valore  — 


X,  =  - 1 ,  Xj, = .; 


:,  p,  Y,  S  formano  un  rap- 
}  la  (I)  é  nn' eqnsiìoii« 
).  il  primo 

(8) 


In  tal  caso  si  dirà  che  1'  equazione  (1)  è  armonica. 

5.  I  tre  valori  X,  ,  X,  ,  X,  si  esprimono  fallimento  per  mezzo  delle  tre  ra- 
dici jJi,  .  jx,  ,  ij^  della  riaolveate  di  Ferrali  (art.   1056],   ricordando  le   reU- 
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■:-    6U    — 

Eìoni  già  trovate  (art.  1058)  : 

!*i  =  -^C«?  +  yS)  ,  H  =  -^(n  +  ps) ,  li,  =  — («s  4-  ^-(). 

Si  rìcoDoscerii  immBdifttamaate  che  : 

i,  =  it'-!^  ,    i,=  ii:Ui'  ,    i.  =  !?i^'.  (9) 

fi  -l'i  l'i-  I».  H-V-i 

Affinchè  1'  equHiione  (1)  sin  cqaianarmonica,  dovrà  duoqne  essere  ; 

(?1  -  1".)'  +  (I».  -  fcKl».  -  l>j)  =  0 
o,  che  è  la  stessa  coss  ; 

Ih  -  l'i)*  +  (f.  - 1»»)*  +  (l'i  -  l'i)'  =  0.  (loj 

Affinchà  poi  la  (Ij  sia  &rmoDÌca,  dovrà  essere: 
2ii,  =  [1,  +  l^s 
ossia  simmetrioameote  : 

(2[*i  -  P,  -  [ts)(2ii,  -  H,  -  |is)(2iJt3  -  :*,  -  (tii)  =  0.  (1 IJ 

Hediante  facili  calcoli  di  funzioni  simmetriche  delle  radici  della  cubica 
risolvente,  che  lascieremo  por  eseroiiio  al  lettore,  si  troverà  cosi  che  la 
condizione  par  la  e  quian  armoni  cita  b  data  da 

I  =  ae-l6d  +  3c»  =  0  (12) 

e  quella  per  1*  armonici tà  da 

J  =  nce  +  'Zbcd  -  ad^  -  eb*  —  e'  =  0.  (13) 

6.  Se  1  =  0,  È  chiaro,  pfir  quanto  precede,  che  i  lei  valori  (4)  del    rap- 
>  X  loddiafeTanno  all'  equazione  : 

*-X+l=0,  (14) 


(.  +  l)CX-2}(x-i-)=0. 


i  camhia  X  iu  1— X  e  di 


(»■- »+!)>- MI +  ■)•(*- 2)'().-|)"-0,  (16) 

loTo  k  6  una  costante  da  detniminnrsi  opportunamente. 

Invero  8i   potrà  sempre  dt-termiiiare   la  (ostante  k  in  modo  cho    la    (16) 
lia  sociiiisfatta  da  uno  dei  sei  valori  di  X,   p.  es.  da  X,. 

Ma  se  l'equazione  (Ili)  è  soddisfatta  da  un  certo  valore  di  X,  bsea  lo  è 
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anche,  come  si  è  notato,  dal  valore  1—X  ed  :-.  Confrontando  colla  (6)  ei 
vede  dunque  che  la  (16)  avrà  per  radici  i  uameri  : 


i  valori  (4)  del  rapporto  a 

\i  determinerà  con  calcoli  di  fanzioui  Biminatricbs  ana- 
loghi ai  pracedeati  e  ai  troverà  : 


Si  conchiuderà  dunque  che:  t  tei  rapporti  anarmonici  che  ti  pottom) /or- 
mare colle  quattro  radici  di  (1)  lono  U  tti  radici  dtW equazione  di  ittto  grada: 

27J*(X«  -  X  +  D'  -  I»(X  +  1)\\  -  2)»(  X  -  -^)    =0.         iW 

7.  Se  l'equaiiono  (1)  ha  due  radici  eguali,  p.  es.  a  =  y,  si  ha  dalle  (4): 

*s  h  *i 

e  reciprocamente  se  uno  dei  rapporti  anarmonici  ha  il  valore  0  (ovvero 
1  od  co),  l'equazione  (J)  avrà  due  radici  eguali. 

La  condizione  necessaria  e  eufficiente  affinchè  la  (I)  abbia  due  radici 
c|;uali,  si  otterrà  dunque  esprirnendo  che  la  (16)'  è  soddisfatta  per  X  =  0. 
Pertanto:  affiaeki  la  biquadratica  (1)  abbia  radici  eguati,  i  ntcetlari»  e  '■/' 
fidente  che  li  abbia  i 

P-27J*  =  0.  (17) 

8.  Eieguendo  luUa  biquadratica  (1)  una  tra^ormaxione  lineare  qualmqM, 
il  rapporto  =-^  couetrva  tempre  lo  iteito  valore  numerico. 

È  qassta  una  conseguenza  immodiata  dell' espressi one  data  dalla  (16): 

j-     '(i  +  i)'a-2)'(x-;)' 

e  del  teorema  kì^  dimostrato  (art.  1034),  che  il  rapporto  anarmonicoldi 
quattro  numeri  non  é  alterato  dalla  trasformasi  one  lineare. 

A  cagione  dì  questa  proprietà  il  rapporto  ^  si  chiama  l'i nra rioni r  m- 
tolvlo  della  biquadratica. 
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§  7.°  —  TrasformazloDe  raxloDale  delle  eqaiuloni. 

1061.  Detta  x  una  qnalnuqne  delle  radici  di  un'equazione  data: 
a^a;"  +  o„_i!»:"~'  +  .  ■  .  +  «la:  +  «o  =  0,  (1) 

si  trasformi  ogni  valore  di  x  in  va  corrispondente  valore  : 
Aa:*  +  Bx*~'  4-  .  . .  +  E 


Aia*  +  B,x*">  +  .  . .  +  E, 


(2} 


dove  il  secondo  membro  è  una  certa  funzione  razionale  di  x,  ciie 
potremo  anche  indicare  per  brevità  con  ^{x). 

Ai  valori  ic  =  a,p,'Y,..  .  ,X  delle  n  radici  della  (l)  corrispon- 
deranno cosi  i  valori  y  =  isfot)  ,  5(^1  ,  9(y}  , .  .  . ,  9(X)  cbe  noi  dimo- 
streremo esaere  lo  radici  di  un'equazione  di  grado  n  i  cui  coeffi- 
cienti si  possono  ritenere  come  conosciuti,  proprio  come  i  coeffi- 
cienti della  (1). 

Questa  trasformazione  si  dice  razionkje  0  di  Tachimhitusen  dal 
nome  del  primo  cbe  la  introdusse  nell'algebra. 

1062.  Invero  le  quantità  f(a) ,  ?{?)  ,  ?(-r)  ,  • .  .  ,  fQ.)  sono  eviden- 
temente le  n  radici  dell'equazione  di  gi'ado  n: 

b/  -  9(«}1  ■  Is  -  9(p)]  ■  [y  -  ?(-f)]  •  •  •  [y  -  9'»]  -=  0 

che  sviluppata  prende  la  forma  ordinaria  : 

y"  +  PiV"'"' +  Pty"''  +  . ..  +p„.iy+p„  =  o,  (3) 

dove: 

Fi  =  -  [?(«)  +  9(?)  +  ■  ■  ■  ?W] 

P»  =  [9(a)?{P)  -H  9C«)?(7)  +  ¥(?)9(Y)  +  •  ■  ■] 

P,  =  -  [9C«)9(P)9(t)  +  ■  ■  ■] 


p„  =  (-l)"9(a)(f  (?)...  <pCÀ). 

Ora  queste  espressioni  di  j),  ,j>j . .  .  sono  evidentemente  simme- 
triche rispetto  alle  n  ,  1^  ,  y  ,  . . .  ,}..  Esse  potranno  quindi  calco- 
larsi direttamente  per  mezzo  dei  coefficienti  ao  ,  a,  ,  a^  .  .  .  del- 
l'equazione  (1)  di  cui  lo  a,^...  sono  le  radici.   Dunque:   data 

l' equazione  (1),  si  calcoleranno  direttamente  in  funzione  dei  suoi 
coefficienti  i  coefficienti  p,  ,  Pj .  •  .  dell'equazione  (3)  le  cut  radici 
y  tono  legate  alle  radici  x  delta  (1)  da  una  relazione  della  forma 
y  =  =(s),  essendo  9(x)  una  funzione  razionale  data  di  x. 

1063.  La  funzione  trasformante  9(3:)  considerata  nei  due  articoli 
precedenti  poteva  essere  una  funzione  razionale  qualunque  di  x. 
Noi  sappiamo  però  (art.  931)  ciio  ogni  funzione  razionale  di  una 
radice  di  nna  data  equazione  si  può  sempre  ridurre  sotto  forma 
intera  rispetto  alla  radice.  In  luogo  della  relazione   (2)   bÌ   potrà 
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dunque  porre  più  semplicemente: 

y  =  bn  +  bix  f  tjX^  t  .  .  .  +  b^x"  {41 

dove  le  6  sono  dei  coefficienti  daii.  Inoltre  si  potrà  sempre  sup- 
porre, se  bì  voglia,  m<n;  poiché  le  potenze  di  a:  superiori  ad 
H  —  1  si  potranno  sempre  esprimere,  come  si  è  visto,  con  potenze 
ngaalt  od  inferiori  ad  n  —  1  por  mezzo  delta  (1),  cioè  mediante 
l'uso  ripetuto  delta  rctazione: 


Dopo  ciò  è  chiaro  ctie  come  tipo  più  generale  della  trasforma 
zione  di  Tschirnkdusen  relativa  all'equazione  fondamentale: 

Si(,  +  fljX  +  a,x-  +  ■  . .  +  a„x"  =  0  (I) 


batterà  prendere  : 

y  =  bo  +  b^x  +  b(X* 


■  +  K- 


(4)' 


1064.  Ciò  posto,  t'equazìone  trasformata  si  potrà  anche  ottenere 
eliminando  la  x  ira  le  due  equazioni  (1)  e  (4)  con  uno  qualunque 
dei  metodi  già  esposti.  Applicando  il  metodo  dialitico  di  Sylvesier 
(art.  1008),  si  ottiene  immediatamente  l'equazione  trasformata  sotto 
forma  di  determinante,  cioè: 


Innicando  ancora  con  a  ,  ^  ,•(,... , 
vendo  per  brevilà  in  luogo  della  (4J  : 


e  radici  della  <1)  e  scn- 


1'  oquaEione  (5),  che  è 
per  radici  : 


■/  =  ;(x), 

ividentemente  del  grado   n,   avrà  duuqne 


9(«)  ,  5(?) , 


.  5(^)- 


1065.  Dovendo  ora  il  prodotto  di  tutte  le  radici  dell' eqn*wo- 
ne  (5)  essere  ugttalc  (art,  916)  al  .suo  termine  noto,  che  è  il  il* 
terminante  (5)  in  cui  si  faccia  y  -  0,  moltiplicato  per  (_- ì)"  e  ài- 
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viso  per  il  coefficiente  della  più  alta  potenza  di  y,  si  avrà  : 
bo    b 

0      fco  .  .  .  . 


"«"■■?(«)*(?).•- 9W  = 


Il  secondo  membro  di  questa  ngnaglianza  non  essendt)  altro  che 
la  risultante  R  (art.  1008)  delle  dae  equazioni; 


<>{")' 


.  +  b^x" 


E=0,  R,  iiO,  Ej  =  0  . ... ,  R,., 


troviaino  cosi  l'espressione  di  R  come  funzione  simmetrica  delle 
radici  di  una  dello  equazioni  (*). 

1066.  Sia  ora: 

(-l)''fl,."ff"+R„_,y"-'+E„.,y''-»+„.+R,y»+E,yfR=0        (5)' 

lo  sviluppo  completo  dell'equazione  (5)  secondo  lo  potenze  decre- 
scenti di  y. 

Se  oltre  ad  aversi  R  =  0,  si  avesse  anche  R,  --  0,  il  primo  mem- 
bro di  (5/  sarebbe  divisibile  per  y^,  cioè  l'equazione  trasformata 
avrebbe  due  radici  eguali  a  zero,  e  reciprocamente.  Più  general- 
mente si  vede  che  affinchè  k  degli  h  numeri  (6)  siano  eguali  a 
zero,  è  necessario  e  sufficiente  che  siano  soddisfatte  le  condizioni: 

(9) 

In  altri  termini:  affinchè  k  delle  radici  dell'  equazione  (Ij  aleno 
anche  radici  dell'equazione  ifi(x)  =  0,  è  neceasarin  e  sufflciente  che 
oltre  alla  risultante  E  si  annullino  anche  le  Rj  ,  R^ ,  .  . .  ,  E(,_|. 

1067.  Se  la  funzione  intera  if{x)  è  di  grado  superiore  ad  n,  la 
sua  riduzione  al  grado  n~l  si  potrà  effettuare  più  metodicamente, 
anzicLè  colle  riduzioni  successive  indicate  all'art.  1063,  calcolando 
il  resto  della  divisione  di  z{x)  per  il  primo  membro  della  (1),  che 
indicheremo  per  brevità  con  f{x).  Sapponiamo  che  si  trovi: 

'ì{a')=<i{x)f{xUboo+boiX+b^t^^+  ...bo  ^„.^xr-K        T     (10) 

81  avrà  allora  come  formola  di  trasformazione  : 

y  =  ?(a:)  =  \^  +  6^,x  t  .  .  .  +  &„ ,  „^,x»'K  (11) 

1068.  Si  potrà  calcolare  più  generalmente  il  resto  della  divi- 
sione di  a:'-^(a:)  per  f{x).  Sia  il  risultato: 


(*)  Cfr.  Cap.  XIII,  §  5',  Nata  8-. 


iobyGoOt^lc 


—  616  — 

onde: 

x'-!/  =  bi^  +  bnX  +  btjx'+  . . .  +ft(,„_,x''"*.  (12) 

Dando  ad  t  successivamente  i  valori  1,2,...,  n— 1,  si  avrAnoo 
cosi,  aniiamente  alla  (11),  n  equazioni  dalle  qaali  si  potranno  eli- 


minare nel  solito  modo  le  a^ , 
terrà  1'  equazione  trasformata  : 


"',  con  che  sì  M- 


che  si  presenta  con  forma  più  compendiosa  della  (5). 

1069.  In  virtù  dello  forinole  di  Newton  (art.  918)  che  permet- 
tono di  esprimere  i  coefficienti  di  nn'  equazione  per  mezzo  delle 
somme  delle  potenze  simili  delle  sue  radici  e  reciprocamente,  es- 
sendo dati  t  coefficienti  dell'equazione  fondamentale  (1),  si  possoDO 
considerare  come  conosciute  le  somme  : 


=  o*  +  f  '  +  7*  +  . 


.+1' 


i=  1  , 


(13) 


e,  per  la  stessa  ragione,  si  potrà  considerare  come  gi&  cosimita 
l'equazione  trasformata,  per  y  =  <}{x),  appenachè  si  siano  calcolate 
le  somme  : 


ii=i<f(«)]'  +  [?(?)r  +  --. +[?«]' 


I  ,  2  ,  .  .  .  ,  n.      (14) 

In  conformitfl  a  ciò  si  ha  un  altro  metodo  per  la  costruzione 
dell'equazione  trasformata,  cbe  lia  per  oggetto  di  esprimere  le 
somme  incognite  (14)  per  mezzo  delle  somme  cognite  (13).  Questo 
metodo  consiste  nell'  elevare  la  funzione  (f(x)  alle  successive  po- 
tenze 1,2, 3,..,, ne  calcolare  per  ogni  potenza  il  resto  dell» 
sua  divisione  per  f(x).  Invero,  supposto  che  ai  sia  trovato  ; 

[<f(x)]'  =  Q\,x)fix)  +  Cit  +  Cf^a.  +  c.jo:*  +  .  .  .  +  c^  _  «^iX""', 

sostituendo  in  questa  identità  in  luogo  di  x  successivamente  le 
radici  a  ,  ^  ,  f  , . . .  ,  X  di  (1)  e  sommando  i  risultati,  si   otterrà  : 


h  —  '^ìq  +  ''ii'i  +  '■il*» 
A«)=A?)=- 


. . ,  n,  ci  faranno  dunque  cono- 


Le  formole  (15),  per  t  =  1  ,  2  , . . 
scere  le  S, ,  S,  ,  . .  . ,  S„. 

1070.  La  trasformazione  di  TBchtmha,useu  da  noi  fin  qal  stu- 
diata non  è  che  un  caso  particolare  della  trasformazione  razionale 
più  generale  che  ha  per  oggetto  di  costruire  un'equazione  (il  cui 
grado  sarà  però  in  generale  supcriore  al  grado  dell'equazione 
primitiva)  le  cui  radici  siano  funzioni  razionali  date  di  un  numero 
qualunque  di  radici  dell'equazione  fondamentale. 
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Così  ad  esempio  possiamo  proporci  di  costruire  ud'  eqaazi< 
che  abbia  per  radici  lo  radici  della  (1)  sommate  tre  a  tre.  C 
le  radici  della  trasformata  dovrebbero  avere  i  valori  : 

y,  =  a  +  p  +  T     ,     yj  =  o  -i-  ?  +  5  , 

In  generale  dunque,  detia  ifr(a  ,  ^  ,  Y  .  -  ■  ■)  una  funzione  ra: 
naie  data  di  un  certo  numero  di  radici  della  (l),  ci  proponlami 
costruire  un'equazione  che  abbia  per  radice: 

ì/i  ^  »(«  ,  P  .  T  I  •  •  •)■ 

Se  9  è  una  funzione  simmetrica  delle  a  ,  ^  ,•(,...,*  ,  essa 
considerarsi  come  conosciuta,  onde  in  tal  caso  la  trasformata  < 
cala  si  ridurrebbe  ad  un'equazione  di  primo  grado. 

Se  <p  non  è  simmetrica,  eseguendo  in  essa  tutte  le  \n  sost 
zioni  possibili  fra  le  n  radici  a  ,  ^  ,  y  ,  . .  . ,  i^,  essa  potrà  prend 
al  più  L?  valori  algebricamente  distinti,  ma  potrà  anche  prende 
un  numero  più  piccolo  che  indicheremo  con  k.   Cosi   ad   es. 

(p  =  o  +  p  +  Y  *  facile  vedere  che  9  non  prende  che   I  .,  I    va' 
distinti  scambiando  lo  a,  ^,  -f,  fra  loro  o  colle  altre  radivi. 
Siano  questi  valori  distinti  : 

•     ?(«,?,  T  .■■  0  =  9i 
<fC5  .  ' )  =  9, 


^Cl  .  5 )  =  9«- 

È  facile  vedere  che  la  somma: 

Qi  =  -|7i  +  ?.  +  9i+- ■•  +  ?(.! 
sarà  una  funzione  simmetrica  delle  ot ,  ^  , .  .  . ,  X,  poiché,  iperi 
landò  Ja  esse  in  un  modo  qualunque  queste  radici  fra  di  loro 
n  espressioni  distinte  9,  ,  Cj ,  .  ■  .  ,  tp^  non  faranno  evidenteme 
che  scambiarsi  fra  loro,  onde  la  loro  somma  resterà  inalten 
Similmente  si  riconosce  che  sono   simmetriche   le   espressio 

Q,  =  c,9,  +  9,9»  +  9»?i+... 
Qa  =  -  itiliti  +  ■■•) 


onde  anche  qui  le  Q,  ,  Qj  ,  ■  -  ■  ,  Q*  possono  considerarsi  co 
quantità  già  conosciute,  come  i  coefBcienti  della  (I).  Si  può  d 
que  costruire  1'  equazione  : 

ff*  +  Q,!/*"'  +  Qjj/'-»  +  .  .  -  +  Q»  =  0 

la  quale  ha  appunto  per  radici  le  9,  ,  9, , .  .  . ,  91,. 
Dunque  :  se  9(a  ,^,-f,..,)  è  una  funzione  razionale  delle 
CArKU.1.  "  Itlilttxioni  di  analiMi   algebrica,  3.»   ciIìk.  78 
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etici  della  (I)  che  prende  in  generale  k  valori  distinti  col  permu- 
tare comunque  fra  loro  le  radici,  si  può  sempre  costruire  un'  e- 
quazione  di  grado  k  che  ha  per  radici  appunto  questi  k  valori 
di  if.  I  suoi  coefficienti  ai  calcolano  direttamente  per  mezzo  iti 
coefflcienti  delta  proposta. 

Vota  ed  EaercUi. 


B  l'eqnazioue  che  h*  per  radici  i  quadrati  delle  ndici  di 
un'equAEione  propoita,  basca  portare  nel  aecoado  membro  di  questa  tutti 
i  termini  con  potensie  diiipari  di  z,  elevare  quindi  al  quadrato  entrambi 
i  membri  e  nello  sviluppo,  che  conterrà  soltanto  potente  pari  di  x,  sosti- 
tuire y  in  luogo  di  as*. 
Per  esempio  l' equazione  di  terso  ([rado  : 


d'  onde  sviluppando  : 


ax*  +  bx^  +  ex 


H  d  =  0 


(I) 


b''x*  +  '2bdx*  t  rf*  =  n  V  -1-  2acx*  +  c^x*. 

La  trasformata  di  (I)  per  y  =  x^  ò  dunque: 

a'y^  +  (2ac  -  6*)j*  +  (e*  -  26d)y  -  d*  =  0. 

2.  Calcolare  la  stessa  trasformata  per  Tequaslona  del  quarto  grado, 
8.  Calcolare  la  trasformata,  per  y=z',  delle  equazioni  generali  di  toi 
e  quarto  p;rado. 

4,  Eseguire  suU' equasione  biuomia  : 

ic"  -  1  =  0 

la  trasformaEione  : 


col  metodo  indicato  all'  art.  lOtiS.  SÌ  t 


a,  «3  ...  ao—i/ 

5.  Studiare  le  Ira  sformasi  oni  razionali  lineari,  cioè  del  tipo  : 
aa.  +  b^  +  cy  +  .  .  .  +dX+  e 


y=- 


t  +  b'}  +  c'-j  +  .  . .  +  d'À  +  e'' 


6.  Calcolare,  in  particolare,  per  l'equasione  del  terzo  «rado  a  radici 
p,  T  la  trasformata  che  ha  per  radici  : 


?--r 


tile  in  teguito  (i^fr.  §  10",  No»  2'). 
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7.  Mtiodo  di  Hemiitt  ptr  la  tratformiaione  raxiottaU  delie  eguanonL  Allo 
scopo  dì  semplificare  i  ualeoli  riobi<^slÌ  ijalla  trasformasi on e  di  Tschìra- 
hauaen  esegaila  col  metodo  ordinario,  Hermite  ha  escogitato  un  nuovo 
metodo  più  appropriato,  da  lai  itesso  riassunto  (cfr.  Comptes  Bendua  , 
maggio  1858)  nelle  osaervaiioci  che  qui  riportiamo. 

Sia: 

f{x)  =  ax"  +  fta:""*  +...  ¥  gx*  +  hx  +  k  =  0 


if{x) ~t  +  t^  +  (,a:*  +  .  . .  + 1„_^"~\ 
Ciò  posto,  rappresentando  la  trasformata  in  y  con 

y"  *■  PiV"'*  +  J*!»""*  +  •  •  ■  +  Pn  =  0  , 
uno  qualunque  dei  coefficienti,  che  eia  ji,- ,  sarà  una  fraziona  avente    pec 

del  (;rado  i  rispetto  a  t  ,  fg  ,  f,  ,  .  .  .  ,  1,.,  ,  e  del  grado  (n— l)t  tiapetto  ai 
coefficienti  a  ,  b  ,  h  ,  .  .  .  ,  k.  Questo  grado  cosi  elevato  rende  in  certo  qual 
modo  impraticabile  il  calcolo  dell'equaiione  in  g;  pertanto  ciò  ohe  si  è 
ottenuto  di  più  importante  mediante  la  considerazione  di  questa  trasfor- 
mata, in  particolare  il  teorema  di  lerrard  ■ull'eqnaziono  del  quinto  grado 
(cfr.  il  g  tO°  di  questo  stesso  capitolo),  non  sembra  stabilito  che  a  titolo 
di  possibilità,  a  cagiono  dell'eccessiva  compItcaBione  delle  operazioni  ne- 
cessarie per  gianf^ere  ad  un  risultato  effettivo.  Queste  difficoltll  possono 
via  sormontarsi  mediante  la  proponiiioue  che  segue. 


Sia: 


\  =  aT  +  bTo  +  . .  .  +  gT„_j  +  bT„_j , 
to  =  aTo  +  bT,  +  . . .  +  gT„.g , 


Quetla  toilituiiotie  effettuala  ittita  /unzione  p,  la  cantieri  tn  una  fumione  P,- 
ddlo  itfo  grado  riépltto  alle  nuove  indeterminata  T  ,  T,  ,  T,  ,  .  .  .  ,  T„_,  , 
ma  liberata  da  qaalfiati  denominatore  e  loUanta  del  grado  ì  ritpelto  ai  eotf- 

fieienli  a  ,  b  ,  .  .  -  ,  b  ,  k.   Di  piii  I'„  tarìt  divitibiU  per   a,    digaiiaehi    -  P, 


Iti  la   for- 


tj  -  9(x)  =  aT  +  aa:  j  To  +  ax*  j  T,  +  .  . .  +  aa:""»     T„_j 

+  6  I        i  bx    \  +  fta!*^* 


ì  l'equazione  trasformata: 
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Bermite  aTTalendosi  dell'identità  fornita  della  formolA  di  Bafini  : 
{x-^){x-^){<c-5)...ix~\)  = 
oaj""'  +  {aa  +  b)x'*~*  +  (aa.*  +  6a  +  cjx"''  +  .  . . 
dette  ci,^,Y,S,...,)Llen  radici  di  /i,x)  =  0. 

§  8.0  —  BqQAslone  ai  quadrati  delle  dlfferenie. 


radici  i  quadrati  delle  differenze  delle  radici  di  nna  dala  equa- 
zione del  grado  n,  Lagrange  ha  proposto  nn  metodo  speciale  col 
quale,  dette  a,  ,  a,  , . . . ,  a„  le  radici  dell'equazione  proposta,  le 
somme  di  potenze  BÌmili  : 

j>' 
della  trasformata  si  esprimono  direttamente  colle  somme  : 

jt-i 

La  trasformazione  si  potrà  dopo  ciò  considerare  come  effettuata, 
analogamente  a  quanto  si  è  gifi  osservato  (art.  1069). 
Posto  per  brevità: 

^{x)  =(x~  a,Y*  +  {x-  a,)»*  +  . . .  +  (x  -  a„)**,  (1) 

si  ha  evidentemente  : 

2S,  =  *(a,)  +  '{'(«,)+--.+'I'(0-  (2) 

D'altra  parte,  sviluppando  in  (1)  le  potenze  dei  singoli  binomi, 
si  ha  subito  che  : 

«X)  =  B^"-  (f  ).,»="-  +  (Y].,X'^'-  .  ..  +  .„, 

onde,  soBtitnendo  per  x  successivamente  i  valori  a^  ,  a, ,  . . . ,  s„ 
e  sommando  membro  a  membro,  si  ottiene  confrontando  con  (2). 

2S»  =  Bo«sft  -  (Y")»,*»»-!  +  (^2*')v«-a  -  .  .  .  +  »«»«. 

Se  sì  riflette  che  i  termini  del  secondo  membro  equidistanti  da 
gli  estremi  sono  eguali,  st  conclude  dunque  : 


-O'. 
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n'ote  ed  Eieroixi. 


Si  troverà  reqaatione: 

y*  +  6gy»  +  9q*y  +  4?»  +  27r»  =  0. 
2.  Per  1'  equazione  di  quarto  grado  : 

ax*  +  ibx'  -f  Sex*  +  idx  +  e  =  0 
I' equazione  trasformata  ai  quadrati  delle  differenze  è: 

+  32(128//*  +  IGa^ffl-  13aV)y» 

+  16(384H'/-7a«2*-288afl'J')y» 

+  1152(2ff/-  SaJ)Iy  -h  256(1'  -  27^*)  =  0 , 

dove  (cfr.  le  Note  del  %  precedente): 

II=ac~b*  ,  J=flfl-46rf  +  Sc»  ,  J  =  ace  +  2bcd  —  ad^  -  eb*  -  e». 

S.  Per  avere  un  valore  del  limite  inferiore  S  coDiìderato  all'art.  760, 
ancora  più  conveniente  di  quello  dato  all'art.  941  (cfr.  la  Nota  6^  in  io- 
gaito  al  g  di  cui  fa  parte  quest'articolo),  et  potrebbero  calcolare  i  coef- 
ficienti dell'equazione  che  ha  per  radici  i  quadrati  delle  diiferenze  dello 
rodici  della  proposta  e  dedarne  con  uno  doì  mutodi  da  noi  dati  Icfr.  §  1°  del 
Cap.  X)  un  limite  inferiore  delle  radici  positive.  11  calcolo  dei  coefficienti 

di  quest'equazione  (di  ({rado  — ,  se  n  è  il  grado  della  proposta)  è  però 

molto  laborioso,  se  il  f^rado  della  propoeta  6  abbastanza  elavato.  I)  limite 
fornito  dall'art.  941  ai  fonda  ani  calcolo  del  solo  ultimo  coefficiente  di 
questa  trasformata,  che  é  appunto  il  discriminante  A  della  proposta. 


§  9.°  —  Metodo  di  Lagrang'e  per  lu  rlsolnilone 
delle  equazioni  di  terso  e  qaarto  ^rado. 

1072.  Lngrange  ha  cercato  di  dare  un  metodo  aDiforme  per  la 
risolazfone  generalo  delle  equazioni.  Questo  metodo  consiste  nel 
ricercare,  per  ogni  equazione  {generale  di  grado  dato  «,  una  fun- 
zione delle  sue  n  radici  la  quale,  comunque  ei  sostituiscano  fni 
loro  queste  radici,  non  possa  prendere  che  an  numero  di  valori 
distìnti  inferiore  ad  n.  'Trovata  una  siffatta  funzione,  il  suo  valore 
si  potrà  determinare,  per  quanto  sì  è  visto  al  §  prec,  risolvendo 
un'  equazione  di  grado  inferiore  ad  n. 

1073.  Dette  a,  ^,  ^  le  tre  radici  dell'equazione  generale  del  terzo 
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grado,  Lagrangc  ha  trovato  la  fonzìone  : 

(a  +  eg  +  s»t)*  (1) 

(in  cui  E  è  radice  cubica  compleesa  dell'unità)  la  quale  non  prende 
che  due  valori  distinti  comunque  si  permutino  fra  loro  le  radici. 
Infatti,  eseguendo  fra  le  a,  ^,  t  tutte  lo  sei  possibili  permutazioni, 
si  avrebbero  le  seguenti  espressioni  : 


(a  +  £?  +  zV 


(a  +  st;  +  £*?)" 
(Y  +  eg  +  E*a)» 
(P  +  sa  +  E»Y)'. 


Ora  le  basi  dei  primi  tre  cubi  differiscono  soltanto  per  una  po- 
tenza dì  £,  poiché,  moltiplicando  la  prima  per  e*,  si  ha  Is  seconda 
e  moltiplicando  la  prima  per  e  si  ha  la  terza  ;  perciò  queste  ire 
basi  elevate  al  cubo  danno  tutte  io  stesso  risultato.  Analogamente 
per  le  altre  Ire  espressioni. 

Dunque  la  espreEsione  (1)  può  avere  un  solo  altro  valore  che 
è  (a  + e*B  +  ey)'.  Per  quanto  si  è  visto  al  §  prec,  questi  due  va- 
lori saranno  le  duo  radici  di  un'equazione  del  secondo  grado: 

2*  -t-  A,z  -H  A,  =  0  l2) 

i  cui  coefflcieotì  : 

A,  =  -  Kit  +  i^  +  eV  +  («  +  e*?  +  nJ'i 
A,  =  (a  -f  E?  -I-  i^)%a  +  e»p  +  t-fY, 

essendo  espressi  eotio  forma  di  funzioni  Bimmetriche  deUe  'J,^,^ 
si  calcoleranno  direttamente  per  mezzo  dei  coefficienti  dell'equa- 
zione proposta. 

Se  r  equazione  del  terzo  grado  è  data  sotto  la  forma  sempli- 
ficata : 

x'  +  qx  +  r  =  0,  {a) 

fatti  i  calcoli,  si  troverà  per  la  (2)  l'equazione: 

2'-h27rz-272'  =  0.  (2/ 

"■Dette  6,  e  6^  le  radici  di  quest'equazione,  ai  ha  dunque: 

(a  +  e«3  +  et)»  =  0,- 

Eslraendo  le  radici  cubiche  dai  due  membri  ed  osservaodo  che 
a  +  ^  +-^  =  0,  poichò  la  (a)  manca  del  secondo  termine,  si  otten- 
gono di  qui  le  tre  equazioni  di  primo  grado; 

a  +  e?  -h'y  i^  Ve7 
i 
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fra  le  a,  ?,  y.  Sommando  membro  a  membro,  ed  osservando  che 
1+É  fÉ*  =  0,  si  deduco  subito  il  valore  generale  di  una  radice: 

j_      s 


Questa  espressione  non  è  Raeeettibile  che  di  tre  valori,  poiché 
si  riconosce  facilmente  che  il  prodotto  : 

^/(^7  •  Je7  =  (a  +  e?  +  s'T)(a  r  es  +  t^^) 
è  nna  funzione  simmetrica  delle  a,  ^.  7  ed  è   quindi   conosciuto 
a  priori  (=  -  3^  ;  cfr.  art.  925).  Perciò,  dato  a  piacere  al  radicale 

3 

cubico  V'j,  ano  qualunque  dei  suoi  ire  valori,  11  valore  da  darsi 
poi  all'altro  radicìilo  cubico  resta  porrctttimenie  detcrminato. 

Le  formole  di  risolnzione  alle  quali  si  perviene  por  questa  via, 
non  diBeriscono  sostanzialmente  da  quelle  di  Cardano.  Per  pas- 
sare dalla  risolvente  (2)'  alla  risolvente  di  Cardano,  basta  infatti 
eseguire  nella  (ti)'  la  trasformazione  semplicissima  s  =  37z'. 

1074.  Per  I'  equazione  generale  di  quarto  grado ,  le  cui  radici 

chiameremo  a,  ^jI",  5,  Lagrange  si  servi  delia  funzione  [(a+P)—{lf +3)1*, 
la  quale,  corannqae  si  permutino  in  essa  le  radici,  non  può  prendere, 
come  è  facile  vedere,  che  i  tre  valori  distinti: 

T.  =  [{a+p)-(-r  +  5)r  ,  T,  =  [(a  +  T)-CP+S)]',    ' 

T,  =  [(a  +  6)-(g  +  T)]'  (3) 

i  quali  per  conseguenza  saranno  le  tre  radici  di  un'equazione  di 
terzo  grado  : 

2»  +  PiZ»  +  PjS  +  Pj  =  0  (*)  (4) 

di  cnl  i  coefficienti  P,  ,  P,  ,  P,  si  calcoleranno  facilmente  per 
mezzo  di  quelli  deli'  equazione  proposta  del  quarto  grado. 

Risoluta  quest'  equazione  di  terzo  gra'lo  col  metodo  spiegato  , 
le  tre  radici  T,  ,  T, ,  Tj  si  potranno  considerare  come  conosciute, 
onde,  estraendo  le  radici  quadrate  dei  primi  e  secondi  membri 
delle  (3),  si  avrauno  le  tre  agnagllanze  : 

a  +  5-?-Y  =  VTÌ. 
Per  avere  precisamente  quattro  equazioni  di  primo  grado   fra 

(•)  Se  I'  eqnuione  del  quarto    grado    aia   etnia 
gx*+rx+t=0,  per  l'eqnaiione  riaolvente  ;4>  bì  trovi 

z»  +  8)»'  +  {16g'-64*)»-64r'  = 
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!  quattro  incognito  a,  p,  -f,  S,  bsslcrfi  aggiungere  a   qaeste  tre 

guagli.itizc  1'  (tgaaglianza  : 


^5  =  -p 


(6) 


dove  p  è  il  cocfficienle  del  secondo  termine  dell'equazione  del 
quarto  grado,  supposto  il  coefficiente  del  primo  termine  uguale 
all'unità. 

Sommando  ora  queste  quattro  equazioni  membro  a  membro  e 
dividendo  poi  per  4,  si  trova: 

4  ^  ' 

clic  è  r espressione  generale  di  una  radice  qualunqne  dell'equa- 
zione del  quarto  grado  proposta.  Ih  questa  espressione  ciascuno 
dei  tre  radicali  quadratici  può  prendere  duo  valori  distinti,  onde 
1'  espressione  stessa  è  suscettibile  di  8  valori  distinti.  Nel  nostro 
caso  però  si  osservi  che  dev'essere  : 

^JT,.  vT;.  Vt;  =  (a  +  g-Y  -  S)(a  t  Y-  ?  -  «)(«  t  S  -  ?  -y), 

dove  il  secondo  membro  è  una  funzione  simmetrica  dello  a,  fi 
Y,  S  e  per  conseguenza  lia  un  valore  perfettamente  determinato 
e  conosciuto  a  priori  (*,.  Di  qui  segue  clie,  scelti  ad  arbitrio  i 
segni  dei  primi  due  radicali,  il  segno  del  terzo  resterà  perfetta- 
mente determinato,  insieme  al  suo  valore. 

I  significati  che  sì  possono  dare  all'espressione  (7),  si  riducono 
cosi  soltanto  a  quattro  che  daranno  appunto  le  quattro  radici  del- 
l' equazione  proposta.  Del  reato  questi  quattro  valori  si  possono 
anche  individuare  risolvendo  il  sistema  delle  (5j  e  (6).  Moltipli- 
cando infatti  queste  equazioni  opportunamente  per  *  1,  sommando 
e  dividendo  per  4,  si  trova  in  aggiunta  alla  (7): 

^  4  '"'''"  4  ' 


1075.  Se  i  coefficienti  dell'equazione  del  quarto  grado  sono  tutti 
reali,  sì  possono  presentare  (cfT,  art.  1060)  per  la  realtà  od  ims- 
ginarietà  delle  sue  radici  i  seguenti  casi: 

n)  le  a,  g,  Yi  ^  sono  tutte  reali; 

b)  le  a,  {:,  y_  5  gom,  i^n^  imnginarie,  ed  allora  sarà  p.  cb.  a 
conjugato  con  'f  e  1  con  6  ; 

e)  due  radici,  p.  es.  a  e  p ,  sono  reali  e  le  altre  due  sono 
iraaginarie  coniugate. 


(*l  Questo  valore  è  — Sr,  iiella  stessa  i|iotesÌ  della  uolk  prec.    circa  li 
forma  dell' eq.  proposta  (cfr.  art.  920). 
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Ora  dalle  (3)  appare  facilmente  che  : 

a)  nel  primo  caso  le  T,  ,  T, ,  T^  sono  tutte  reali  e  positive  ; 

b)  nel  secondo  caso  T,  è  reale  e  positiva,  nel  mentre  che  T, 
e  T,  SODO  reali  e  negative; 

e)  nel  terzo  caso  T,  è  reale  positiva,  nel  mentre  che  T,  e  T, 
sono  complesse  coigagate. 

La  risolvente  di  Lagrange  sar&  danqne  da  preferirsi  a  quella 
di  Ferrari,  quando  si  voglia  avere  un  criterio  Immediato  e  com- 
pleto circa  il  numero  delle  radici  reali  dell'equazione  proposta  del 
quarto  grado  (*). 

Hot*  td  Eianslii. 

1.  Biconofcere  che: 

(a  +  P  +  TK»  +  eH  e»YKa  +  e*P  +  ey)  = 


«P  T 

Pro 

T  «  P 


2.  L'espressione  (1)  dell'  art.  107B  eoa  6  ohe  qd  caso  particolare  dell'  e- 
spressione  analoga  più  generale  : 

(Bq  +  uia,  +  u'aj  +  w'«3  +  . .  .  +  """'On.,)"  (a) 

in  cui  u  é  una  radice  n"'"'  di  I  ed  &«  ,  a,  ,  a,  ,  .  .  ,  ,  a„_,  sono  le  radio! 
di  un'equazione  data  /(z)  =  0  del  grado  n.  Invero  anche  l'espressione  (1) 
gode  della  proprietà  di  conservare  il  ano  valore  se  si  esegue  (cfr.  art.  281) 
ir»  le  a,  ,  a,  ,  a,  ,  . .  .  ,  at,_,  la  soetitnzione  circolare  (B,oi,at  .  .  .  Bn_,)  ;  poi- 
ché si  ha  manifestamente  .- 

a,  +  iaSf  +  (D*o,  +  .  .  .  +  ta'*~'a,^i  -h  w"~'Oo 

=  u~'{ao  +  bla,  +  w'a,  +  (i)*Oj  +  .  . ,  +  ^""'On-i)- 

8.  Le  n-~l  espressioni  che  si  ottengono  dalla  (a)  prendendo  par  u  le 
n  — 1  radici  n<><'»  di  1  diverse  da  1,  ohe  indicheremo  con  u,  ,  u,  ,  ...  ,  1^^., , 
si  dicono  le  iipr<*rioni  rUolventt  ,  di  Lagrange  ,  dell'  equazione  f{x)  =  0 , 
poiché,  qualora  *«  nt  conaicana  t  valori,  che  indicheremo  rispettivamente 
con  À,  ,  A,  ,  ...  ,  A„_[ ,  è  facile  dedurnt  il  tialort  delle  radivi  ilettt  di  f(x)=0. 

Infatti  dalle  n  — 1  eguaglianze; 

(Oot-Wiai+(ii,*a,+(.)('aj+  ...  +*»ij"~'o„_,}"-Ai    ,     i=l,  2,...,n— 1 
cui  si  può  aggiungere  l' eguaglianta  (cfr.  art.  916): 

se /(a:)  =  x"  +  fKE"'' +  .  -  -  ,    aegae    per    la    determinazione    delle   a«  ,  a,  > 


(•)  Si  6  già  visto  (  cfr.  Cap,  IX,  g  8',  Nota  1*  )  com 
mente  determinare  il  numero  delle  radici  positive  di  ' 
torto  grado  a  radici  reali. 

Oapblli.  — /('•'fuiiont  di  aitalin  algebrica,  8.*   udiz. 
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, ,  il  Biatema  delle  «  equazioni  lineari  : 

«0  +  o,  +«,  +  .-•  +  a„-t  =  -  P 

«0  +  w,«i  -i  w,*a,  4-  . .  .  +  w,''~'a„_,  =\/A, 

«0  +  w,»,  +  w/5,  +  .  . .  +  w,""'»,.,  =\'A, 


Qaest'  eqnaiioni  sommate  membro  a  membro  ci  danno  (poiché  l  +  i, 
+  !>>,•  +  .  .  .  +  lu'n^,  =  0  per  t  intero  maKK'ore  di  0  e  minore  di  ■)  : 


-{~p+-JA,  +  \lAf  +  .  ..  +\'A,_J 


Una  vollB.  JUtali  i  valori  degli  n  — 1  radicali  in  modo  da  soddisfare  l«  (^ 
dalle  stesse  ib)  moltiplicate  risp.  per  I  ,  ta,~*  ,  tu,~'  ,  .  .  .  .  la^,,"'  e  vm- 
mate  membro  a  membro  ai  rìcavei'anoa  pntHJtro  n  — 1  espressioni  analoghi 
alle  (b)  ohe  faranno  conoscerò  completameote  anche  le  a,  ,  a,  ,  .  . .  ,  i,.,. 

4.  Si  cerchi  ìl  minimo  numero  di  fattori  del  tipo  gik  considcnto: 
di  +  lua^  +  ui'o,  -f-  .  ■  .  -H  ia'-'a„^,  il  cai  prodotto  sìa  una  fnniione  simme- 
trica delle  a,,a,  ,.  .  .  ,  a„-.. 

5.  Posto; 

if{x)  =  «0  +  a,a:  +  a,x»  +  . .  .  +  a^^x"~^ 


B  radici 


•  di  1 


(f(wj(j{w,)  . 


ti.  Il  determinante  del  tipo  (d),  in  cni  le  a,  ,  a,  ,  .  .  .  ,  b„^  possono  pr«t- 
dere  valori  affatto  arbitrari,  ha  riceToto  il  nome  di  determinante  cirw 
Ioni*.  La  formola  (di  ci  dice  che  il  determinante  circolante  di  n  variabili  ti 
tpeixa  idenlicamenlt  nel  prodotto  di  u  /unxioni  lineari  dell»   ttetii   variaiii'' 

Sall'arKomento  dpì  determinanti  circolanti  ai  confronti  p.  ee.:  ■  Mrr- 
minanti  di  E.  Pascal  (Manuali  Hoepli  189Tj. 

7.  Volendo  applicare  il  metodo  di  Lagrauge  alla  riaoliuione  dì  eqov 
lioni  {[onerali  di  grado  snperìore  al  quarto,  converrebbe,  ae  f>  è  il  grado 
delt'equaiione,  coatruire  una  Aiuiiono  dello  n  radici  che  ammetteate,  p" 
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tntte  le  sostitazioni  che  fra  ài  Ofsn  ni  possono  osegaire,  un  numero  di 
valori  inferiore  ad  n;  oaaia,  che  6  la  stessa  cosa  (art.  ÒSI)  una  fiiniione 
il  cui  gruppo  (art.  590)  fosse  di  indice  inferiore  ad  n.  Ma,  per  n>4,  non 
esistono  (art.  288)  giuppi  di  sostiiuiioni  fra  n  lettere  di  indice  inferiore 
ad  n,  ad  eccezione  del  solo  gruppo  alternato  che  ha  per  indice  2.  Il  me- 
todo di  Lagrange  cessa  perciò  di  easere  applicabile  alla  risoluzione  gone- 
rale  delle  equazioni  al  di  Ib  del  quarto  grado.  Del  resto  dimostreremo 
in  aegoito  {Gap  XV)  che  l'equaiioue  generale  di  grado  superiore  al  quarto 
non  è  mfti  risolubile  per  radicali. 

§  10.0  —  Altre  tratformaslonl  dt  eqaasfonl. 
Teoremi  di  Jerrard  <*)  e  di  Sjlvester. 

1076.  Il  matematico  inglese  Jerrard  ha  dimostrato  che,  data 
un'equazione  qualunque,  Bi  può  Bctupre  trasformarla  razionalmente 
in  un'  altra  mancante  del  secondo,  terzo  e  quarto  termine  risol- 
vendo una  sola  equazione  del  terzo  grado. 

Sta  infatti  l'equazione  data: 

jc"  +  PiX"-^  +  p^xT-*  +  ..  .+p„  =  (}.  (1) 

Eseguendo  su  di  essa  la  trasformazione: 

y  =  ax*  +  ^x'  +  73;»  +  Sx  +  e,  (2) 

1'  equazione  trasformata  sarà  della  forma  : 

y"  +  Piff""'  +  Pjy"-*  +  . . .  +  P„  =  0,  (3) 

dove  le  P|  ,  P| ,  Pj  .  .  .  sono  delle  funzioni  intere  ed  omogenee 
delle  a,  ^,  y,  0,  e  risp.  dei  gradi  1,  2,  3, ... ,  come  apparisce  evì- 
dentemente  da  quanto  si  è  detto  all'art.  1062. 

Ciò  posto,  si  tratta  di  dimostrare  che  si  possono  sempre  deter- 
minare le  a,  p,  Y)  ^>  E  in  modo  da  risolvere  le  tre  equazioni  : 

P,  =  0  ,  P,  =  0  ,  P,  =  0  (4) 

mediante  la  risoluzione  di  un'unica  equazione  ausiliaria  del  terzo 
grado. 

Invero  si  comìnci  con  eliminare  e  dalle  P,  e  P,  sostituendo  in 
esse  il  valore  di  e  ricavalo  da  P,  =0.  Si  otterranno  cosi  due  e- 
quazioni : 

Qs  =  0  ,  Q,  =  0 

risp.  del  secondo  e  terzo  grado  nelle  sole  a,  ^,  ^i  ^-  !'&  prima  di 
queste  si  potrà  sempre  porre  (cfr.  Cap.  XVI,  §  3°)  sotto  la  forma: 

Q,  =  «»-«*-f-w*-e»  =  0 

essendo  u,  v,  w,  t  funzioni  lineari  omogenee  delle  o,  f,  Yi  S  e  si 
potrà  quindi  soddisfare  ponendo  u  =  v  e  t  =  u}.  Da  queste  due 
equazioni  di  primo  grado  si  ricaveranno  1  e  S  espressi  in  fun- 
zione lineare  ed  omogenea  di  et  e  fi,  onde  sostituendo  i   risuUati 


(•>  0  di  Bring. 
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nell'ultima  equazione  Qg  =  0  che  ancora  restava  a  soddisfare,  que- 
sta si  presenterà  come  nn'eqaazione  del  terzo  grado  nel  rapporto 
«:p.  Determinando  dunque  questo  rapporto,  che  era  restato  ar- 
bitrario, mediante  la  risoluzione  di  quest'ultima  equazione  cubica 
e  conse^en temente  i  valori  di  7,  S  ed  e  nel  modo  già  fissato, 
l'equazione  trasformata  (3)  risulterà  della  forma  : 

ff"  +  P.^*^  +  Pstf-s  +  .  . .  +  P„  =  0, 
e.  d.  d. 

1077.  Con  procedimento  identico  a  quello  tenuto  si  potrebbero 
invece  determinare  ì  coefficienti  a,  ^,  y,  5,  e  in  modo  che  l'equa- 
zione trasformata  mancasse  del  secondo,  terzo  e  quinto  termiDe. 
Invece  di  un'equazione  cubica  si  dovrebbe  però  risolverne  una  del 
quarto  grado;  ponendosi  cioè  P4  =  0  in  luogo  dì  Pj=0. 

Combinando  le  trasformazioni  ora  indicate  con  la  trasformazione 
a  radici  reciproche,  è  poi  altresì  chiaro  che  si  potrebbero  invece 
annullare  nella  trasformata  i  coefficienti  P„_i  ,  P„_i ,  P„_j  ovvero 
i  coefficienti  P„_i  ,  P„_, ,  P^,. 

Di  qui  segue  immediatamente  che  nel  caso  di  un'equazione  del 
quinto  grado  si  potrà  sempre,  mediante  la  risoluzione  di  una  sola 
equazione  del  terzo  o  del  quarto,  fare  in  modo  che  I'  equazione 
trasformata  manchi  di  tre  termini  qualunque  compresi  fra  il  primo 
e  r  ultimo.  In  altri  termini  1'  equazione  di  quinto  grado  si  potrà 
per  tal  via  ricondurre  a  piacere  ad  una  qnalnuqne  delle  quattro 
forme  trinomìe  : 

ix?+px+q^O  ,  xfii-px''+q=0  ,  3^+psx^+q=0  ,  3^+px*+q=0. 

1078.  Mediante  la  risoluzione  di  una  sola  equazione  di  terzo 
grado  si  può  anche  ricondurre  qualunque  equazione  del  quinto 
grado  alla  forma  : 

(ax  +  6)'  +  (a'x  +  b')"  +  (a"x  +  6")'  =  0. 

È  questo  un  caso  particolare  del  seguente  teorema  generale  do- 
vuto a  Syloeiter: 

Uaa  funzione  intera  omogenea  di  grado  2n  —  1  delle  due  m- 
riabili  X,  y  si  può  porre  aotio  la  forma: 

b,(x  +  Piyr"'  +  b,(x  +  P,y)'""'  +  . . .  +  b„(x  +  p„y)*'^'. 
mediante  la  risoluzione  di  una  sola  equazione  del  grado  n. 

No!  ci  limiteremo  a  dimostrare  questo  teorema  per  il  caso  di 
n  — 3,  cioè  per  il  caso  di  una  funzione  fondamentale  del  quinto 
grado  ;  poiché  la  dimostrazione  che  daremo,  si  estende  poi  imme- 
diatamente senza  alcuna  modificazione  essenziale  al  caso  generale 
di  qualsivoglia  valore  di  n. 

1079.  Data  la  funzione  fondamentale  : 

aoar>+5a,ar*y-t-10o,a:V*+lOa,x*ff'+5a^a:y*+asp%  (5) 

ci  proponiamo  dunque  di  porla  identicamente  sotto  la  forma: 
6iC«  +  p,!,)'  +  b,ix  +  p^)S  +  6,(x  +  p,y)*  (6) 
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determinando  opportunamente  te  sei  costanti  : 

Si  dovranno  quindi  soddisfare  le  sei  equazioni  : 

ao=h    +*.    +h  .        '»s=&iPi  ■+&.?»'+&»?»' 

che  si  ottengono  eguagliando  (art.  483)  1  coefficienti  dei   termini 
simili  in  (5)  e  (6). 

Holtipllcando  ire  eqnazioni  consecutive  qualunque  del  BÌstema  (7) 
risp.  per  ptt  ,Pi  ,Pi,Pat  essendo  : 

Po  +  PiX  +  PrC*  +  p^j^  =  0  (8) 

l'equazione  che  ba  per  radici  ^,  ,^j ,  <^a,  se  ne  deducono   le   tre 
seguenti  : 

Po«o  +  i»!*»!  +  i>i«f  +  Pa'h  =  0 

Port,  +  p,o,  +  i>,aj  +  p^a^  =  0  (9) 

PoOt  +  Pi«a  +  Pt««  +  PjOb  =  0 
poiché  per  l' ipotesi  fatta  : 

rfl* +  ?,?,'*'+?,?,"*• +ft?.'+'  =  0. 
Dalle  (8)  e  (9)  congiunte  segue  ora  nel  noto  modo  : 

=  0.  (10) 


É  questa  dunque  l'equazione  del  terzo  grado  cui  debbono  sod- 
disfare le  ^i  ,9t,  ^5- 

Bisointa  l'equazione  (10),  si  conosceranno  i  valori  di  ?, ,  p, ,  rt 
e  si  determineranno  quindi  le  altre  tre  incognite  bi  ,bf,  b,  risol- 
vendo le  tre  equazioni  di  primo  grado  : 

fr,      +  &,      +6,      =00 
il  cui  determinante  (art.  482)  è  in  generale  diverso  da  zero. 
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1.  Se  le  radici  «,  p,  Yi  3  Jell'  equasione  : 

ox*  +  ibx*  +  6cx'  +  idx  +  e  =  0 


S,  Y,  B.  Eaìaterft  allora  noa  trasfonnaiioDO  lineare  x=  ~- — -'checambi»- 
rà  l'equazione  (1)  nell'equaEione  : 

che  ha  per  radio!  1,   —1,  fc"',   — t"', 

2.  All'oggetto  di  cui  ai  ti-alta,  gioverà  assumere  il  primo  membro  del- 
l'equazione del  quarto  grado  lotto  la  forma  omogenea  : 

/■(a;,  ,  se,)  =  axj*  +  46a:,'i,  4  6ca!,*x,*  +  4rfa:,Xj'  +  ex,* 

e  determinare  una  Bostitnzione  lineare  : 

a:,  =  o,ff,  +  a^yj,     ,     x^  =  ft^y,  +  fc,y, 

per  la   quale  ai  abbia  : 

fi":! ,  ^i)  =  ì//  +  s^i'i  W  +  y**-  «) 

Bì  potrebbe  dimostrare  ohe  il  numero  ji  potrà  prendere  uno  qnolunqna 
dei  sei  valori  : 

m,  ni,  T»,  m,  t»g  m, 

nij— *»3     w>g-nt,      m^-nij  '  mg—m^      ni,~m,  '  nij— m, 
eaaeodo    «n,  ,  ni,  ,  m,  le  tre  radici  dell'  equazione  : 
m»  -  Jm  -  2  J  ^  0  , 

ove  I  ei  J  hanno  i  aifcnificati  gii,  noti  (cfr.  §  6°,  Note). 

Il  lettore  riconoscerà  poi  «enia  difficoltà  come,  con  un  ulteriore  nuli* 
tuiione   !/i=\Jk*i,Pf  =  \'Ìca,  si  paesi  poi  dalla  forma  (2)  alla  forma  itti- 

/■(»■ ,  ^,)  =  (','  -  j,")(»i'  -  e^i') 

che  è  la  cosi  detta  forma  eaneni'eo  di  Legendre, 
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CAPITOLO  XV. 

PKrNCIPlI    DELLA   TEORIA    DEGLI    IRBAZIONALI     ALGEBRICI. 


§  l.Q  -  Dell»  rldottlbllltà  e  Irredattlbilltà 
delle  equazioni  In  nn  dato  campo  di  raalonallth. 


1080.  Nel  Capitolo  XII[  (art.  977)  abbiamo  cbiamato  campo  di 
razionalìt&  C  un  insieme  ben  determinato  di  numeri  che  godono 
della  proprietà  che  la  somma,  la  differenza,  il  prodotto  ed  il  quo- 
ziente di  dne  qualunque  di  essi  appartengono  allo  stesso  campo  C. 

Siano  ora  x^  ,  x^ , ,  .  . ,  x^  delle  variabili  affatto  indipendenti,  e 
indichiamo  con  K  l' insieme  di  tatte  le  funzioni  razionati  delle 
Xf  ,  Xf,  .  . .  ,x^  ì  cai  coefficienti  appartengono  al  campo  C.  Po- 
tremo dire  che  K  è  un  campo  di  razionalità  variabile,  poiché  k 
chiaro  che  la  somma,  la  differenza,  il  prodotto  ed  il  quoto  di  due 
funzioni  comunque  scelte  in  K.  sarà  una  nuova  funzione  del  pari 
appartenente  a  K.  Il  campo  di  razionalità  variabite  K  si  potrà 
rappresentare  opportunamente  col  simbolo  [C  ;  «, ,  a;, , .  . .  ,  a:„| , 
mettendo  cioè  in  evidenza  le  variabili  x,  ,  x, , . .  .  ,  x„  ed  il  campo 
di  razionalità  costante  C  cai  appartengono  i  coefficienti  delle  fun- 
zioni razionali  delle  x,  ,  x^ , .  . . ,  x„, 

1081.  Bel  resto  accadrà  per  lo  pia  che  lo  stesso  campo  C  sì 
possa  definire  mediante  un  namero  finito  di  etementi  di  C  p.  es. 
a,  ,  Of  ,  .  . .  ,  a„  ,  cioè  come  l'insieme  di  tutti  i  numeri  che  si  pos- 
sono dedarre  dagli  m  numeri  a,  ,0^ , .  ,  .  ,  a„  operando  sa  dt  que- 
sti colle  quattro  operazioni  fondamentali.  In  tal  caso  il  campo  C 
si  potrà  rappresentare  (cfr.  art.  980)  con  [a,  ,  a^  ,  .  ,  , ,  a„]  e  cou- 
segaentemente  il  campo  |C  j  x,  ,  x^  , ...  ,  x„\  con  [a,  ,  a^  ,  ...  ,  a„  \ 
==:,...,  x„]. 

Con  quest'ultimo  simbolo  verrà  cosi  a  rappresentarsi  l' insieme 
di  tutte  le  espressioni  che  si  possono  ottenere  operando  sugli  ele- 
menti costanti  e  variabili  (t,  ,  a^  ,  ■  •  • ,  a,,  ;  Xi  ,  x^ , .  ,  .  ,  x„  colle 
quattro  operazioni  fondamentali. 

Cosi,  ad  esempio,  l'Insieme  di  tutti  i  numeri  commensarabili  si 
potrà  rappresentare  con  (1),  poiché  tatti  i  numeri  commensurabili 
si  possono  dedurre  dall'unico  elemento  1  mediante  le  quattro  ope- 
razioni fundamentaTj  ;  e  quindi  l'insieme  di  tutte  le  funzioni  ra- 
zionali di  n  variabili  Xj  ,  x, ,  .  .  .  ,  x„  con  coefficienti  numerici 
commensurabili  si  potrà  rappresentare  con  'x,  ,  x^ , .  .  .  ,  x„). 
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1082.  Ciò  premesBo:  un'equazione 

A(,z^  +  A,z^"'  +  .  .  .  +  A;t_,z  +  Al  =  0  (1) 

i  cui  coefficienti  appartengano  ad  un  dato  campo  di  razionalità 
costante  o  variabile  K,  Si  dice  ìrredvttibile  (rispetto  al  campo  K) 
gè  il  suo  primo  membro  non  ai  può  decomporre  in  fattori  interi 
rispetto  a  z  con  coefficienti  appartenenti  allo  atetao  campo  E.  In 
CUBO  contrario  lequaziono  (1)  si  dir&  riduttibile  nel  campo  K. 

Se  l'equazione  (1)  è  riduttibile  nel  campo  K,  è  evidente  che  uda 
delle  sue  radici  sarà  anche  radice  di  on'eqnazioue  di  grado  infe- 
riore: 

A'oz"-'  +  A',3^'-i  -t-  . .  .  +  A'i._i  =  0  (2) 

coQ  coefficienti  appartenenti  del  pari  a  K,  bastando  a  tale  ogi;etto 
di  prendere  come  primo  membro  di  queat'  ultima  equazione  mio 
qualunque  dei  fattori  nelqaali  si  decompone  per  supposto  il  primo 
membro  di  (1). 

Reciprocamente  se  una  radice  di  (I)  è  ancbe  radice  di  un'equa- 
zione consimile  di  grado  inferiore  (2),  l'equazione  (1)  sarà  ridut- 
tibile nel  campo  K.  Infatti  i  primi  membri  delle  (1)  e  (2}  avranno 
iu  tale  supposto  un  massimo  comune  divisore,  cbo  sarà  una  fun- 
zione intera  di  z  di  grado  uguale  o  superiore  ad  1,  ed  i  suoi  coef- 
ficienti apparterranno,  come  sappiamo  (art.  983),  allo  stesso  campo 
di  razionalità  K  cai  appartengono  i  coefficienti  delle  (1)  e  (2).  D 
primo  membro  di  (1)  sarà  dunque  decomponibile,  onde  ecc. 

1083.  Se  l'equazione  (\)  ha  una  radice  multipla,  essa  è  certa- 
mente riduttibile  nel  campo  di  razionalità  E  cui  appartengono  i 


Infatti,  se  ciò  accada,  l'equazione  (1)  avrà  almeno  una  radice  In 
comune  (art.  913)  colla  equazione: 

XAo2^i  +  {X-  1)A,B^-»  -F  . . .  -f  Ai_,  =  0 

i  cui  coefficienti  appartengono  del  pari  a  E.  Uà  quest'ultima  è  di 
grado  inferiore  a  Xj  quindi  la  (1)  sarà  riduttibile  per  l'art,  prec. 

1084.  Siano: 

?(z)  =  0  ,Kz)  =  0  (3) 

due  equazioni  i  cui  coefficienti  appartengano  ad  un  certo  campo 
di  razionalità  e  aia  la  aeconda  di  esse  irreduttibìle  in  questo  cam- 
po. In  tal  caso,  ae  la  prima  equazione  è  soddisfatta  da  una  ra- 
dice della  seconda  equazione,  sarà  anche  soddisfatta  da  tutte  le 
altre. 

Infatti,  poiché  le  due  equazioni  (3)  hanno  una  radice  in  comnne, 
le  due  fanzloni  intere  c(z)  e  ^{z)  ammetteranno  un  massimo  co- 
mune divisore  I>{z)  almeno  di  primo  grado.  Il  grado  di  D(z)non 
può  però  essere  inferiore  al  grado  di  <Ji(z),  poiché  altrimenti  il 
primo  membro  dell'equazione  irreduttibile  i|'(z)  =  0  ammetterebbe 
un  fattore  di  grado  inferiore,  il  che  b  contradditorio.  Sarà  dun- 
que il  grado  di  D(e)  eguale  al  grado  di  ^[z),  cio6  il  massimo  co- 
mnn  dlTlsore  D(z)  sarà  la  stessa  ^(z). 


iceyGoOt^lc 


Il  primo  metabro  f(z)  sarà  dunque  dioisibUe  eiattamente  per 
^fz),  con  cfae  il  teorema  6  evidentemente  dimostrato. 

108ó.  iSe  tutte  le  radici  di  f(z)  =  0  aoddiéfano  all'equazione  ir- 
redutUbile  <^{,z)  =  0,  la  funzione  ^{z)  i  una  potenza  intera  di^{z) 
{nel  supposto,  sempre  lecito,  che  le  pia  alte  potenze  di  z  in  ^  e^ 
abbiano  per  coefftciente  l'unità;  in  caso  contrario,  a  meno  di  un 
fattore  indipendetUe  da  z). 

Infatti,  avendo  l'equazione  if(z)=0  radici  in  cornane  con  '|'(2)=0 
che  è  irrednttlbìle,  si  avrà  dapprima  pel  teorema  che  precede  : 

9W  =  Ti(2)-*(2).  (4) 

essendo  f(z)  una  certa  funzione  intera  di  2.  Di  qui  segue  eviden- 
temente che  tutte  le  radici  di  if^{z)=0  sodo  anche  radici  di  !p(z)=0, 
e  quindi  anche  di  ^{z)~0  per  l'ipotesi  fatta.  Per  identica  appli- 
cazione del  teorema  precedente  sar&  dunque: 

9,(s)  =  9i(z)-'Ka) 
e  quindi,  eostituendo  in  (4)  : 

9(2)  =  <f^{e)-^)z)'. 

Si  potrà  ora  procedere  allo  stesso  modo  finché  si  gianga  ad  una 
funzione  v^iz)  di  grado  nullo  in  t.  Allora  si  sari  ottenuto  appunto: 

?(2)  =  C.[*(2)J^ 

essendo  C  una  costante  rispetto  a  z. 

1086.  Se  un'equazione  è  riduttibile,  il  suo  primo  membro  ai  po- 
trà decomporre  in  un  prodotto  di  fattori  irreduttibili,  e  tale  de- 
composizione non  potrà  farsi  che  in  un  sol  modo. 

È  ben  inteso  che  si  fa  astrazione  dall'  ordine  dei  fattori  e  da 
possibili  fattori  che  non  dipendano  dalla  variabile  dell'equazione. 

Se  il  campo  di  razionalità  C  cui  appartengono  ì  coefficienti  del- 
l'equazione è  costante,  questo  teorema  coincìde  assolutamente  con 
quello  già  dimostrato  (art.  993)  che:  ogni  funzione  intera  si  può 
sempre  decomporre,  ed  in  un  modo  unico,  in  un  prodotto  di  fun- 
zioni prime  rispetto  ad  un  dato  campo  di  razionalità.  Se  poi  il 
campo  C  contiene  delle  variabili  x^  ,  x^ ,  ... ,  a;„  ,  sarà  egualmente 
valida  la  stessa  dimostrazione  ivi  data,  poiché  le  variabili  x^ , 
x^ ,  . .  .  ,  x„  devono  considerarsi  sempre  come  affatto  indipendenti 
dalla  variabile  2  delTequazIone;  esse  verranno  dunque  assimilate 
a  delle  semplici  costanti  dal  punto  di  viBta  dell'  argomento  va- 
riabile z. 

1087.  Teorema.  —  Sìa  f(x)  =  0  un'equazione  del  grado  a,  colle 
radici  a,  ,  O,  ,  .  .  .  ,  a„  ,  ìrreduttibile  in  un  certo  campo  di  razio- 
nalità K  cui  apparlengono  i  euoi  coefficienti.  Se  !f(x)  è  una  fun- 
zione razionale  qualunque,  con  coefficienti  appartenenti  a  K,  gli  n 

?C«i) ,  9(a»)  >•■-,  ?(0  (5) 

CAPKbLt.  —  Iitituiiani  di  analiii  algebrica,  8.*  edii.  80 
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$iyno  fra  loro  lutti  diftinti,  ovvero  eùucumo  di  essi  n  trono  ripe- 
tuto io  Mte»Mo  numero  di  voUe. 

Le  espreasioDÌ  (5),  nelle  qoali  ci  è  lecito  rìteoere  (ut.  931)  cbe 
7  su  simbolo  di  fanzione  intera,  sono  infatti  (art.  1062}  le  radici 
di  no'  equazione  F(x)  =  0  del  grado  n  con  coefficienti  apparte- 
nenti a  K. 

Se  ora: 

F(x)  =  F,(«)F,(i) . . .  T/x) 

è  la  funzione  intera  P(z)  decomposta  nei  saoi  fattori  irredattibCi 
nel  campo  E,  ano  qualunque  di  questi  fattori,  p.  es.  F,{x),  egua- 
gliato a  zero  non  potrà  avere  radici  diverse  dai  nnmeri  (5).  Ut 
se  sia  p.  ea.  5(0^)  radice  di  F,{x)  =  0,  l'equazione  F,(5{xt)  =  0, 
avendo  in  comune  colla  equazione  irreduttibile  fi,x)-0  la  radice  a,, 
avrà  per  radici  (art.  1084)  tutte  le  radici  dì  f'\x)=9,  cioè  sarà: 

F,(p(a,))  =0  ,  P,(,Ca,))  =0  , .  . .  ,F,(?(a^)  =0; 

epperft  P,{a:)  =  0  ammetterà  come  radici  tutti  i  numeri  (5)  ;  cia- 
scuno come  radice  semplice,  poiché  l'equazione  Fj(x)=0,  essendo 
irreduttibile,  non  può  ammettere  (arL  10S3)  radici  multiple. 

Altrettanto  dicasi  per  le  funzioni  F,(x) ,  F,(x) ,  .  . .  .  Tutte  queste 
funzioni  non  possono  dunque  differire  dalla  F,(a;)  cbe  per  un  fat- 
tore costante  ;  cosicché  si  potrà  scrìvere,  a  meno  di  un  fattore 
costante,  l' identità  : 

P(x)  =  [F.(x)f.  (6) 

Di  qui  è  manifesto  che  ogni  radice  di  F(x)  =  0  è  multipla  del 
grado  )ì;  cioè  appunto  che  i  numeri  (5)  sono  aguali  fra  loro  [i 
a  i^i  ;  e.  d.  d. 

1088.  Corollario.  —  Il  primo  membro  di  ogni  trasformata  di 
Tschirnhàusen  (cfr.  art.  1083)  dì  un'equazione  irreduttibile,  o  è  ir- 
reduttibile o  è  una  potenza  esatta  di  una  funzione  irreduttibile. 

Nell'identità  (6)  ta  funzione  F,(x)  è  infatti,  secondo  la  dimostra- 
zione da  noi  data,  nna  funzione  irreduttibile. 

1089.  Chiudiamo  questo  §  col  seguente  teorema,  che  dà  un  eseiD- 
pio  semplice  ed  importante  di  equazioni  irreduttibili  in  un  campo 
di  razionalità  varìabile:  se  C  è  un  campo  di  razionalità  cottanle 
^^  Yi  ìYa  I  ■  ■  ■  iVn  ■<"*''  °  variabili  indipendenti,  l' equazione  iW 
grado  n  : 

z"  +  7,2"^'  -I-  y,z"-*  +  . . .  +  y„  =  0  («) 

è  irreduttibile  nel  campo  di  razionalità  variabile  [C ,  y,  ,  y, ,,..,  y,). 
Ammettiamo  infatti,  se  è  possibile,  che  si  avesse  : 

essendo  9  e  ^  funzioni  razionali  delle  z  ,  y,  ,  .  .  . ,  y„   con  coeffi- 
cienti costanti  appartenenti  al  campo  C,  ed  essendo  inoltre  f  e  4> 
intere  rispetto  alla  varìabile  z  e  risp.  dei  gradi  ì.<n  ed  n-1. 
Dovendo  la  (^)  essere  un'identità  rispetto  a  tutte  le  n+l  varia- 
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bili  e  ,ì/i  ,  .  .  . ,  !/„,  essa  dovrà  essere  verificata ,  se  si  sostitai- 
Bcano  le  espreesloui  : 

«  =  a:»,  y,  =  - (a:, +a:,+  ...+a!„),  !/,  =  +  («,»,+  .  ..),-■■ 

che  ne  annullano  il  primo  membro  identicamente,  cioè  qQalnnqne 
siano  i  valori  delle  variabili  x^  ,  . ,  .  ,x^  ,  .  . .  ,x^.  Sarà  donqne 
identicamente  : 

VÌ=^H  ,  -^Xf ,  +'S,x^j  ,...,(-  l)''a:ia:, . . .  a:„)  =  0 , 

onde  si  vede  che  1'  equazione  : 

¥(«  ,  yi  .  y» ,  ■  •  ■ .  ff»)  =  0 

che  è  del  ^rado  X  in  z,  ammetterebbe  le  n  radici:  e=x,  ,  s=Xf ,..., 
e-x„ ,  cioè  nn  numero  di  radici  superiore  al  suo  grado,  il  che  ò 
assardo. 

Vota  ad  SaarcixL 


campo  di  ranonalUà  (  C ,  -   ,    -,..,,  ]. 


t  f(z)  =  0  ha  la  forma  hinomia 
2.  Cn  nnmero  qualunque  si  dice  raziiMale  ovvero  trroiioaole  riipttto  ad 
un  dato  campo  di  razionalità  collante  C,  BeoondocbA  fa  parie  del  campo  C 

I  numeri  irrtuiioiiali  rispetto  al  campo  C  si  distinguono  poi  in  irrazio- 
nali algebrici  ed  in  irraitonali  traieendtnti,  aacondocliò  eono  o  non  sono  ra- 
dici di  un'equazione  algebrica  con  coeffloiecti  appartenenti  al   campo   C. 

Se  «  é  irrazionale  alftabrico  rispetto  al  campo  C,  ai  potr&  sempre  rite- 
nere che  1'  equazione  oui  omo  aoddisfa  : 

Cott'  +  c,0*"'  +  •  .  .  +  C^-iOi  +  Cx  =  0 

si*  irrednttibìle  rispetto  al  campo  0.  Infatti,  sa  cosi  non  fosse,  basterebbe 
soHtituire  al  primo  membro  uno  dei  fattori  irraduttibili  nei  qnali  esso  si 
decomporrebbe.  In  questo  supposto  si  diae  ohe  a  li  nn  irramionali  atgebrieo 
di  ordine  X  rispetto  al  campo  C. 

S.  Sa  a  e  ^  sono  due  irraaionali  algebrici  dello  stesso  ordina,  rispetto 
al  campo  C ,  e  ^  appartenga  al  campo  di  rasìonalith  (0 ,  a) ,  reciproca- 
mente il  numero  a  apparterrà  al  campo  (G ,  f  ). 

Per  dimostrare  qnesto  teorema,  si  prenda  come  punto  di  partenta  cbe 
l'equazione,  cui  soddisfa  p,  ai  può  pel  supposto  dedurre  da  quella  coi  sod- 
disfa a  mediante  una  trasformazione  di  TachimbAnasn. 

4.  8a  B(i)  =  0  i  la  riiullanle  generalt  cAe  naie*  dalla  eliminationt  dtUt 
altre  n  — 1  incogniti  nel  liilema  generale  di  a  eguarioni  algebrieke  di  dati 
gradi  con  n  incogniti  x  ,  j  ,  e  ,  .  .  .  ,  V  equationt  B(x)  =  0  i  irrtdultibili  nel 
campo  di  rationalità  variabile  formato  dai  coeffieienti  delle  equazioni. 

Siano  Infatti,  per  fissare  le  idee,  le  tre  eqnazioni  con  tre  incognite  : 

f{x,y  ,z)  =  0,^{x,y  ,z)  =  0,^ix,y  ,z)=0  (1) 

che  si  BuppoDgano  risp.  dei  gradi  m,  n,  I  ed  i  cui  coefficienti  affatto  ge- 
nerali siano  a,  b,  e Sia  B{3;)  =  0  1'  equasione  di  grado  mni  in  x   che 

■i  ottiene  eliminando  coi  noti  metodi  (cfr.  Gap.  SUI,  g  7°)  dalle  (1)  le  dne 
incognite  y  e  >.  Dobbiamo  dimostrate  che  SHas)  4  irrednttibile  nel  campo 
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di  raiionalità  (a,  b,  e,  . . .),  o  in  ftltri  termini  che  B(z)  aoH  ti  può  dteom- 
porre  i»  un  prodotto  di  dut  fwuUoni  iiUtrt  in  z  c<m  coeffiàaiti  cke  tiatto  fu»- 
ziont  ranonali  dellt  a,  b,  e,  .  .  •  • 

Sopposto  iufktti  che  ai  aveise  identicamente  B(z)  =  K,(z).Bj(z),  imagi* 
niamo  di  specialiKiare  i  coefficienti  a  ,  b  ,  e  ,  .  .  .  preci Bamente  come  si  è 
fatto  all'  art.  1028.  L'eqaaEioDe  R,(z)  =^  0  avrà  allora  per  radi««  il  valore 
di  X  che  BQddiefa  ad  nn  certo  sistema  dì  eqnaaioni  lineari  : 

A,  =  0  ,  Bj  =  0  ,  0^  =  0.  (2) 

Hft,  essendo  i  coefflcienti  di  B,(z)  raiionali  nelle  a,  b,  e,  . . .  ,  ò  chiaro 
che  essi  sono  esprimibili  simmetricamente  coi  coefficienti  delle  A, ,  A,  ,...,  A_ 
e  cosi  pnre  coi  coefficienti  delle  B, ,  B^  ,...,  B„  e  con  quelli  delle  C, ,  C^ ,...,  Ci- 

L'equazione  B,{z}  =  0,  essendo  compatibile  col  sistema  (2j,  lo  sarft  dan- 
qne  anche  necessariamente  cogli  altri  nnZ— I  sistemi  analoghi  a  (2)  ai 
quali  corrispondono  altrettanti  valori  diSérenti  di  x  ;  epper6  il  suo  gr^do 
non  paò  essere  inferiore  ad  mnl,  ecc. 

5.  Si  dimostri  in  altro  modo  il  teorema. dell' art.  1067,  prendendo  come 
pnuto  di  partenza  l'osservasi on e  che,  se  ano  stesso  numero  dell»  Bucc«a- 
sione  (5)  si  trova  in  essa  ripetuto  \  volte,  ciò  equivale  a  dire  che  essa  4 
radice  mnltipla,  di  ordine  X,  dell'  eqaasiane  F(z)  =  0  ;  ooBÌcehò  dovranno 
coesistere  p.  es.  le  eguaglianse  : 

!■(?(«■,))  =0,  F,(»(!>,))  ^0  , . .  . ,  Pl>-'1  (?(»,))  =0. 

6.  B*  U  gtKMtitd: 

e. '•(",) ,  ?,  =  »(«,),..■,?»  =  ?('„) 


«■  =  «?.)>«.  =  +(?.),  •••.«»  =  «?.)• 

Per  dimostrare  ciò,  ei  tenj^a  presente  ohe  a,  è  radice 
eqnsEioni  : 

le  qoali  d'altra  parte  hanno  in  comune  nna  sola  radioe,  per  l'ipoteai  fatta 
ohe  P,  I  Pt Pn  "*^°  tJitte  distinte. 

g  2.°  —  Snlla  ridatUblUtk  delle  eqnBslonl  bloomle 
11  cai  grado  6  nn  namero  primo  (*). 

1090.  CI  proponiamo  di  ricercare  in  quAli  casi  1'  eqaazione  bi- 
nomla  : 

a:''-A  =  0  (I) 

in  cui  p  è  un  namero  primo  ed  A  appartiene  ad  an  certo  campo 
di  razionalità  K,  sia  ridattiblle  enti-o  qnesto  stesso  campo. 

Se  B  è  nna  qualunque  deiie  p  radici  della  (1),  le  altre  p—1  ra- 
dici SODO  date,  come  sappiamo  (art.  834),  da: 


o,B  ,  a,B  ,  .  . . ,  Kp.iB  , 
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essencto  1  ,  a^ ,  a, ap_,  le  p  radici  dell'  equazione  : 

x^-lsO.  (2) 

SI  avrà  dunque  identicamente  in  x  ; 

aj"  -  A  =  (x  -  B){a:  -  a,B)(x  -  a,B)  ...{x-  «p_jB). 

Ciò  premesso,  sappoDiamo  ctie  l'eqaazlone  (1)  sìa  ridattiblle  nel 
caiDpo  E,  e  sia  : 

Ax)  =(x-  B)Cx  -  a,B)(x  -  a,B)  ...  (a:  -  a^.,B)  (3) 

uno  dei  fattori  nei  quali  si  decompone  il  primo  membro  di  (1). 
Poiché  1  coeCDcienti  della  funzione  intera  f{x)  debbono  appartenere 
tatti  al  campo  K,  dovrà  in  particolare  appartenere  a  questo  campo 
quel  termine  di  flx)  che  non  contiene  x,  cioè,  come  si  vede  dalla 
Identità  (3),  il  prodotto  : 

B-a,B-a,B  .  . .  «),.,B. 

Detta  dunque  C  una  quantità  contenuta  in  K,  si  potrà  scrivere: 

B^-a,-«,  . . ,  «!_,  =  C.  (4) 

SI  determini  ora,  come  è  sempre  possìbile  (*),  nn  intero  p  pel 
quale  si  abbia  : 

Xp  =  1  +  Mp ,  (5) 

essendo  U  del  pari  intero.  Si  avrà  : 

B»pc=  B''.{B'^'v  =  A-Aw 

e  qaindi,  elevando  i  due  membri  di  (4)  alla  potenza  fp  : 

A.Aw  =  CP'', 

poiché  la  potenza  j>""  di  ogni  a^  è  uguale  ad  1.  Di  qui  si  deduce: 


/CP_\P 


cioè  cbe  la  quantità  A  è  la  potenza  p'"  di  una  quantità  appar- 
tenente al  campo  K. 

Recìprocamente,  se  sia  A  =  A/,  dove  A,  appartiene  al  pari  di 
A  al  campo  K,  l'equazione  (1)  è  certamente  riduttibile  nel  campo 
K,  poiché  si  avrà  identicamente  : 

3^-A=(x-A,)(a^'+A,a^-'+Ai'a^*+  .  . .  +A,'^»). 

Conclndiamo  dunque  che:  affinchè  l'equa^ne  (1)  sta  riduttibile 

(*)  Infatti  dando  api  valori  0,1,2,...  ,p-l  il  prodotto  Xp  diviso 
per  p  darji  resti  tatti  differenti  (onde  per  un  certo  valore  di  p  si  avrà  per 
resto  I).  Supposto  infatti  ohe  Xp  e  Xp'  dessero  eguale  resto,  la  differenza 
Xp  — Xp'  eioè  Xlp  — p')  dovrebbe  easere  divisibile  per  p,  il  che  è  impossibile, 
«ssendo  X  minore  di  p  oho  b  numero  primo  e  p  — p'  un  numero  più  pic- 
colo di  p. 
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nel  campo  K,  è  necestario  e  sufficiente  che  A  aia  la  potenza  p"* 
di  una  quantità  contenuta  net  campo  K. 

Hot»  «d  i!i«roixi. 

1.  Se  neireqnaiione  (1)  sia  A  =  1,  si  ha  la  ridaiioue  : 

x"  -  1  =  (x  -  l)(a:P-"  +  a:"-»  +  .  .  .  +  a;  +  1). 

Si  sostituirà  coel  ftll' equazione  (1)  l'equazione: 

xP-'  +  x'^'+  .  .  .  +a:  +  l=0 

la  quale  è  irrtdullibiie  ntl  campo  dei  numeri  razionali,  itmprechi  p  no  ■■>- 
mero  primo.  Alla  prima  dimostraiiono  di  questo  importante  teorema  dati 
da  Qautt  (Diaqiiia.  arithm.,  ait.  B41)  no  aaaa  seguite  parecchie  altre.  Noi 
riporteremo  qui  la  diinostrasioue  di  Eronecker. 
Poeto  per  brevità  : 

f{x)  =  x^'  +  x'-'+...+x  +  l,  (a) 


/■(x)  =  9(^)-*(x),  (?) 

dove  f(x)  e  ^x)  sono  funzioni  intere  di  «  a  coeffloienti  interi  e  col  prima 
coefficiente  ugnale  ad  1. 

Se  r  é  una  qualunque  delle  radici  di  (i),  tatte  le  altre  radici  di(>)ia[>a 
date,  coma  lappiamo  (art.  831),  da  r' ,  r'  ,»■•,.,.  ,  rP-'.  Si  avrà  dunque: 


9(r)-9(0-(f(r')...?(r'-') 

=  0, 

poichA 
dice  in 

in  virtù  di  (p)  l'equazione  »(z)=:0  deve 
comune  con  /(.r)  =  0.  11  prodotto  : 

vere  slmeno  qaalehe 

ò  dunque  una  funzione  intera  di  x  che  b  annullata  da  ogni  radice  della  (i). 
Basa  sarà  dunque  divisibile  esattamente  per  /(x)  B  si  potrà  scrivere,  tem- 
pre pel  citato  teorema  di  Gauss  : 


[f(l)]'-'=J,.p(l).  (I) 

Ma  dalle  (p)  segue  per  a=l: 

onde  ci  è  lecito  ritenere  che  l'nno  dei  numeri  interi  f<l)  e -Kl),  p. e».  ^Kl), 
sia  eguale  a±ii  e  l'altro  ^l)=^d:l.  La  (f)  diviene  in  tal  caso: 

•  =p-r(i) 

eguaglianza  assurda,  essendo  F(I)  un  numero  intero. 

2.  Laicieremo  come  esercizio  al  lettore  di  verificare  che   la  dimoatrs- 
Eione  ora  data  ai  può  estendere  immediatamente  a  dimostrare  la  irrednt- 
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tìbilità  dell'eqnasìone  più  generale  : 

*""    -1  .-1  »-i 

=  x^      "^"  +  x^     <-^^i  +  ...  4- 1  -  0 

aempre  nell'ipoteat  cbe  p  aia  un  numero  primo. 

A  tale  of^K^^t'O  conTerr&  però  prima  far  vedere  che  le  radici  dì  gutita 
equazione  tono  precitaiaenlt  le  radici  primitive,  di  indice  p',  dell'  unità,  ap- 
poggiundoai  alle  proprietà  da  noi  |{iA  dimostrate  al   g  4°  del  Gap.  XI. 

8.  La  questione  della  ridnttibilità  delle  equazioni  binomie  di  grado  qua- 
lunque è  stata  riseluta  come  segue. 

Àffinehi  l'equaiione  z''~A=:0,  in  cui  A  appartiene  ad  un  cerio  campo  di 
raxionalità  £,  tia  ridutlìbiU  nel  campo  K,  i  neemario  «  luffieieate  che  n  vt- 
rifieki  uno   dei  eegtunti  cali; 

1°)  il  numero  A  i  la  potenza  h"'  di  un  numero  del  campo  K,  ei*endo  b 
un  dimiore  di  u  ; 

2°)  il  grado  n  j  un  multiplo  di  4.  nel  menfre   che    —A   è   il   quadruplo 
della  quarta  potenza  di  un  numero  del  campo  K. 

Per  la  dimostrEiEieDe  di  ciò  si  vefcga  ta  memoria:  >ufia  riduUibiUlà  delle 
equazioni  algebriche  (Reud.  Acc.  Seiecze  di  Napoli,  dicembre  1897). 

i.  Ad  illuBtraziouo  di  ciò  si  consideri  l' identitJL  : 

x*  +  4.  =  (x*  +  2x+  2Xx*  -  2x  +  2) 

la  quale  ci  dice  che  x*4-4  è  ridnttibile  nel  campo  dei  num 
Burabìli  malgrado  che  il  numero  —4  non  aia  il  quadrato  esatto  di 
maro  reale  commensurabile. 


§  3.0  —  Forma  ridotta  delle  espressioni  radicali 
relative  ad  an  dato  eampo  di  raslonallt&. 

1091.  Sia  C  un  certo  campo  di  razionalità  ad  elementi  costand' 
e  sia  (C  ,  Oq  ,  a,  ,  . .  .  ,  a„)  il  campo  di  razionalità  variabile  che 
si  ottiene  dal  precedente  aggiangendovi  (art.  1080)  le  variabili  in- 
determinate Oc  ,  o,  , .  ,  .  ,  a„.  Sia  poi  X  un'  espreaaione  radicale 
qualsivoglia  relativa  a  quest'ultimo  campo,  cioè  un'  espressione 
composta  cogli  elementi  di  questo  campo  sui  quali  si  sia  operato 
colle  quattro  operazioni  fondamentali  e  colla  estrazione  di  radice 
ad  indice  intero  e  positivo,  (Potremo  sempre  ritenere  che  gli  in- 
dici dei  radicali  siano  numeri  primi). 

Se  X  è  il  numero  dei  radicali  da  considerarsi  come  distinti  ^ar- 


ticolo 954)  contennti  nella  espressione  X,  e  T=%/V  nno  qualun- 
que dei  radicali  esteriori,  si  può  sempre  scrivere  (art.  955)  X  sotto 
la  forma: 

X  =  Vo  -1-  V,T  -1-  VjT«  -I-  .  .  .  Vp_,T''-'  (1) 

=  Vo-hV,Jv-)-V,(Jv)  +...+Vp.,(\'V")      , 

dove  le  V  ,  Vo  ,  V, ,  ■ .  . ,  Vp_,  sono  espressioni  radicali  relative 
allo  stesso  campo  (C  ,  a^, ,  a,  ,  . .  .  ,  a„),  le  quali  però  contengono 
nel  loro  insieme  soltanto  i  —  1  radicali,  cioè  gli  altri  X  —  1  radi- 
cali, T,  ,  Tj ,  .  . . ,  T;t_i ,  differenti  da  T  contenuti  nella  espres- 
sione X.  Ci  è  sempre  lecito  supporre  che  T   non   appartenga   al 
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campo  (C  ,  do  ,  a,  ,  .  . . ,  a„  ;  T,  ,  T, , . .  . ,  T^.,),  poiché  altrimenti 
Bi  sarebbe  potato  eeprimere  T  per  mezzo  degli  elementi  di  questo 
campo  o  far  dipendere  X  dai  soli  X-1  radicali  T,  ,  T, ,  ... ,  T;^_,. 
Olire  a  ciò  possiamo  anche  sopporre  V,=l.  Se  poniamo  infaiii 
V,T  =  T',  la  (1)  si  scrive  : 

X  =  V.  t  T'  +  (1!,)t-  +  (^.)t-  +  . . .  +  (|tl,)T''-, 

dove  i  coefficienti  -zr^  ,  ^ ,  ...  dipendono  solo  dai  radicali  T, , 
T,  ,  ■ .  . ,  Ti_, ,  nel  mentre  che  : 

T' =  Vv  ■  T=  VV -/ V  =  V  V^  =  \/W , 

dove  W=V,'T'  dipende  del  pari  dai  eoli  radicali  T, ,  T,  , ... ,  Ti_,. 

1092.  Ciò  premesBo,  sia  r(X)=0  l'equazione  algebrica,  con  coef- 
ficienti appartenenti  al  campo  di  razionatiti  (C  ,  Oq  ,  a,  ,  ...  ,  a„) , 
che  ha  per  radice  tale  espressione  cosi  ridotta  : 

X  =  Vo  +  Jt+  v/vv")    ■!-...+  V^/vV")  (2) 

equazione  che  potrà  tempre  costruirsi  col  metodo  dato  al  §  S» 
del  Gap.  XII.  Si  ba  cosi: 

F{Vo  +  T  +  V,T»  +  . .  .  +  Vp.,TP-')  =  0.  (3) 

Considerando  questa  come  un'equazione  in  T,  vediamo  che  i  suoi 
coefficienti  appartengono  al  campo  di  razionalità  (C ,  Oo ,  a^ ,...,  a„  ; 
T,  ,  T,  , .  .  . ,  Ti_,). 

Ka  r  equazione  : 

TP  -  V  =  0 

cai  soddisfa  il  radicale  T,  è  irreduttibile  in  questo  campo.  Infatti 
se  essa  fosse  riduttibile,  dovrebbe,  per  quanto  si  è  visto  al  §  pre- 
cedente, la  V  essere  la  potenza  p""  di  una  quantità  appartenente 
al  detto  campo  ed  allora  la  (4)  ci  permetterebbe  di  esprimere  il 
radicale  T  mediante  gli  altri  ì.— l  radicali  ed  una  radice  primitiva 
dell'unità  di  indice  p.  L'espressione  dì  X  si  potrebbe  allora  sem- 
plificare sostituendo  al  radicale  T  tale  radice  primitiva.  IHa  più 
semplicemente  possiamo  escludere  la  possibilità  che  ciò  accada 
ritenendo  che  nel  campo  di  razionalità  costante  C  stano  già  in- 
cluse le  radici  primitive  di  1,  di  indici  eguali  a  quelli  dei  varì 
radicali,  avendo  già  ammesso  che  T  non  appartenga  al  campo 
(C  ,  ao  ,«,,-..,«„;  T.  , ...  ,  Tx_.). 

Ciò  premesso,  poiché  l'equazione  irreduttibile  (4)  ha  in  comune 
colla  (3|  la  radice  T,  dovrà  avere  in  comune  con  essa  (art.  1084) 
anche  tutte  le  altre  sue  radici,  le  quali,  dette  u^ ,  w, ,  .  .  .  ,  (iip_, 
le  radici  primitive  di  1  di  indice  p,  sono  espresse  da 

w,T  ,  u,T  ,  .  .  . ,  Wp.iT. 
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Sì  avrà  dunque  altresì  (per  i=l  ,  2  ,  .  .  .  ,p  —  l)  : 

PtVo  +  W(T  -}-  Wi^V.T'  +  . .  .  +  "("^'Vp^irP-'}  =  0 

cioè,  dette  X,  ,  Xg ,  . . .  ,  Xp_,  certe  altre  p  —  l  radici  di  F(X)=0, 
si  avrà  il  sistema  di  equazioni  : 

X     =Vo       4T         +V,T»+...  +Vp_,T'^» 

X,    =Vo+   w,T    +Wi'V,T»+...+w,'-iVp_,T'^i 


Xp_i=Vo-hWp_,T+Wp_,V,T»+...+w,_,Vp_,T'^'. 

Risolvendo  questo  sistema  di  equazioni  lineari  il   cui   determi- 
nante è  diverso  da  zero,  rispetto  alle  quantità  : 


T  ,  V  ,  Vo  ,  Vg ,  Vs  , .  . . ,  Vp_,  (6) 

appartengono  tutte  al  campo  di  razionalità  (tu  ,  X ,  X, ,  X|...Xp_j) 
essendo  «>  una  radice  primitiva  di  1  di  indice  p,  giacché  tutte  le 
altre  radici  primitive  possono  esprìmersi,  come  sappiamo,  quali 
potenze  di  una  di  esse. 

1093.  Fra  i  X-1  radicali  T,  ,  T^  ,  .  .  .  ,  T^^,  che  entrano  nella 
composizione  delle 

V  ,  Vo ,  Vj ,  Vj  , . .  .  ,  Vp_i ,  (7) 

ve  no  è  evidentemente  almeno  uno,  che  sia  p.  es.  T, ,  esteriore  in 
ognuna  di  queste  espressioni;  e  possiamo  sempre  ammettere  che 
esso  non  sia  esprimibile  razionalmente  coi  rimanenti,  cioè  che  non 
appartenga  al  campo  (C  ,  «o  ,  a,  ,  . . . ,  n„  ;  T^ ,  Tg  ,  .  .  .  ,  T;^_,), 

Se  T,=  \'W,  eì  dimostrerà  in  modo  identico  a  quello  tenuto  so- 
pra che  una  qualunque  delle  (7),  p.  es.  Vj ,  si  può  scrivere  sotto 
la  forma: 

Vi  =  Wo  +  Jw-hW,(Jw)   -1-..  .-^Wg_,(Jw)     ,  (8) 

dove  le  W  ,  Wo  ,  W, , . .  . ,  W,_,  dipendono  ora  soltanto  dai  radi- 
cali Tj ,  Tj , . . .  ,  Tx_,  e  ciascuna  delle  quantità: 

T,  ,  W  ,  Wo  ,  Wj, ,  . .  . ,  W,,,  (9) 

appartiene  al  campo  di  razionalità  (w'  ,V(  ,V\ ,  .  . ,)  essendo  w' 
una  radice  primitiva  di  1  di  indice  ?  e  V,- ,  Vj , .  . .  radici  della 
equazione  algebrica: 

*,(V,)  =  0 

Capklli.  —  Ittiluxitnti  di  anali$i  algebrica,  &.•  udii.  81 
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cdI  soddisfa  la  espressione  Y,-.  I  coefficienti  dell'  equazione  4*^=0 
appartengono  naturalmente  al  campo  di  razionalità  (C  ;  oo  ,a^ ,...,  aj 
e  si  possono  costrnire  facilmente   osservando  che   per  1'  articolo 

precedente  V,  è  una  funzione  razionate  delle  X  ,  X,  X, , La 

teorìa  dcllii  trasformazione  razionale  delle  equazioni  ci  darà  quindi 
(art.  1070)  l'equazione  trasformata  <I>,-  -  0  di  cui  V,-  è  una  radice  ft 
di  cni  te  altre  radici  V,  ,  V",- ,  -  .  .  saranno  funzioni  razionali,  si- 
mili alla  precedente,  delle  radici  X  ,  X,  ,  . .  di  F(X)  ~  0,  cioè  ap- 
parterranno come  Vj  al  campo  di  razionalità  (io  ,  X  ,  X,  ,...,  X„_,) 
definito  da  u  e  da  tutte  le  radici  dell'equazione  F(X)=0  che  sap- 
porremo di  grado  n.  Concludiamo  dunque  che  ognuna  delle  quan- 
tità (9)  appartiene  al  campo  di  razionalità  (io ,  u'  ;  X  ,  X,  ,...,  X,^,). 

1094.  Si  precederà  ora  allo  stosso  modo  scegliendo  fra  i  radi- 
cali T, ,  Ts  ,  .  .  .  ,  T^,,  da  cui  dipendono  le  W,  uno,  p.  es.  Tj  ,  che 
sia  esteriore  in  tutte  le  W  e  non  si  possa  esprimere  razionalmente 

coi  rimanenti  T, ,  T^  , ,  .  .  ,  T^.,.  Se  Tj  =  >/lI,  si  dimostrerà  come 
sopra  che  una  qualunque  delle  W  si  può  porre   sotto   la  forma: 

H„  +  v/ H  +  H,(  -jn)   +...-(-  H,_,(  Vh)  (IO) 

dove  ora  le  H  dipendono  solo  dai  "k—i  radicali  T,  ,  T^  , ... ,  T^., , 
nel  mentre  che  le  quantità  : 

T,  ,  H  ,  H,  ,  H(  , .  .  . ,  H,_, 

appartengono  tutte  al  campo  di  razionalità:  (u ,  ta',  ii)";Xo,X,  ,..,X„_,}, 
detta  (i)"  una  radice  primitiva,  dì  indice  »,  dell'unità. 

Cosi  continuando  e  sostituendo  per  ultimo  nella  espressione  (l'i 
di  X  in  luogo  dello  V  le  loro  espressioni,  date  dalle  (8),  per  mezzo 
delle  W;  quindi  in  luogo  delle  W  le  loro  espressioni  sotto  la  for- 
ma (10)  e  cosi  via,  si  giungerà  evidentemente  ad  una  espressione, 
che  chiameremo  ridotta,  di  X,  per  la  quale  si  verificherà  che  tutti 
1  radicali  in  essa  contenuti  apparterranno  al  campo  di  razionalità 
(w  ,  w'  ,  w" ,  . .  .  ;  Xt, ,  X,  ,  , ,  .  ,  X„_,),  essendo  u  ,  to' ,  .  .  .  radici 
primitive  di  1  di  indici  eguali  a  quelli  dei  radicali  medesimi.  Si 
potrà  anche  dire,  più  semplicemente,  che  essi  appartengono  al 
campo  {Q  ;  Xfl  ,  X,  ,  . . .  ,  X„_^),  essendo  II  nna  radice  primitiva 
di  1  di  indice  uguale  al  prodotto  degli  indici  distinti  che  si  pre- 
sentano nei  radicali.  Infatti  (art.  830  e  Note)  le  u  ,  to' ,  ...  si  pos- 
sono esprimere  sempre  come  potenze  di  Q,  e  reciprocamente  si 
può  prendere  Q  =  ww'w"  .... 

1095.  Per  maggior  chiarezza  riassumeremo  quanto  si  è  dimo- 
strato nel  seguente  teorema,  dovnto  ad  Abel  : 

Se  Xo  è  una  espressione  radicale  relativa  ad  un  dato  rampo  di 
razionalità,  costante  o  variabile,  ed  F(X)  =  0  è  l' equazione  alge- 
brica con  coefficienti  appartenenti  al  detta  campo,  cui  soddisfa  la 
egpressione  X© ,  si  può  sempre,  senza  introdurre  alcun  nuot^o  ra- 
dicale, dare  ad  X^  una  forma  ridotta  per  la  quale  si  verifichi  che 
tutti  i  radicali  in  essa  contenuti  appartengano  al  campo  di  razio- 
nalità (11  ;  Xo  ,  X, X„_,},  essendo  X(, ,  X,  ,  .  .  .  ,  X„_,  U  ra- 
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dici  dell'equazione  F(X)  =  0,  ed  Q  una  radice  primitiva  di  1  il  cui 
indice  è  il  prodotto  dei  nuvieri  primi  distinti  che  si  presentano 
come  indici  dei  radicali. 

È  appena  necessario  di  aggiungere  che  l'equazione  F(X)  =  0  si 
paò  sempre  ritenere  come  irreduttìbile  nel  campo  di  razionalità 
cui  si  riferiva  l'espressione  radicale  Xg. 

%  4.°  —  Sulla  neoesiitfc  della  presenaa  del  radloalt  quadra- 
tici e  cubici  oelle  formole  dt  risoluzione  generale  delle 
equazioni  algebriche. 

1096.  Supponiamo,  in  qnanlo  ciò  sia  possibile,  che  l'equazione 
generale  di  grado  «  : 

a:"  +  a^x''-^  +  a^x"'^  +  .  .  .  +  a„_,3;  +  <i„  =  0  (1) 

sia  risolubile  per  radicali,  cioè  che  essa  ala  soddisfatta  da  una 
espressione  radico  rasionale  nelle  n  variabili  indipendenti  a,  , 
a, ,  .  . .  ,  a„  la  quale  possa  inoltre  contenere  anche  dei  numeri  co- 
stanti appartenenti  ad  un  cerio  campo  di  razionalità  costante  C. 

Detta  Xq  una  cosiCTatta  espressione,  sarà  dunque  Xg  un'espressione 
radicale  relativa  al  campo  di  razionalità  variabile  (C  ,  a, ,  «j ,...,  a„). 

Cominceremo  dal  dimostrare  che,  se  n>l,  la  espressione  Xg  deve 
contenere  effettivamente  almeno  un  segno  radicale. 

Invero,  ove  ciò  non  fosse,  ò  chiaro  che  Xq  apparterrebbe  al 
campo  di  razionalità  (C  ,  u,  ,%,...  ,  aj,  cosicché  l'oquazionc  (1) 
avrebbe  una  radice  ia  comune  con  l'equazione  di  1»  grado  in  x: 

!B  -  Xo  =  0. 

L'equazione  (I)  sarebbe  dunque  (art.  1082)  rìdntttbilc  rispetto  al 
campo  (C  ,  dj  ,  a, ,  . .  .  ,  a„) ,  il  che  è  in  contraddizione  con  un 
altro  teorema  già  dimostrato  (art.  1089). 

1097.  Ciò  premesso,  sia  -JV  uno  dì  quei  radicali  contenuti  nel- 
l'espressione Xq  che  si  presentano  per  primi  quando  si  passi  alla 
calcolazione  effettiva  dei  successivi  radicali,  cioè  uno  di  quei  ra- 
dicali che  non  racchiudono  nel  loro  intemo  alcun  altro  segno  ra- 
dicale. Questi  radicali  noi  li  chiameremo  d'ora  innanzi  per  brevità 

di  linguaggio  radicali  semplici.  Poiché  VU  è  un  radicale  sempli- 
ce, dovrà  U  appartenere  al  campo  (C  ,  a^  ,  a^  ,  , .  .  ,  a„)  e  quindi, 
in  virtù  delle  note  espressioni  dei  coefficienti  dì  un'equazione  per 
mezzo  delle  sue  radici  {art.  916),  si  potrà  scrìvere  : 

U  =  AXfl ,  X,  , .  . .  ,  X„_,)>  (2) 

rappresentando  f  una  funzione  simmetrica  a  coefficienti  numerici 
delle  radici  Xo  ,  X,  , . .  .  ,  X„  della  (1). 

Ma,  per  quanto  si  è  visto  al  §  prec.  (art.  1095),  potendosi  rite- 
nere che  r  espressione  Xq  sta  già  stata  posta  eotto   la  forma  ri- 
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dotta,  si  ba  anche  : 

^U  =  ?(X„,X,  ,...,X„.,),  (3) 

dove  9  è  simbolo  di  fanzione  razionale.  Si  ha  dunque  confron- 
tondo  con  (2)  : 

AX,  ,  X,  ,  X.  ,  . . .)  =  [?(X„  ,  X,  ,  X, ,  .  . .)]" 

e  scambiando  in  (juesta  identit&  X„  con  X,  ed  osservando  clieil 
primo  membro  non  è  alterato  da  tale  scambio,  essendo  f  funzione 
simmetrica,  si  deduce  che  : 

[9(X, ,  X,  ,  X, , .  .  .)]''  =  W.X,  ,  Xo  ,  X,  ,  .  .  .)]"- 

Estraendo  dai  due  membri  le  radici  p"'  si  vede  (art.  824)  che 
dev'essere  necessariamente  : 

cf(Xo  ,  X,  ,  X,  ,...)  =  a-  ?(Xi  ,  Xo ,  X,  , .  . .),  H) 

essendo  a  una  delle  radici  p""  di  I.  Ma  se  ora  nella  identità  (4] 
eseguiamo  nuovamente  lo  scambio  fra  X^  ed  X, ,  viene: 

?(X,  ,  X,  ,  X. ,  .  .  .)  -  a-9(X«  ,  X,  ,  X.  ,  .  . .) 
e  dal  confronto  di  questa  identirà  colla  (4)  segue  evidcntemenK: 
a»  =  l. 
Ma,  essendo  p  un  numero  primo,  le  radici  ji™  di  I,  falla  ecce- 
zione da  quella  che  ha  per  valore  1,  sono  tutte  primitive  (art.  631) 
e  non  possono  quindi  essere  anche  radici  di  1  di  indice  inferiore 
a  p.  Si  deve  dunque  avere  necessariamente  p  =  2,  ovvero  a  =  l. 
Se  dunque  fosse  p  >  2,  si  avrebbe  sempre  a  -  1,  e  si  vede  dalla 
identià  (4)  che  la  funzione  9(Xg  ,  X,  ,  Xj ,  .  .  .)  resterebbe  inalte- 
rata per  lo  scambio  di  due  radici  qualunque ,  cioè  sarebbe  nsa 
funzione  simmetrica  delle  X^ ,  X,  ,  Xg , . , , ,  X„_j,  Ora  ciò  non  può 

essere,  poiché  altrimenti  \'U  apparterrebbe  evidentemente,  ìd 
virtù  di  (3),  al  campo  di  razionalità  (C ,  a,  ,  o, ,  .  . .  ,  a J  e  non 
potrebbe  quindi  presentarsi  nella  espressione  già  ridotta  di  S,- 
Concludiamo  dunque  che  p  =  2,  cioè: 

Tutti  i  radicali  semplici  che  fanno  parte  della  espressione  ri- 
dotta di  qualsiasi  formala  rappresentante  una  risoluzione  per  ra- 
dicali di  qualsiasi  equazione  generale  algebrica,  di  grado  superiore 
al  primo,  sono  necessariamente  radicali  quadratici. 

1098.  Se  5{X„  ,  X,  ,  Xj ,  .  .  .)  è  l'espressione  di  un  radicale  sem- 
plice per  mezzo  delle  n  radici  di  (1),  scambiando  fra  loro  due  ra- 
dici qualunque,  p.  es.  X^  ed  X, ,  si  avrà  : 

9(X„,X,,X,,...)  =  -?(X,,X,,X,,...), 

giacché,  per  quanto  si  è  visto  all'art,  prec,  deve  essere  nella  (4) 
«  -  -  )  (*). 


(•)  La  fnnsione  fiX,, ,  X,  ,  S,  , 
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Ciò  posto,  se  l'espressione  ridotta  Xq  che  risolve  la  (1),  conte- 
nesse soltanto  radicali  semplici,  esprimendo  ognnno  di  questi  per 
mezzo  delle  X„ ,  . .  .  ,  X„_i  ed  osservando  che  ognuna  di  ftali  e- 
spressioni  resterebbe  inalterata  eseguendo  sacccssivamente  in  essa 
due  trasposizioni  fra  le  radici  ((^iucche  una  sola  trasposizione  fa 
cambiare  il  segno),  se  ne  dedurrebbe  per  X^  un'  espressione  in 
fanziooe  delle  Xo ,  Xj  ,  . .  ■  ,  X„_,  che  resterebbe  inalterata  da  due 
trasposizioni  qualisivogliauo  fVa  le  radici.  Ora  cJ6  è  assurdo  se 
n  >  2,  poiché  la  sosiicuzionc  circolare  (XaX,X,),  equivalente  alle 
due  trasposizioni  (X^X,)  ed  (X„Xj),  lascierebbe  inalterata  tale  e- 
spressione  nel  menire  che  essa  sostituzione  cambia  evidentemente 
X„  in  X,. 

La  formola  di  risoluzione  generale  per  radicali  dì  un'equazione 
di  grado  superiore  al  secondo  deve  dunque  contenere  necessaria- 
mente  un  radicale  multiplo;  cioè  almeno  un  segno  radicale  sotto- 
posto ad  altro  sej^no  radicale. 
p 

1099.  Sia  ora  >JW  nn  radicale  multiplo  contenuto  nell'  espres- 
sione ridotta  di  X^  e  precisamente  un  radicale  doppio.  Ammette- 
remo cioè,  come  è  sempre  lecito,  che  l'espressione  W  contenga 
soltanto  dei  radicali  semplici,  e  quindi  quadratici  ;  onde  sarà  per 
l'articolo  preo.  : 

W  =  ,(X.,X,,X,,...),  (5) 

essendo  <f  nna  fanzìone  razionale  che  resta  inalterata  per  ogni  so- 
stituzione circolare  (Xj ,  Xj  ,X^)  fra  tre  qualunque deJleXn ,  X, ,  X,  ,... 
Per  quanto  si  è  dimostrato  al  g  prec,  (art.  1095),  si  deve  anche 
avere  ; 

Jw  =  «X.,X,,X ),  (6) 

essendo  anche  il*  nn^  funzione  razionale,  e  quindi  : 

[■KXo ,  X, ,  X )r  =  9(X,  ,  X,  ,  X,  ,  .  . .). 

Eseguendo  jn  questa  egoagUanza,  che  è  un'identità  fra  le  varia- 
bili indipendenti  Xq  ,  X,  ,...,  la  sostituzione  circolare  (Xg ,  X, ,  X,), 
se  ne  deduce: 

['XX,  ,  X, ,  Xo  ,  X, , .  .  .)J'  =  5(X,  ,  X, ,  X,  ,  Xj ,  .  .  .). 

Ma  per  la  proprietà  gi&  notata  della  funzione  (6)  si  ha: 

9tX,  ,  X,  ,  X,  ,  X,  ,  .  . .)  =  <p(X,  ,  X.  ,  X, ,  X,  ,  .  . .). 


che  altrimenti  \/V  non  dovrebbe  fignrarn  nell'eipresaione  $iW  ridotta  dì 
S,,  e  non  potendo  prendere  che  due  soli  valori,  fra  loro  nguali  ma  di 
segno  opposto,  deve  restnre  inalterata  per  tutte  quelle  Hostituxìoni  fra  le 
X,  ,  X,  ,  X,  .  .  .  che  equivalgono  ad  un  numeru  pari  di  traspOBÌtioni,  e 
cambiare  di  segna  per  tutte  le  altre;  e  quindi,  in  particolare,  deve  cam- 
biare di  segno  per  ogni  traapoBÌxione  fra  due  delle  X,  ,  X,  ,  X,  .  . .   (cfr. 
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Si  vede  dunque  che  : 

[4.{x, ,  X, ,  Xo ,  X, , . .  or  =  WCXo ,  X, ,  X, ,  X, , . .  or, 

onde,  detta  p  una  radice  q"'  di  1  : 

<KX,  ,  X.  ,  Xo  ,  X, , .  .  0  -  ^  *(X„  ,  X,  ,  X, ,  X,  ,  . .  0-       '8) 
Eseguendo  ancora  due  volte  su  questa  identità  la  ateesa  eoatì-   . 
tazioue  circolare  (X^  ,  X,  ,  Xj),  se  ne  deducono  ic  sef  uenti  : 

^(X, ,  X, ,  X,  ,  X, , . .  0  =  P-ifX,  ,  X,  ,  X»  ,  X,  , . .  0 

4.(Xo ,  X, ,  x^ ,  Xj , . .  0  =  P'-KX, ,  X, ,  X, ,  X, , . .  0 

che  moltiplicate  membro  a  membro  fra  di  loro  e  colla  precedente 
ci  danno  evidentemente  : 

Il  numero  p  dovrebbe  dunque  essere  contemporaneamente  ra- 
dice q""  e  radice  terza  dell'unità,  il  che,  essendo  q  un  nomerò 
primo,  è  possibile  soltanto  quando  si  abbia  g  =  3,  ovvero  ^  =  1. 
Se  9=3,  vediamo  cosi  che  l'espressione  ridotta  Xg  conterrà  ne- 
cessariamente alvieno  un  radicale  cubico  sovrapposto  a  radicati 
quadratici  aempiici. 

Se  2  è  diverso  da  3,  si  avrà  invece  S  =  1  e  la  (8)  diverrà: 

<^lXi  ,  X,  ,  Xo  ,  X,  ,  . .  0  =  «{-(Xo  ,  X, ,  X,  ,  X, , . .  0- 
E  poiché  nulla  ci  avrebbe  impedito  di  eseguire  invece  della  so- 
atitnzione  circolare  {XoX,X,ì  un'altra  sostituzione  circolare  qua- 
lunque (XjXj-Xft)  fra  le  Xg  ,  X,  ,  Xj  , . . . ,  si  avrà  generalmente  : 

*(...  ,  X, , ... ,  Xj  ,  ... ,  X,  ,  ...)  =  «...  ,  Xj  , ... ,  X.  , ...  ,  X, , ...), 

cioè  la  funzione  i{i  resterà  inalterata  per  qualsivoglia  tOMtiluxione 
circolare  (X( ,  X^  ,  X^). 

1100.  Se  n  >  2,  l'espressione  ridotta  Xg  non  potrebbe  però  con- 
tenere, oltre  i  radicali  semplici,  soltanto  radicali  doppi  che  go- 
dano di  quest'ultima  proprietà,  cioè  di  essere  esprimibili  mediante 
una  funzione  razionale  ^(X^ ,  X,  ,  X^ , . .  0  inalterabile  da  tutto  le 
aostituaioni  circolari  (X,  ,  Xj  ,  Xj),  precisamente  per  lo  stesso  mo- 
tivo addotto  all'ari.  1098,  poiché  allora  la  X,^  si  esprimerebbe  evi- 
dentemente mediante  una  funzione  razionale  V(K^  ,  X,  ,  X, , . .  ■) 
dotata  di  tale  proprietà.  Se  dunque  tutti  i  radicali  doppi  ai  trova»- 
eero  nel  caso  ora  considerato,  l' espressione  ridotta  X^  dovrebbe 

contenere  almeno  un  radicale  triplo  -JW'  sul  quale  si  ripeterebbe 
lo  stesso  ragionamento  dell'articolo  precedente,  giacché  W  sarebbe 
esprimibile  mediante  nna  funzione  razionale  inalterabile  dalle  so- 
stituzioni circolari  (X^ ,  Xj  ,  X^)  proprio  come  la  (6).  Si  avrà  dun- 
que almeno  per  un  radicale  triplo  q'  -S,  a  meno  che  tutti  i  ra- 
dicali tripli  fossero  esprimibili  con  funzioni  razionali  delle  S, , 
X,  ,  Xg  . .  .  inalterabili  dalle  (X^ ,  Xj  ,  X^)  nel  qual  caso  dovrà  esi- 
stere almeno  un  radicale  quadruplo,  su    cui    ai    ragionerebbe  di 
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nuovo  allo  stesso  modo.  Cosi  procedendo  si  gian^erA  evidente- 
mente ad  un  radicale  di  indice  precisamente  ugnale  a  'A.  Concln- 
diamo  dnnqne  che  :  ogni  formala  di  ritoluzione  per  radicali  di 
un'equazione  generale  di  grado  superiore  al  20  deve  contenere  ne- 
ceeiariamente  almeno  un  radicale  cubico. 

Inrntti,  se  una  siffatta  formola  non  contenesse  alcnn  radicale 
cubico,  è  chiaro  che  non  ne  potrebbe  contenere  neanche  la  saa 
forma  ridotta  contrariamente  a  quanto  si  è  trovato. 

Not«. 

1.  Sia  aDcora  : 

x"  +  a,a:"">  +  . .  .  +  a„_^x  +  a„  =  0 

r  equazione  generale  di  ^udo  n  >  2,  colla  sola  restriiione  che  le  aae  rn- 
dici  Xg  ,  X,  ,  .  .  .  ,  X„.,  BÌiino  tutte  reali  ;  e  eiipponiamo,  sa  è  poBsìbila, 
che  ii^Ba  ala  risoluta  da  un'espressione  radicale  tale  che  ciascuno  dei  ra- 
dicali in  t'ssa  contenuti  possa  avere  un  sifcniGcato  reale. 

Ove  quest'espressione  non  fosse  gik  ridotta,  la  ti  ridurrfc  noi  modo  spie- 
gato al  %  9",  con  che  si  sarà  sostituita  ad  essa  un'altra  espressione  radi- 
cale che  godrà  delle  stesse  proprietà,  poiché  la  ridniione  da  noi  indicata 
non  fa  che  eliminara  certi  radicali  sema  mai  introdurne  dei  nuovi. 

Secondo  quanto  si  è  concluso  all'art.  IJOO,  l'esprasBione  cosi  ridotta  do- 
vrà contenere  almeno  un  radicale  cubico  : 


^|f(S.,  ,  X,  ,  X )  =  AX,  ,  X,  ,  X, , . .  .  ) 

par  il  quale  la  quantità  sotto  il  segno  radicale  si  possa   esprimere  come 

una  funzione  razionale  t;i(X,  ,  X,  .  X )  che  resta  inalterata  per  qual- 

■iasi  sostituzione  circolare  (X,XjXa)  fra  le  variabili  reali  Xf  ,  Xj  ,  X^  i 
nel  mentre  che  il  radicale  stesso  si  può  esprimere  come  una  cart'al tra  fun- 
zione razionale  /(X^  ,  X,  ,  ,  .  .)  della  stesse  X,  ,  X che  ò  alterata  al- 
meno da  qualcuna  delle  (XjXjX^), 

Ci  proponiamo  di  dimostrare  che  ciò  è  incompatìbile  coll'ipoleBÌ  da  noi 
fatta  che  la  funzione  f'.X„,X,,...)  abbia  valore  reale  per  tutti  i  va- 
lori reali  delle  variabili  Xo  ,  X,,...  ;  o,  più  generalmente,  che:  »«  «(X,  |X[,...) 
i  una  funzione  razionale  a  coefficierUi  reali  delle  variabili  Xg  ,  X,  ,  .  .  .  che 
rtéia  inalterata  per  le  toiUluziant  circolari  (XjXyX^),  non  può  e$itlere  una 
/unzione  razionai^  f^Xg  ,  X,  .  .  .  .)  delle  tleite  variabili,  che  rìa  alterata  al- 
meno da  qualcuna  delle  (X,XjXa),  per  la  quale  li  abbia  identicamente! 

,(X,,X,  ,...)  =  [f(X,,X,,...)l'. 

Sia  infatti,  se  è  possibile  ; 

rtx,,x,,...)  =  «x,.,x,,...)  +  .'-z(x.,x,,...) 

una  siffatta  funzione  decomposta  nella  sua  parte  reale  e  nella  sua  parte 
imaginftria.  Poiché; 

?  =  (♦  +  i-/f  =  tt'  -  3W  +  Wx  -  /■) , 

dovrà  essere  identicamente  ; 

cosicché  si  avrà  anche  necessariamente  : 

^  =  ^' ,    oppure  :     9  =  —  8^'. 
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In  entrambi   i  Oftei,  indicando  con  8  ano.  di  quelle  sostitDsioni    (XfXjXjJ 

che  alterano  ^,  si  dedurrà  di  qni  (poiché  S  non  «Itera  f): 

[S«'  =  t', 

d'ondo,   poiché  &1<  non  può  coincidere  con  4: 


s*  =  (-|..f>, 


riioltato  assurdo,  poiché  S^  ha,  al  pari  di  ^,  valore  reble. 

'2.  Dopo  quanto  si  é  ora  dimostrato,  si  trova  stabilita  in  modo  asaoln- 
tamente  rigoroso  l'impossibilità  di  togliere,  per  via  algebrica,  il  cato  irre- 
dueibile,  che  si  presenta,  come  si  è  notato  (art.  10ó5),  nella  rieolosione  gene- 
rale dell'equazione  del  terso  grado,  quando  te  sue  radici  sono  tutte  reali. 
Si  veggaou  a  questo  proposito  i  lavori  seRuenti  : 

V,  Mollame  — Sìd  usua  ibbeducibilib  dtlVcquaxiont  cubica  (Rendiconto  del- 
l'Accademia delle  UcionKB  di  Napoli,  giugno  1S90). 

A.  Captili- Relazione  luUa  Nota  del  prof.  V.  Mollame.  (Ibid.)- 

0.  Haider—  Veber  dea  Caiui  irredìtcibilit  bei   drr    Qeichung   driUeH   Qradtt. 

(Matb.  Annaten,  XXXVIII,  18!)n. 

A.  Kneier  —  Brmerkungen  iibtr  rfeii  togtnannltn  ca$u»  irrediieibilU  bei  cM- 
echen  Oleickungen.  |Math.  Aonalen,  XLI,  iet)2). 

L.  Gegealiauer  —  Zar  Theorii  der  algtbraiiche»  Oleickmgett.  <MonatibeR« 
far  Hath.  und  Fhysik,  1893). 

I  lavori  qui  citati  di  Mollame  e  di  Capelli  (il  quale  ha  rettificato  e  godi- 
pletato  in  un  punto  essenziale  la  dimostrazione  di  Mollame)  sono  già  suf- 
ficienti a  stabilire,  in  modo  del  tutto  soddisfacente,  l'impossibilità  dì  evi- 
tare il  caso  irreducibile.  La  dimostrazione  è  sostanzialmente  quella  dat4 
nelln  precedente  Nota. 

S.  ai  dimostri  che  nella  forma  ridotta  di  qualsiasi  espressione  radicale, 
rappresentante  nna  risolusiouo  per  radicali  di  un'equaiione  algebrica  ge- 
nerale, il  primo  segno  radicala  sovrapposto  ad  un  radicale  quadratico  sem- 
plice h  ne  cessa  ri  amenta  cubico. 

§  b."  —  Imposslbilitb  di  tritecare  un  angolo  qaalanqne 
col  solo  UBO  della  riga  e  del  conipasBo. 


1101.  Sia  àOB  an  angolo  arbitrario  dato.  Sapponiamo,  bc  è  pos- 
sibile, che  8Ì  possa  costrnire  un  nngolo 
I  Qgaale  alla  sua  terza  parte  mediante  od 

,  -,  ^  numero  finito  di  operazioni  ^geometriche 

delle  segnenti  tre  specie: 

1»)  tirare  la  retta  che  conginnge 
due  punti  già  ben  determinati ,  ovvero 
due  punti  presi  ad  arbitrio,  ovvero  un 
punto  già  ben  determinato  ed  an  altro 

<l  ~ j;  punto  assunto  ad  arbitrio; 

2»)  descrivere  il  cerchio  che  ha  per 
centro  un  punto  qualunque  (già  bende- 
terminato  o  scelto  ad  arbitrio)  e  per  raggio  un  raggio  qualunque 
(uguale  ad  un  segmento   già  costruito ,   ovvero   un   raggio  arbi- 
trario) ; 

3°)  segnare  i  punti  di  intersezione  di  rette  e  di  cerchi  già  co- 
struiti ;  ovvero  assumere  dei  punti  ad  arbitrio. 
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1102.  Imaginiamo  di  interpretare  qneetii  castrazione  geometrica 
mediante  i  noti  principi!  della  geometria  analitica  del  piano,  as- 
Bamendo  il  ponto  O  come  origine  delle  coordinate,  la  retta  OA 
come  aste  delle  x,  la  retta  OA'  perpendicolare  ad  OA  come  aa$e 
delle  y  ed  nn  segmento  fissato  a  piacere,  p.  es.  il  segmento  OA, 
corno  unità  di  misura. 

Il  numero  dei  ponti  che  flgorano  nella  costrazione  dovendo  eB- 
sere  finito,  a  maggior  ragione  dovrà  essere  finito  il  nomerò  dei 
ponti  ciie  dorante  la  costruzione  si  assomono  ad  arbitrio.  Per  que- 
sti tiltimi,  essendo  le  loro  ascisse  e  ordinate  affatto  arbitrarie,  ci 
è  lecito  evidentemente  di  ritenere  che  le  loro  ascisse  ed  ordinate 
siano  espresse  da  numeri  razionali  (o  In  altri  termini  che  le  loro 
distanze  dai  dne  assi  OA  ed  DA'  siano  commenturabili  col  seg- 
mento OA  scelto  come  unità  di  misora).  Lo  stesso  dicasi  dei  raggi 
dì  cerchi  che  si  dovessero  prendere  ad  arbitrio:  supporremo  sem- 
pre che  si  scelgano,  per  siffatti  raggi,  dei  segmenti  misurati  da 
numeri  razionali. 

Potrebbe  però  anche  darsi  il  caso  che  alcuni  dei  detti  ponti 
non  si  potessero  scegliere  del  tatto  ad  arbitrio,  ma  bensì  che  si 
potessero  prendere  ad  arbitrio  sopra  una  delle  rette  o  uno  dei 
cerchi  già  costruiti.  In  tal  caso,  se  P  sia  il  ponto  da  prendersi 
ad  arbitrio  sopra  una  certa  linea  e  P'  sia  il  piede  della  perpen- 
dicolare abbassata  da  P  soll'asse  delle  x,  noi  potremo  prendere 
ad  arbitrio  il  ponto  P'  sull'asse  delle  x,  dopodiché  11  punto  P  re- 
sterà determinato  elevando  da  P'  la  perpendicolare  all'asse  delle  x 
e  trovandone  l'Incontro  con  la  data  lìnea,  cioè  mediante  un'ope- 
razione geometrica  che  si  può  ricondurre,  come  è  ben  noto,  a 
quelle  definite  all'art,  precedente.  Ci  è  dunque  lecito  di  ritenere 
che  per  qoei  punti  che  non  si  possono  prendere  del  tutto  ad  ar- 
bitrio, ma  soltanto  si  possono  prendere  ad  arbitrio  sopra  una  linea 
data,  questa  linea  sia  precisamente  l'asse  delle  x.  E  per  conse- 
goenza  potremo  ritenere  che  anche  questi  punti  abbiano  coordinate 
razionali;  giacché  la  loro  ordinata  avrà  11  valore  zero  e  per  l'ascis- 
sa, che  ò  arbitraria,  si  potrà  sempre  assumere  un  numero  razionale. 

1103.  Ciò  premesso,  sia  7  la  misura  dell'angolo  dato  (cioè  il  nu- 
mero che  misora  la  lunghezza  dell'arco  AB  della  figura  prendendo 
per  nnità  di  misora  11  segmento  OA).  La  figura  data,  che  forma 
il  punto  di  partenza  della  costruzione  geometrica,  si  compone 
della  retta  OA  la  col  equazione  è:  x  =  0,  della  retta  OB  la  cui 
equazione  6: 

y  =  x.tg?  (1) 

e  del  ponto  0  le  coi  coordinate  sono  razionali  (x  =  0  ,  ^  =  0^  Pos- 
siamo aggiungere  il  punto  A  le  cui  coordinate  sono  pore  razio- 
nali (x=  1  ,  ^  =  0)  ed  il  ponto  B  le  coi  coordinate  sono  : 


^1  +  tg*? 

(2) 
y  =  sin?  =  — -■  • 

Vi  +  tg*7 
-  /ifìddMnt  di  antUiti  algebrica,  8.*    cdìi .  82 
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Queste  coordinate  non  eono,  generalmente  parlando,  numeri  ra- 
zionali, ma  si  attengono,  come  si  vede  dalle  (2),  operando  su  nu- 
meri razionali  e  sul  numero  fisso  tg^  colle  quattro  operazioni  foo- 
damentalt  e  colla  estrazione  di  radice  quadrata. 

Ciò  posto  noi  incomincieremo  dal  dimostrare  che  le  coordinate 
di  uno  qualunque  dei  punti  determinati  mediante  la  costruzione 
geometrica  presupposta  all'art.  1101  sono  numeri  di  questa  stessa 
specie,  o,  come  diremo  per  brevità  di  linguag^gio,  numeri  euclitUi. 
Designeremo,  cioè,  col  nome  di  numeri  euclidei  (rispetto  al  nu- 
mero  fisso  dato  tgv)  tutti  quei  numeri  che  si  possono  ottenere  ope- 
rando sui  numeri  razionali  e  su  tg?  colle  quattro  operazioni  ra- 
zionali e  coli 'operazione  di  estrazione  di  radice  quadrata  (la  quale 
potrà  anche  ripetersi  un  numero  qualunque  di  volte,  purché  finito). 
Al  tempo  stesso  noi  dimostreremo  che,  se 

ax  +  by  +  c  =  0  (3) 

è  l'equazione  di  una  qualunque  delle  rette  ed 

K*  +  jf*  +  ose  +  py  +  i;  =  0  (4) 

l'equazione  di  uno  qualunque  dei  cerchi  descritti  nella  detta  co- 
struzione geometrica,  tutti  i  coefficienti  a,  bj  e,  a,  ^,  f  sono  dui 
pari  numeri  euclidei  della  stessa  specie  sopra  definita. 

1104.  Invero  la  presupposta  costruzione  geometrica  si  compone 
dì  un  numero  fluito  di  operazioni  geometriche  che  appartengono 
all'uno  od  all'altro  dei  tre  tipi  caratterizzati  all'art.  1101.  Potremo 
dunque  ammettere  come  già  dimostrato  che  le  prime  k  operazioni 
geometriche  abbiano  condotto  alla  costruzione  di  punti,  rette  e 
cerchi  le  cui  coordinate,  od  i  coefficienti  delle  etti  equazioni,  siano 
tutti  numeri  euclidei  ;  e  basterà  dimostrare  che  la  (k  +  1)"»  ope- 
razione geometrica  determinerà  un  nuovo  punto,  ovvero  una  nuova 
retta  od  un  nuovo  cerchio  con  coordinate,  o  coefficienti,  del  pari 
euclidei.  Con  ciò  resterà  evidentemente  dimostrato  l'asserto,  poiché 
la  figura  che  forma  il  punto  di  partenza  della  costruzione,  si  com- 
pone appunto,  come  si  è  notato  all'art,  precedente,  di  rette  e  punti 
con  coefficienti  euclidei. 

Si  tratta  dunque  di  dimostrare  in  corrispondenza  alle  tre  ope- 
razioni geometriche  designate  all'art.  1101  : 

l")  che  la  rettji  congiupgeoto  due  punti  fa  ,  &)  ed  {a' ,b')ìe 
cui  coordinate  a  ,b  ,a' ,  b' ,  sono  numeri  euclidei,  ha  per  coeffi- 
cienti dei  numeri  euclidei.  Ed  infatti  l'equazione  di  questa  retta  è 

(6  -  b')x  +  (a'  -  a)y  +  {ab'  -  a'b)  =  0  ; 

2°)  cbc,  se  la  {k+  l)>n*  operazione  consiste  nella  descrizione 
di  un  cerchio,  i  coefttcienti  dell'equazione  di  tale  cerchio  saranno 
numeri  euclidei.  Infatti,  poiché  il  centro  del  cerchio  è  un  ponto 
già  precedentemente  costruito  (od  assunto  ad  arbitrio),  le  sue  coor 
dinate  (a  ,  b)  sono  per  supposto  numeri  razionali  od  euclidei.  Qnanto 
al  raggio  del  cerchio,  se  esso  non  è  arbitrario,  sarà  un  segmento 
già  costruito,  cioè  la  distanza  fra  due  punti  (a' ,  b')  ed  (g" ,  b"J 
già  costruiti.  Tale  distanza,  essendo  data  da  V(a'-a")*-f  (&'-6")' 
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sarà  evEdentemente  un  numero  euclideo,  pacche  Io  aono  per  ipo- 
tesi i  nnmeri  a',  a'',  ò',  b". 
Ciò  posto,  il  cerchio  avrà  per  equazione  : 

(a;  -  a)»  +■(!/-  6)»  =  (o'  -  a")»  +  (b'  ~  &")» 

ed  1  coefficienti  di  questa  equazione   saranno   evidentemente   aa- 
meri  end  idei. 

3°)  die  i  punti  di  intersezione  di  dae  linee  {rette  o   cerchi), 
le  cai  equazioni  hanno  per  coefSctenti  dei  numeri  euclidei,  hanno 
per  coordinate  dei  nameri  euclidei, 
luvero  nel  caso  di  due  retie  : 

<KC  +  6y  +  e  =  0    ,     a'x  +  b'y  +■  e'  =  0 , 
le  coordinate  del  ponto  d'intersezione  sono  : 
bc'  —  cb'  ca'—ac' 

ab'  —  ba'    '       ~a6'--6o'' 
Nel  caso  di  una  retta  : 

ax  +  by  +  c  =  0 
e  di  an  cerchio  : 

x*  +  y*  +  ax  +  ^y  +  y  =  0, 

soBtitaendo  nella  seconda  equazione  il  valore  di  y  ricavato  dalla 
prima  si  ha  per  determinare  x  l'equazione  di  2°  grado  ; 

(a*  +  b'^x'  +  (ad*  +  2ca  —  b^a)x  +  (e*  +  b'y  —  6gc)  =  0, 

onde  l'ordinata  x  si  troverà  mediante  un'estrazione  di  radice  qua- 
drata applicala  ai  cofficienti  di  questa  equazione  che  sono  già  nu- 
meri euclidei  ;  similmente  per  1'  ordinata  y. 
Finalmente  il  caso  di  due  cerchi: 

a:'  +  y»  +  aa;  +  fy  +y  =0 

X*  +  .V*  +  a'x  +  f 'ff  t  y'  =  0 

si  riconduce  al  precedente,  poiché,  sottraendo  l'una  dall'altra  que- 
ste due  equazioni,  si  ottiene  : 

(a-a'}*+(?-p')j/  +  {i:-r)=0 
e  questa  è  l'equazione  di  una  retta;  onde  basterà  trovarne  l'in- 
tersezione con  uno  dei  due  cerchi. 
Resta  cosi  dimostrato  quanto  si  era  asserito  all'art.  LL03. 

1105.  Fra  le  rette  determinate  nella  costruzione  geometrica  ne 
esistono,  per  ipotesi,  due  che  formano  un  angolo  eguale  alla  terza 
parte  di  f.  Siano  : 


le  loro  equazioni.  Ricordando  la  nota  espressione  che  dà  la  geo- 
metria analitica  per  1'  angolo  di  due  rette,  si  polrà  dunque   scri- 
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Ma  per  la  dimostrazione  degli  artìcoli  precedenti  i  niimerì  a,  n', 
b,  b'  sono  tutti  euclidei.  Vediamo  dunque  che:  ae  è  poasibile  tri- 
tecare  un  angolo  arbitrario  col  gola  uao  della  riga  e  del  compatto, 

deve  esistere  un'espressione  di  tg^  ottenuta  operando  sul  numero 

tg^  con  le  quattro  operazioni  fondamentali  e  con  un  certo  numero 
di  estrazioni  di  radice  quadrata;  e  tale  espressione  deve  etsert  va- 
lida qualunque  aia  il  valore  di  o. 

1106.  Si  sa  dalla  trigonometrìa  che  : 


_«)- 


<«D-' 


onde>  se  poniamo  brevemente  : 


•  «(1) 


si  ha  la  relazione  : 

a;^  -  Sai*  -Zx  +  a  =  0,  (5) 

ed  il  teorema  dell'  art.  procedente  si  può  anche  enunciare  cosi  : 
se  fosse  possibile  trisecare  un  angolo  qualunque  colla  riga  e  col 
compasso,  sarebbe  anche  possibile  di  risolvere  l'equazione  cubica  (b), 
in  cui  a  è  un  parametro  arbitrario,  per  mezzo  di  soli  radicali  qua- 
dratici (_*). 
Se  ora  nella  (5)  si  fa  la  trasfonnazione  : 

essa  si  cambia  in 

(y  +  ay  -  3a(if  +  tì)»  -  3(ff  +  «)  +  a  =  0 
ossia  in 

ff»  -  3(1  +  a»)j/  -  2a(l  +  a»)  =  0,  (5)' 

epperò;  anche  l'equazione  cubica  (5)'  godrebbe  delia  proprietà  di 
gssere  risolubile  per  mezzo  di  soli  radicali  quadratici, 

1107.  Consideriamo  ora  l'equazione  generale  del  3 o  grado  man* 
caote,  come  6  sempre  lecito  di  ammettere  (art.  1040)  del  secondo 
termine  : 

aH»  +  gx  +  r  =  0 ,  (6) 

essendo  9  ed  r  affatto  arbitrari.  Ponendo  g  —  he  essa   si   trasfor- 
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ma  in 

y'  +  ?XV  +  Xr»  =  0 

che  si  potrft  sempre  identificare  con  la  (5)'  determinando  l  ed  a 
in  modo  da  avere  : 

jX*  =  -  3(1  +  o*)     ,     rX"  =  -  2a(l  +  a»).  (7) 

Di  qiù  Bì  deduce  infatti  dividendo  membro  a  membro  : 

e  Bostitnendo  questo  valore  di  X  nella  prima  delle  dne  equazioni  (7): 

d'  onde  si  ricava  : 

e  quindi  per  la  (8  : 


\  ~  2q'  a~  q\      4      27' 


(10) 

Troviamo  dnnqae  cbe  1'  equazione  (6)  sì  trasforma  in  (5)'  po- 
nendo : 


j  V      4      27  ^    ' 


Sostituendo  in  qneata  espressione  di  x,  in  luogo  di  y,  il  sao  va- 
lore ricavato  dalla  (5)',  la  quale  secondo  la  ipotesi  è  risolubile  per 
mezzo  di  soli  radicali  quadratici,  e  dipoi  in  Inogo  di  a  la  Bua  e- 
spressione  (9),  si  otterrà  per  x  una  espressione  composta  coi  coef- 
ficienti 2  ed  r  sui  quali  si  sarà  operato  colle  sole  quattro  opera- 
zioni fondamentali  e  con  estrazioni  di  radici  quadrate.  Vediamo 
dunque  che  se  fosse  possìbile  trisecare  un  angolo  qualunque  col 
solo  uso  della  riga  e  del  compasso,  sarebbe  anche  possibile  di  ri- 
solvere l'equazione  generale  del  terzo  grado  per  mezzo  di  soli  ra- 
dicali quadratici.  Ma  ciò  sarebbe  in  contraddizione  con  quanto  si 
bgìk  stabilito  nel  §  precedente  (art.  1100).  Si  conclude  dnnqae  che: 

il  problema  di  trisecare  un  angolo  qualunque  non  si  può  risol- 
vere col  solo  uso  della  riga  e  del  compasso  adoperati  nel  consueto 
senso  euclideo, 

HotB  ed  Eteroisi. 

1.  Per  trftsforroftTe  l' eqnaiione  generale  : 

a*  +  ga;  +  r  =  0  (a) 

ne  11'  e  quali  OH  e  ; 

z»  -  aas»  -  3z  -h  a  =  0  (6) 
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che  ei  risolva  poDSudo  a  =  tg^  «  prendendo  quindi  t 
per  quanto  si  è  visto  ne^li  aitimi  due  articoli  : 


ff  \a        /      3t     r  V      4       27 


Danque:  la  riaolnEione  dell'equaiìone  del  teno  grado  (a)  si  paò  licos- 
durrolnel  caso  di— +  ^<0Ì  al  problema  di  triaecare  un  certo  aDgolo 
ponend< 

-H- 


TV-T 


colf  (e) 

prendendo  quindi  : 

»=^(cot,.lg|-l).  M 

2.  Trasformare  l' equaiione  del  tono  grado  : 

a*  +  gx  +  r  =  0 
nell'  eqnatione  : 

4ff'  —  3y  +  sinf  =  0 

che  ha  per  radice  y  =  sin^. 

8.  Mostrare  come  risoriiiane  in  un  cerchio  del  poligono  regolare  dì 
■ette  lati  ei  possa  eseguire  col  solo  uso  della  riga  e  del  compasso  puRbi 
si  supponga  conosciuta  la  tersa  parte  di  un  certo  angolo.  Si  dimostrerà  nib 
facendo  dipendere  il  problema  dalla  risolusione  di  nn'eqnatione  del  tene 
grado  (Cfr.  Gap.  XIT,  $  1°,  Note)  e  questa    dalla    triseiione  dì  un   certo 

4.  Per  trisecare  un  angolo  dato  AOB  basta  condurre  per  B  una  retta  ED 


in  modo  che  la  porsione  CD  di  essa  intercetta  fra  il  cerchio  di  centro  0  e 
di  raggio  OB  ed  il  lato  AO  prolungato  sa  eguale  ad  OB.  L'angolo  ADB 
sarà  la  terza  parte  di  AOB. 

§  6.°  —  Imponibilità  di  rlMlvere  per  meiso  di  radicali 
le  «qaaalonl  generali  di  grado  anperiore  al  qaarto. 

1108.  Questo  teorema,  enunciato  per  la  prima  volta  Ah  Ru$ni, 
è  stato  dimostrato  in  modo  piti  rigoroso  da  Abet  mediante  i  risul- 
tati da  noi  gi&  esposti  nei  §§  3"  e  4o  di  qnesto  capitolo. 

Ammettiamo,  se  è  possibile,  che  l'equazione  generale: 

x"  -h  a,»*"'  +  Ojar""*  +  .  .  .  +  o^.,a:  +  «„  =  0, 
in  cui  n  >  4,  sia  risolabile  per  radicali. 


iceyGoOt^lc 


Detta  Xo  l'espressione  radicale  che  la  risolve,  che  si  supporrà, 
come  è  lecito,  gift  ridotta,  segno  da  qoanto  si  è  stabilito  nel  §  4», 

3 

che  in  Xo  dovrà  essere  contenuto  almeno  un  radicale  cubico  i/W , 
essendo  : 

W  =  ?(X«,X.,X,,X3,X,,...),  (1) 

UDa  funzione  razionale  che  resta  inalterata  per  ogni  sostitazione 
equivalente  ad  un  numero  pari  di  trasposizioni  e  quindi  in  parti- 
colare dalla  sostituzione  circolare  (Xo  ,  X,  ,  X»  ,  Xj  ,  Xj)  fra  lo 
cinque  lettere  Xo  ,  . . . ,  X,.  Si  avrà  poi  (art.  1095)  : 

n/W=<KXo,X.,...,X,.,),  (2) 

essendo  ^  una  certa  funzione  razionale. 

Dalle  (1)  e  (2)  segue,  precisamente  come  all'art.  1099  : 

l<l'CXo,X.,...)]»=5CXo,X.,...)  (8) 

ed  eseguendo  in  questa  identità  la  sostituzione  circotare  (Xq  ,  X, , 
Xg ,  X, ,  X^)  che  non  altera,  come  si  è  notato,  il  secondo  membro: 

[^.(X,  ,  X,  ,  Xs  ,  X. ,  Xo  , ...)]'  =  [-KXo  ,  X,  ,  X, ,  X,  ,  X, ,  ...)]». 

Di  qui  si  deduce,  essendo  a  una  radice  cubica  di  1  : 

4i{Xi  ,  X, ,  X3  ,  X^  ,  Xo  , ...)  =  9i}.(Xo  ,  Xi ,  X,  ,  X,  ,  X^  ,  ...) 

ed  eseguendo  su  questa  identità,  analogamente  a  quanto  si  è  fatto 
all'art.  1099,  ancora  quattro  volte  di  seguito  la  stessa  sosiìtnzione 
circolare  (Xo  ,  X,  ,  X, ,  X, ,  X^)  e  moltiplicando  quindi  membro  a 
membro  i  risultati  : 

1  =  a*  =  a'-a*=  a*. 

Poiché  ofi  =  a'=l,  sarà  dunque  necessariamente  a  =  l,  cioè:  la 
funzione  i^(Xo  ,  X,  ,  . . . ,  X„_,).  non  è  alterata  da  qualsivoglia  so- 
stituzione circolare  tt&  cinque  delle  variabili  Xg ,  X, ,  .  .  . ,  X^.,. 

1109.  Ci  proponiamo  ora  di  dedurre  di  qui  che  la  funzione 
({((Xo  ,  X, , ... ,  X„_,)  non  sarà  neanche  alterata  da  una  qualunque 
delle  sostituzioni  circolari  tr&  tre  delle  stesse  Xg ,  X,  ,  ... ,  X„_,. 

Consideriamo  ad  esempio  la  sostituzione  circolare  (XgXtX,)  che 
indicheremo  per  brevità  con  T. 

Indicando  con  T-(j«  la  funzione  che  si  ottiene  eseguendo  su  i}) 
la  sostituzione  T,  si  avrà  primieramente  dalla  (3),  poiché  f  non  6 
alterata  dalle  sostitazlonf  circolari  di  tre  lettere  : 

T-<!<=|.4i,  (4) 

e  cubica  dell' anità. 
due  sostitozioni  circolar 

T'  =  (XoX,Xi)    ,    T,  =  (XoX,XJ, 
si  avrà  similmente  : 

T'4  =  V<^    ,     T,<|.  =  i:,i(. ,  (5) 

easeodo  anche  7'  e  'Yj  radici  cubiche  di  1. 


essendo  f  una  certa  radice  cubica  dell' nnità. 
Considerando  inoltre  le  due  sostitozioni  circolari 
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Dalle  (4)  e  (5)  segue  (cfr.  art.  229); 

[TT,li.  =  rr,*  .   |TT,n.  =  Y'i:,*  ,   li:T'\i  =  rfi-     m 

D' altra  parte,  poiché  : 

TT,  =  (XoX,X,XX,X,X,)  =  (X«X,X^,XJ 
TT,  =  (X,X^,XX„XA)  =  (X»X^,X,XJ 
TT'=  (X»X,X,)(X»XA)  =  (X.XX,)(X,)  =  1 
e  le  sostituzioni  circolari  fVa  cinque  lettere  X  non  alterano  i,  si 
ha  anche  : 

lTT,]4i  =  4i     ,     lT'T,]<Ji  =  |    ,     [TT']<|(  =  4..  (7) 

Dal  confronto  delle  (6)  e  delle  (7)  segoe  ora  evidentemeote: 

TTi  =  1     .    ì'Ti  =  1     .     YY'  =  1 , 
d' onde  : 

T  =  t'  =  Iti  =  ±  1 
e  più  precisamente,  poiché  le  f  ,  7' ,  fi  sono  radici    cubiche  di  1 
■r  =  7'  =  Ti  =  l- 
La  (4)  ci  dà  dunque  T'iJ'  =  (l'>  come  si  doveva  dimostrare. 

Ilio.  L'espressione  (2)  di  tJW  in  funzione  razionate  delle  X4, 
X,  , . .  ■  deve  dunque  godere,  come  l'espressione  di  W,  della  pro- 
prietà di  non  essere  alterata  da  qualsiasi  sostituzione  circolare  fra 
tre  delle  Xo  ,  X,  ,  . .  . . 

Ma,  per  quanto  si  è  già  dimostrato  al  §  4*>  (art.  1100), old  sem- 
pre lecito  di  ritenere  che  Vw  non  goda  di  questa  proprietà.  Qinn- 
giamo  dunque  ad  una  contraddizione  che  ha  la  sua  origine  ncl- 
l'aver  supposto  che  l'equazione  generale  con  pìii  di  quattro  radici 
fosse  risolubile  per  radicali. 

Resta  cosi  dimostrata  Ja  modo  assolutamente  rigoroso  l'impos- 
sibilità di  una  cosiffatta  forma  di  rìsolnzione  {*). 

(*)  Si  deve  ai  Urori  di  Sermile,  Krontek«r  e  Briotchi  la  risolntione  Re- 
'   aerale  delle  eqnortoni  del  5' grada  par  meEEo  delle  trasoendeuti  ellittichs- 
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CAPITOLO  XVI. 


TRASFORMAZIONE  LINEARE   DELLE   FORME   ALGEBRICHE. 
INVARIANTI    E   COVARIANTI. 


§  ].»  —  Della  tra>rormasione  lineare  di  an  aiitema 
di  Tarlablll. 

1111.  Se  fra  n  —  1  variabili  indipendenti  |,  ,  6,  , .  .  .  ,  5n_, 
altre  n  —  1  variabili  )]|  >  >)t  i  •  -  •  »  "tn-i  8Ì  pongano  delle  reluzi 
della  forma: 


a,5,+a,5,  +  . 

■ .  +  «„-i5„-t  +  a„ 

p,5,  +  f,5,+  . 

■•+i»-5.-,+l» 

'■    l,5,  +  i,5,  +  - 

■•+»»-iE.-i  +  i» 

1«-1  = 


in  cai  le  a  ,  ^  ,  ,  . , ,  8  ,  1  sono  coefficienti  coetanti,  si  dice  che  me- 
diante qneste  forinole  il  sistema  di  variabili  5|  i  5*  i  ■  -  •,.  %n-ì  ^i 
trasforma  linearmente  nel  sistema  >]i  >  >]|  >  ■  ■  ■  1 1n-i-  ^  eliiaro 
che,  mediante  queste  relazioni ,  dati  ad  arbitrio  i  valori  delle 
5i  j  5i  ,  ■  ■  ■ ,  5^1 ,  resteranno  in  generale  determinati  in  modo  u- 
dìco  i  corrispondenti  valori  delle  li  i  Ij  >  .  ■  ■  ,  >I„_i  e  reciproca^ 
mente,  dovendosi  a  quest'uopo  risolvere  an  sistema  din-I  equa- 
zioni di  primo  grado  fra  n—X  incognite. 

1112.  Oltre  alla  univocità  della  corrispondenza  tr&  i  sistemi  |, , 
5a  I  -  ■  ■  j  6n_i  ed  11  ,  »Jj ,  ■  •  - ,  >J„.|  >  la  trasformazione  (1)  lia  anclie 
qaesto  di  caratteristico:  che  ae  alle  variabili  \\  i^t  ,•  •  •  t  &„_]  st 
imponga  un  legame  espresso  da  una  relazione  lineare,  come 

^iSi  +■  A,5,  -I-  . .  .  -i-  A„_,5„_,  -I-  A„  =  0 , 

ne  conseguirà  fra  le  corrispondenti  i;, ,  i;^ , .  . . ,  i3„_i  un  legame 
della  stessa  natura,  p.  es.  : 

Bill  +  B,>),  +  .  .  .  -J-  B„_i)i„_,  -K  B„  -  0 

Capblli.  —  Mituzioni  di  anatiii  algebrica,  S.*  ediz.  S3 
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e  reciprocamente.  Questa  proprietà  ò  una  conseguenza  del  Tatio 
che  le  frazion!  nei  secondi  membri  di  (1)  hanno  lo  atesao  donami- 
natore,  né  avrebbe  più  luogo  quando  si  prendessero  denomiaarori 
differenti.  Più  generalmente,  segue  dalle  (1)  che  ad  ogni  Ugamt 
algebrico  imposto  alle  5  corrisponderà  un  legame  algebrico  dtito 
stesso  grado  e  reciprocamente  per  le  >i.  In  altri  termini,  se  si  ponga 
fra  le  g  la  relazione  : 

dove  f  è  una  funzione  intera  del  gnido  complessivo  m  nei  suoi 
argomenti,  ne  conseguirà  per  le  i)  una  relazione  : 

F(1,,>I,,.-.,'Ì„~,)  =  0, 

dove  F  6  una  funzione  intera,  dello  stesso  grado  m,  delio  >|  e  re- 
ciprocamente. 

Si  scrivano  infatti  le  (1)  brevemente  cosi  : 

X,  X,  X„  , 

essendo  le  X  funzioni  lineari  delle  ^.  Posta  fra  le  >]  ana  rcUzione 
algebrica  di  grado  m  : 

ne  seguirà  fra  le  |  la  relazione  : 

x/'xr...xr_:,„ 


v  fi+lS+'-'+t",.- 


e  molttpUcando  per  X„''  : 

J]B;X,'''  X,*^  . .  .  x!]"^^™'"  =  0 , 

posto:  ]<■„  =  wi  —  (|J;,  +  Ft  +  .  .  .  +  [i„_i)-  Ora  quest'ultima  relazione 
fl'a  le  è  è  evidentemente  di  grado  m. 

La  verità  della  proposizione  reciproca  segue  dal  fatto  che  le 
equazioni  (1  )  risolute  rispetto  alle  5i  >  5»  ,  ■  •  -  ,  5„_i  si  presentano 
sotto  forma  affatto  analoga  a  qnella  delle  (t). 

Risolvendo  infatti  le  (1)  col  solito  metodo  dei  determinanti,  si 
trova  come  denominatore  comune  a  tutte  le  incognite  il  determi- 
nante : 

«1  —  ).,)],         a,  -  X,)],         ...  a,^,  —  X„_iij, 
Pi  -  ^ils         P*  -  Mi         -  P»-i  -K-i^i 


~  \''ìn-i      ^t  -  Mb-1       "■    ^B-J  -  ^n-l^i»*- 

che  decomposto  in  una  somma  di  più  determinanti,  secondo  il  teo- 
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rema  dell'Art.  418,  si  riduce  evidentemente  ad  nna  funzione  lineare 
delle  yii  ,  ■  ■  •  1 1fl-f  Lo  stesso  dicasi  dei  numeratori,  die  si  dedu- 
cono dal  determina  ti  te  {i)  sostituendo  ad  nna  colonna  quella  for- 
mata dagli  elementi  : 

-  o„  +  X„y;,  ,  -  ?„  +  X„»i,  ,...,—  6„  4-  K^n-v 

Del  resto,  cbe  le  (1)  st  possano  invertire  conservando  una  forma 
del  tutto  analoga,  apparirà  in  modo  affatto  intuitivo  dalle  altre  eoo- 
siderazioni  che  ora  seguono. 

1113.  Se  le  variabili  primitive  e  trasformate  si  pongano,  come 
è  sempre  lecito,  sotto  la  forma  seguente  : 

5.  =  5i,5,  =  a,...,5,_,=a-, 


sostituendo  queste  espressioni  nelle  formole  (1)  e  moltipticando 
quindi  nelle  frazioni  dei  secondi  membri  numeratore  e  denomi- 
natore per  x„  ,  le  dette  formole  divengono  : 


■  +  «„ 

f,«, +?«+•■ 

.■  +  p„ 

y„     X,!c,  +  XjiCj  +  . . .  +  X„x, 

y„^i  _  5|gi  +l^tXj  +  . . .  +  S„x„ 
Vn        ^1^1  +  ^»^s  +  • . .  +  X„x„  ' 

onde,  detto  p  nn  certo  coefficiente   di  proporzionalità,   si    dovrà 
avere  ; 

py,  =  «la;,  +  k^,  +  . ,  .  +  a„x„ 

pyj  =  Pia;,  +  P,a:,  +  .  ■ .  +  M-  CO" 


py„  =  X,a:,  +  Ì^j  +  .  .  .  +  X„x„. 

Queste  formole  fanno  corrispondere  in  generale  ad  ogni  sistema 
di  rapporti  a:,  ;  x,  : ...  ;  x„  un  unico  sistema  di  rapporti  y,  :  y,  : ...  :  y„ 
e  reciprocamente;  e  questa  corrispondenza  fra  i  rapporti  è  evi- 
dentemente indipendente  dal  valore  di  p.  Pertanto  assumendo  per 
semplicità  p  :^  1,  si  potrà  surrogare  al  sistema  delle  (1)  il  sistema 
equivalente  : 

y,  =  a,a:,  +  oijXj  +  . . .  +  a„x„ 

y,  =  g.a;,  +  p,a;» -I- .  .  .  +  ?„3:„  (I)'" 

ì/n  =  ^l''^!  +  K'h  +  •  ■  ■  +  K'^n 
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il  quale  ad  ogni  sistema  di  valori  finiti  delle  a;,  ,  a;,  , ...  ,  x^  fa  cor- 
rispondere un  unico  sistema  di  valori  finiti  delle  y,  ,  y,  , ... ,  y„  e 
reciprocamente,  semprechè  il  determinante  del  sistema  sia  diverso 
da  zero.  Dunque  : 

La  trasformazione  lineare  (l)  i  invertibile  univocamente,  dot 
ad  ogni  sistema  di  valori  delle  1,  ,  >ij  i  .  .  .  j  ij„_i  fa  corrispondere 
un  unico  sistema  per  ìe  §,,  ?g  ,...,£„., ,  semprechè  sia  dicerio 
da  zero  il  determinante  : 


e,     «j. 


8j  .  .  .  6„ 
X- .  .  .  >„ 


(1) 


formato  coi  coefficienti  dei  numeratori  e  del  comun  denominatore. 

L114.  Le  formole  (1)'"  ci  danno  In  cosi  detta  sostituzione  lineare 
omogenea  (cfr.  Cap.  V,  §  9")!  equivalente  alla  trasformazione  li- 
neare (I).  11  determinante  (4)  si  dice  (art.  472)  il  mo(ìu/o  della  so- 
stituzione lineare. 

Nel  porre  le  (3)  si  è  supposto  implicitamente  che  il  valore  di 
x„ ,  da  prendersi  ad  arbitrio,  non  si  dovesse  però  assumere  agaile 
a  zero.  Invece  nelle  formole  {!)'"  nulla  ci  impedisce  di  supporre 
a:„  =  0  prendendo  al  tempo  stesso  per  a;,  ,  se, ,  .  .  . ,  x„_,  altri  va- 
lori fluiti  qualisì vogliano;  poiché  a  questo  sistema  di  valori  delle 
X  corrisponderà  sempre  un  unico  sistema  dì  valori  finiti  delle  ^, 
e  quindi,  in  generale,  in  virtù  delle  (3)  un  sistema  di  valori  finiti 
e  determinati  delle  iJi  ,  JJj ,  •  .  • ,  Tl„_^. 

È  chiaro  che  questo  sistema  delle  >]i  ,  ijg .  <  -  ■ ,  )I„_|  si  dorrà 
dunque  considerare  come  il  corrispondente  di  quel  sistema  di  va- 
lori cui  tendono  le  €,  ,  E^ , . . .  ,  §„_, ,  quando  nelle  (3)  si  faccU 
tendere  x„  al  valore  zero  e  le  x,  ,  x, , . .  .  ,  x„.,  a  certi  valori  fi- 
niti ben  determinati.  In  tal  caso  le  |,  ,  ^j ,  . .  .  ,  ;„_,  tenderaniio 
in  generale  a  valori  itiftnitamente  grandi,  nel  mentre  che  i  loro 
rapporti  tenderanno,  pure  in  generale,  a  limiti  finiti  ben  deter- 
minati. 

Di  qui  appare  manifesta  la  convenienza  di  applicare  le  formole 
della  trasformazione  lineare  (L)  non  solamente  a  sistemi  di  valori 
finiti  delle  ^  e  delle  >i,  ma  anche  a  sistemi  in  cui  le  $  o  le  >]  siano 
o  tutte  od  in  parte  infinito. 

Effettivamente  si  vede  già  dalle  (1)  che  per  tutti  quei  sisiemi 
di  valori  finiti  delle  §  per  1  quali: 

X,5,  +  hit  +■■-+  K-iln-x  -f-  J^n  =  0  ,  (5) 

le  corrispondenti  ri  prendono  forma  infinita  o  indeterminata.  U 
teorema  dell'art.  1113  sulla  univocità  della  corrispondenza  stabilita 
fra  le  È  e  le  >i  dalla  trasformazione  lineare  (1)  sembrerebbe  dan- 
que  dover  ammoltere  dei  casi  di  eccezione.  Questi  casi  di  ecce- 
zione si  tolgono  però  completamente:  1°)  mediante  la  considera- 
zione di  valori  infinitamente  grandi  delle  (  e  delle  ij  ;  2")  mediai"* 
la  convenzione  di  considerare  come   identici,   dtU  punto  di  visi" 
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della  trasformazione  lineare,  tutti  quei  sistemi  di  valori  delle  E,  , 
<ì  I  ■  •  •  i  in-i  "^^  traggono  origine  da  uno  stesso  sistema  di  valori 
X,  :  X,  :  .  .  .  :x„. 

Cosi,  ad  esempio,  per  n  =  3,  si  dovranno  considerare  come  iden- 
tici, dal  detto  panio  di  vista,  il  sistema:  «i=x>,  i^=l  ed  il  sistema: 
^,=<»,  $1=3,  in  quanto  cosi  l'ano  come  l'altro  nascono  dallo  stesso 
sistema  omogeneo  : 

a;,  :  Xg  :  a;,  =  1 : 0  ;  0. 

In  effetto,  intendendo  con  a:,  ,  x,  nameri  piccolissimi  tendenti 
a  zero,  il  rapporto  x,  :  x,  potr&  tendere  a  qualsiasi  valore  h  fis- 
sato ad  arbitrio,  bastando  prendere  a  tale  oggetto  Xg  =  Ax,. 

1115.  È  importante  di  notare  esplicitamente  che  la  variabilità 
del  sistema  omogeneo  x,  :  x,  :  .  .  .  :  x„  deve  in  ogni  caso  limitarsi 
a  valori  tutti  finiti  e  non  tutti  nulli  delle  x,  ,  x, ,  . .  . ,  x„. 

Infatti  l'invertibilitìi  univoca  della  sostituzione  lineare  (1)'"  ha 
laogo  perfettamente,  senza  che  sia  necessario  considerare  valori 
infiniti  delle  x  e  delle  y;  e  d'altra  parte  i  valori  finiti  delle  a;  ba- 
stano a  generare  tutti  i  sistemi  di  valori  finiti  o  infiniti  delle  g. 
Quanto  poi  al  sistema  speciale  : 

X,  :  Xj  :  .  .  .  :  x„  =  0 :  0  :  .  .  .  :  0 , 

esso  può  escludersi  a  priori,  poiché  esso  viene  sempre  trasfor- 
mato in  se  stesso  da  ogni  sostituzione  lineare  (1)"'  di  modulo  di- 
verso da  zero.  Sappiamo  infatti  (art.  431)  che  il  sistema  di  equa- 
zioni : 

0  =  «,x,  +  «jXj  -I- , . .  +  a„x„ 

0  =  p,x,  -^  f,X(  -f  . . .  -I-  g„x„ 


0  =  >,x,  +  Xjx,  +  . . .  +  X„x„ 

non  ammette  altre  soluzioni  finite  oltre  la  soluzione  a;,  =  x,  =  . . . 
=  x„  =  0,  quando  il  determinante  del  sistema  b  diverso  da  zero. 

1116.  Se  f{li  1  ^i ,  -  •  •  >  5„-i)  6  nna  funzione  intera  di  grado   m 
nelle  E,  ,  5,  ,  .  .  .  ,  5„_, ,  eseguendo  in  essa  la  sostituzione  (3)  si  po- 


trà scrivere  : 


_  F(xt  ,  x„ ,  ■  ■  ■  ,  x^i  ,  x„) 


dove  ora  F  è  una  funzione  intera  ed  omogenea  di  grado  m  nelle 
X,  ,  X,  , ...  ,  x„  ,  0,  come  si  suol  dire:  una  forma  Intera  del  grado 
m  nel  campo  n'"'*'  costituito  dalle  variabili  x,  ,  x, , ...  ,  x„. 

Qualora  si  considerino  soltanto  valori  finiti  delle  E, ,  Ej , ... ,  E^^, , 
è  chiaro  che  l'equazione  : 

AE..  «,,....  5^0  =  0 
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equivale  all'equazione: 

F{a:,  ,  Xj  , . .  .  ,  a:,)  --  0, 

poicbè  x„  dev'essere  diverso  da  zero. 

1117.  Se  fra  le  n— I  incognite  E,  ,  Ei  >  •  •  •  *  ^n~i  sif^tio  date  n-l 
equazioni  : 

ri8p.  dei  gradi  m,  ,  m,  , .  .  .  ,  m„., ,  noi  sappiamo  (art,  1029)  cbe 
esistono  in  generale  m,m^  .  .  .  m„_,  siatemi  di  valori  finiti  delle 
i\  ì  ■  ■  ■  t  En-i  <^be  le  soddisfano.  Per  qaanto  si  è  notato  sopra,  ai 
potrà  dunque  sostituire  al  sistema  (7)  il  sistema  : 


r,  =  o   ,   F,  =  0, 


,  Fn-i  =  0 


(T)' 


in  cui  le  F,  ,  ...  ,  F„_,  sono  forme  intere  delle  a:,  ,  a;, , ... ,  i„_, ,«, 
riap.  dei  gradi  m, ,  m„...,m„_,.Ed  esìsteranno  in  generale  ni,«ij...m,_, 
sistemi  distinti  di  valori  finiti  e  non  tutti  nnllì  delle  x^-.x^:...  :x„_,  ;z, 
cbe  soddisfano  alle  (7)'.  In  questi  sistemi  di  valori  sar&  dunque  in 
generale  x„  diverso  da  zero.  Potrà  però  accadere  nei  casi  pani- 
colari  elle  io  uno  o  in  più  di  questi  sistemi  sì  abbia  x„=0.  Ciò 
si  dovr&  considerare  come  un  indizio  del  fatto  che,  in  tali  casi, 
uno  o  pili  degli  m,m,  .  .  .  ni„_,  sistemi  di  valori,  generalmente  fi- 
niti, delle  l  cbe  soddisfano  alle  (7),  si  compongono  di  valori  infl- 
nitamente  grandi  (cfr.  le  Note  del  §  S»,  Gap.  XIII). 

1118.  Quando  più  sistemi  di  valori  delle  n  variabili  si  sottopao- 
gono  alla  stessa  trasformazione  lineare,  tali  sistemi  si  dicono  c(^ 
gredienti  rispetto  alla  trasformazione  di  cai  ai  tratta.  A  questo  ri- 
guardo è  Importante  osservare  quanto  segue. 

St  mediante  una  siesèa  aoiiitazione  lineare 

X,  =  a,X',  +  ttjX'j  4- . . .  +  n„X'„ 
Xj  =  p,X',  t  pjX'j  +  . . .  +  ?„X'„ 


X„  -  l,X\  -f  X^'j  +  . . .  +  X„X'„ 

gli  n  sistemi  di  valori  delle  variabili:  x,  ,  x^ ,...,  x„  ;  Yi  >  y^  i— >  Jn  ì"'i 
z, ,  z, , ... ,  z„  ,  st  cambiano  rispettivamente  negli  n  sistemi  x', , 
x'j  ,|... ,  x'„  ;  y'j ,  y'j , ... ,  y'„  ; ...  ;  z',  ,  z'j  ,.„,  z'„,  sika  la  reiezione: 


X, 

s,  . 

■   ^n 

yi 

y,  • 

■."r'ì- 

'. 

',  ' 

-.1 

o, 

a,  . 

•     «B 

*'l 

x'» 

..  x'„ 

f, 

?. 

■?, 

y'i 

y'» 

■■  y'. 

J, 

1,  . 

■K 

z'i 

Z'j 

■•  *'„ 

Infatti,  eseguendo  il  prodotto  dei  due  determinanti  nel  secondo 
membro  colla  regola  del  prodotto  per  orizzontali  (art.  466),  si  ot- 
tiene evidentemente,  in  virtù  delle  ipotesi  fatte,  il  determinante 
scritto  nel  primo  membro. 
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1.  Le  formolo  (J)  dell'art.  UH  danoo  luo^o  ad  aaa.  importante  interpre 
tallone  geometrica  qnalnra  le  E,  .  E,  i  •  •  ■  i  En-i  bì  considerino  come  le  or 
dioarie  coordinate  di  un  punto  qualunque  P  di  uno  spasio  lineare  adn  — : 
dimensioni  e  le  ij,  ,  i],  ,  .  ■  •  ,  !)■— i  come  le  coordinate  di  an  ponto  P*,  cor 
rispondente  al  primo  in  un  altro  spazio  analogo.  In  tal  guisa  te  (1)  ci  rap 
presentano  la  cosi  detta  trasformazione  prò; eUt va  più  generale  dell'uni 
■patio  nell'altro. 

2.  Cosi,  per  n  =  2,  ai  ha  l' anica  forinola  : 


1  = 


p.«  +  Pi 


(A) 


ohe  ei  rappresenta  la  corriapondenui  projettiva  più  generale  ttt,  i  punti 
di  due  rette.  Tn  tal  naso  E  potrà  rappresentare  la  dìstania  di  un  ponto 
qualunque  P  della  prima  retta  da  un'origine  fissa  scelta  comunque  sulla 
retta  etessa  ni  ^  la  distanza  del  punto  corrispondente  F*  dell'  altra  retta 
da  un'altra  origine  fissa  sulla  medesima. 

La  ciirrispondenza  (A)  dipende  sostanzialmente  da  tre  soli  parametri, 
poiché,  dividendo  numeratore  e  denominatore  del  2*  membro  per  s,  ,  essa 
prende  la  forma  : 

Bi  dimostri  in  b«se  a  ciò  ohe  la  corrispondi 
ò  completamente  determinata  quando  si 
corrispondenti,  e  che  questa  si  possono  soegli 
punti  si  prendano  distinti. 

8.  Per  I»  =  8,  sì  hanno  le  formolo  : 


projettiva  tra.  due  ratte 
I  tre  coppie  di  ponti 
ad  arbitrio,  seraprecbA  i 


11 


^t^ijJiM 


ijE,  +  i,e,  +  À 


(B) 


che  ci  rappreaentano,  nel  modo  più  generale,  la  corrispon densa  projettiva 
fra  due  piani  II  e  II'.  Basta  considerare  le  E,  ,  E]  come  le  ordinarie  coor- 
dinate cartesiane  di  un  punto  qualunque  P  del  piano  II  ed  i),  ,  i],  come  le 
coordinate  cartesiane  del  punto  corrispondente  F'  in  II'.  Da  quanto  si  è 
notato  all'art.  1112  ee);ue  evidentemente  che  nttla  corriipondenia  projiUiva 
fra  i  àvt  piani  II  e  IT  arf  ogni  rttla  di  II  eorritpondtrà  una  retta  di  H',  ad 
ogni  costei  di  II  una  contea  di  IT  tee,,  t  rtciproeamente. 

Le  formole  (B)  dipendono  sostanzialmente  da  otto  parametri.  Si  dimo- 
stri come  la  corrispondenza  projettiva  fra  due  piani  sia  perfettamente  de- 
terminata quando  si  conoscono  quattro  coppie  di  punti  corrispondenti. 

Si  dimostri  che  le  forme  di  1'  specie  (punteggiate  o  fasci  di  rette)  con- 
tenute nei  due  piani  II  e  II'  si  corrispondono  projettivamente. 

Si  estendano  le  considerasioni  fatte  al  caso  di  n  =  8. 

4.  Se  alle  formolo  (B;  ai  sostituiscono  le  equivalenti: 


(B)' 
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ihIU  triittaBÌone  dol  problema  della  pcojettivìtà  piana  pr»ci- 
aamenta  quelli  steaai  vantagf^i  che  ai  hanno  in  fteneraJe  in  freometrìa  aaa- 
litica  quando  alla  ordinarie  cartesiane  sì  aostituiscono  le  atesae  coordi- 
nate  cartesiane  reae  omogmee. 

Cosi  7,  =  0  rappresenterà  l'equazione  della  rtUa  aJCinJltiilo  del  piano  II 
ed  !/,  =  CP  qtidlla  del  piano  IT'.  Si  deduca  per  mano  delle  (B')  l'equatiotie 
di  qnolla  retta  del  piano  II'  che  corriapoiide  alla  rett*  all'infinito  dtl 
plano  n. 

5.  Le  infinite  teme  di  vnlori  z,  :  x,  ;  x,  si  possono  rappresentare  geo- 
metrie* mente  coi  ponti  di  nn  piano  anche  in  nn  altro  modo  più  generale, 
fondato  aalla  considerazione  del  cosi  detto  triangolo  fondamentaie.  8e  d,  . 
dj  ,  if  eoQO  la  distanse,  misurate  colle  opportune  coDTennoni  di  segno,  di 
un  punto  qualunque  P  del  piano  dai  tre  lati  del  triangolo  fondamentale, 
ed  A,  .  &,  ,  A,  tre  numeri  costanti  diversi  da  lero,  che  cioè  restano  gli 
Bt«8si  qualunque  sia  il  punto  P,  ai  può  definire  come  terna  di  coordinate 
omogenee  del  punto  P  la  terna  ; 

Xj  :  Xj  :  iCj  =  ft,d,  :  A,£fj  :  Ajdj. 

i  chiaro  che  i  tre  lati  del  triangolo  fondamentale  hanno  per  equationi 
riap.  ìe,  =  0  ,  K,  =.  0  ,  a,  =  0. 

L'interpretaaione  geometrica  della  terna  di  valori  x,  :x:,  :x,  mediante  le 
ordinarie  coordinata  cartesiane  reso  omogenea,  si  pu6  dednrre  comt  tato 
parlieolare  to  meglio  ccima  un  caio  Unite)  da  quella  generala  ora  esposta: 
1°)  supponendo  che  due  lati  del  triangolo  fondamentale  siano  fra  loro  or- 
togonali ;  2")  prendendo  A,  ::^  1  ,  ^  :^  1  ed  A,  uguale  alla  reciproca  della 
distania  dal  punto  di  incontro  dai  detti  assi  ortogonali  dal  tr^rao  Iato  dal 
triangolo  fondamentale  ;  S")  supponendo  finalmente  che  il  terzo  lato  si  aU 
lontani  a  distanza  infinita.  In  tale  ipotesi  ai  avrk  infatti  per  ogni  punto 
P  del  piano  situato  a  distanza  finita;  limA,t{,  =  1  o  per  conacguenta  : 

a:,  :  Xj  :  iTg  =  d,  :  d,  :  1. 

6.  Si  dinioatri  che,  anche  interpretando  geometricamente  le  teme  di  va- 
lori I,  : X, : I,  ed  y\-y,'- y»  nel  modo  più  generale  aopra  indicato,  le  for- 
inole tB)  rappresenteranno  sempre  una  corriapondensa  proiettiva  fra  i  da« 

7.  Designando  in  qneeta  rappresentazione  più  generale  con  a,  P,  t  gl> 
angoli  del  triangolo  fondamentale  risp.  opposti  ai  lati  x,—Q  ,  j^=0  ,  3:,=0, 
ei  dimostri  che  l'equatione  della  rotta  all'infinito  del  piano  è  data  da: 


aemprechli  la  distanza  dj  ai  consideri  come  poaitiva  quando    il    punto    P 

ed  il  triangolo  fondamentale  giacciono  dalla  stessa  parte  del   lato   Xj=0. 

8.  In  conformità  di  quanto  si  6  già  osservato  nella  Nota  1*,  la  sostitii- 


!/„=  n„ia;,  +  a„ja;j  +  .  .  .  +  o„„3:„ 

si  può  interpretare  geometricamente  come  una  trasformazione  projettira 
dello  spazio  T,  :  X,  :...:  «a  nello  spazio  Vi  :  y,  :  ...  :  Jfa'  Supponendo  i  due 
spati  40vrappoiii  e  i  loro  punti  rappreaentati  collo  stesso  sistema  di  coor- 
dinate, È  chiaro  che  le  coordinate  X,  :s,  :  ...  .«■  dei  punti  uniti  (corriapon- 
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denti  m  eò  st«BSÌ)  dovranno  soddisfare  alle  condizioni  : 
px,  ^  o„a;,  +  a,jXj  +  .  . .  +  ai„x„ 

P«,=  ani^^i  +  «™ì'c,+  . . .  +  a„„x„ 
per  un  certo  valore  opportuno  di  p  ;  oisift  klle  aqaazioiu  : 
{fl„  —  p)a:,  +  a„a!g  +  . . .  +  a,„a:„  =  0 

"«""l  +  (f^iS  "  P)"'!  +  •  ■  ■  +  Og„X„  =  0 


(a) 


««li"!  +  <*n»''=l+  ■  ■  ■  +  (f»»» 

1  poHODO  ooeaiBtere  (art.  4SI)  si 


-  P)«n  =  0 

=  0, 


£  questa  un'aquazione  di  Kf^do  n  rispetto  a  p,  la  qnate  non  potrebbe 
essere  soddisfatta  identica  meo  te,  poiché,  su  fossero  nulli  tutti  i  suoi  coef- 
ficienti, dovrebbe  in  particolare  essere  nullo  il  termine  indipendente  da  p, 
cioè  il  determinante  dolla  sostituzione  lineare  proposta.  Dunque  «ti'ifono 
tempre,  anche  nei  caii  particolari,  n  e  tollanlo  a  calori  di  p  ehe  iodditfa»o 
al  probìrma. 

Per  ogni  siffatto  valore  di  p  il  sistema  (a)  darà  (art.  4S5)  un  unico  sistema 
di  valori  di  x^■,x,^.  ...  :  x„  semprecbù  ta  caratteristica  (art.  488)  della  ma- 
trice (£)  non  riesca  inferiore  ad  n— 1  ;  cioè:  la  trai/ormaxiont  projtltiva 
dello  ipaxio  x,  :  x,  :  ...  :  z^  in  tè  tietto  ammelte  in  genrralt  n  punii  vaiti. 

9.  Può  accadete  però,  nei  casi  particolari,  cbo  per  uno  stesso  valore 
di  p  si  abbiano  infiniti  punti  uniti  x,  :  x,  :  ...  :  x».  Consideriamo,  ad  uaem- 
pio,  la  trasformai  ione  projettiva  piana,  cioè  la  sostituiione  : 

y^  =  a,i3:,  +  a,ja:g  +  a^^x^ 

Vt  =  «^iii^i  +  "«^j  +  «is^ia  (e) 

Qualora  sia  possibile  detenninare  un  valore  di  p  per  il  qnale  non   so- 


w 


mft  Biano  altresì  nulli  tutti  i  determinanti  di  second'ordine  contenuti  nel 
determinante  (d),  e  soltanto  allora,  corri sponderannu  a  qnesto  valore  di  p 
infiniti  valori  di  jr,  ;  x,  ;  ...  :  x„  ;  poiché  allora  (art.  444)  due  delle  tre  eqna- 


{a„  —  p)a:,  +  a,^j  +  a,j!Cj  =  0 

«siS^i  +  "ss"'»  +  («ss  -  P)'Ca  =  0 
-  Iititunoni  di  analiti  algebrica,  S.*  udii. 
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a  ;  cosicché,  affi  oche 

(a„  —  f)a^  +  ai,,Xf  *-  Oi^x^  =  0.  {f) 

In  questo  caso,  che  costitaiano  1k  cosi  detta  otnolojia,  hoco  duoqne  punti 
uniti  tutti  gli  infiniti  panti  della  linea  ratta  (/},  che  prende  il  nome  di 
aMte  di  omologia. 

Il  valore  di  p  che  corrisponde  a  questi  infiniti  pnnti  sarà  radice  doppia 
dell'equazione  (J),  poiché,  per  I' ìpotei<i  fatta  circa  i  determinanti  di  ae- 
cond'ordine  contenuti  in  (d),  è  chiaro  che  per  questo  valore  p  si  annullerà 
anche  la  prima  derivata  dell'equazione  (fi),  cioè: 

I^M-P       «iS  I  +  I    «ii-P      «is         I  +  j   «Ii-P      Cu        1=0. 

I   ij!  «M-P  I       i   «a.  «3J-P  1       1   "n  «M-P  l 

Se  questa  radice  è  soltanto  doppia  e  non  tripla,  esisterà  poi  un  altio 
valore  di  p,  diverso  dal  precedente,  che  soddisfa  la  (j>.  Fer  questo  secondo 
valore  di  p,  non  potendo  più  essere  nulli  tutti  i  minori  di  second 'ordino 
del  determinante  (d),  giacché  altrimenti  esso  coinciderebbe  col  precedeuta, 
il  sistema  di  equazioni  (e)  darà  una  sola  soluzione  x,  -.r^-.x,,  cioè  un  al- 
tro solo  punto  unito  (eentro  di  omotogia). 

10.  Lasceremo  come  esercìzio  al  lettore  di  trovare  lo  condizioni  necesaarie 
e  sufficienti  cui  debbono  soddiafari^  i  coefficienti  a^i  affinchè  la  sostite- 
lione  (cj  rappresenti  nn'onolajia,  eliminando  l'incognita  p  tra  le  equazioni: 

I  "li  "i3  1  =  0  >     I  «11  -  P    a,3   I  =^  0 , . . . 


e  di  determinare,  mediante  la  risolaaiono  di  un'equazione  di  1°  Krado,  le 
coordinate  del  centro  di  omoloffia. 

Besterebbe  il  caso,  ancor  più  particolare,  in  cui  la  matrice  (i)  ave«M 
per  caratteristica  0. 

In  tal  calo  però,  dovendosi  avere  : 

Oy  =  0     per     t  2  ;  ,  a,,  =  agi  =  Oj,  =  p  , 
la  BOitìtuiione  (e)  si  ridurrebbe  ad  ; 

yi  =  ('^ì     ,     y.-px,     ,     j'a  =  pa:s. 

cioè  tntti  i  punti  del  piano  sarebbero  punti  uniti. 

11.  Bi  applichi  lo  stesso  metodo  ora  adottato  allo  studio  dei  oaai  par- 
ticolari che  ai  possono  presentare  par  i  pnnti  uniti  della  trasformazione 
projettiva  dello  spazio  X|■.x,:Xf:x^  in  sé  stesso. 

12.  Bi  dimostri  che  se,  in  una  forma  algebrica  data,  i  coefficienti  delle 
pili  alte  potenze  della  variabili  non  sono  tutti  diversi  da  zero,  si  può 
sempre  trasformare  linearmente  la  forma  data  in  un'altra  che  abbia  V^' 
coefficienti  tntti  diversi  da  zero. 
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1119.  Sia  data  la  sostitazìone  lineare: 

,■■•, ;  » 

Indicando  al  solito  con  A^  1'  aggiunto  di  a^  nel  determinante 
i  =2;  ±  anOj, .    .  a„„ ,  e  ponendo  per  brevità  : 

»„  =  ^,  (1) 

le  forinole  (I)  risolate  (art.  426)  rispetto   alle  x\  ,  .  .  .,vc!„  pren- 
dono la  fonna  equivalente  : 

a:',  =  a,ia:,  +  a„a:,  +  .  .  .  +  0„,a!,  j 

Se  nelle  relazioni  equivalenti  (I)  ed  (I)'  si  scambia  dappertutto 
rty-  con  Of,-  ed  x'(  con  X;  per  tutti  ì  valori  di  i  ed  j,  si  ottengono 
le  sostituzioni  : 

x\  =  «1,2;,  +  «tja;]  ■<■...+  a„ia;„  \ 


(II)' 


a^n  =  Oi„Xi  +  ag„a:j  +  . .  .  +  a^a:„  ) 
a:,  =  «,,a;',  +  a^r*'',  +  .  .  .  +  «,„«'„ 


a;„  =  a„,ir',  +  a„^'s  +  .  .  .  +  a.^x'^  ) 
le  quali,  come  è  chiaro,  saranno  del  pari  fra  loro  equivalenti. 

1120.  Ciò  posto,  la  sostituzione  lineare  (II),  t  cai  coefflcieoti  si 
deducono  da  quelli  di  (1)  mediante  le  (1),  si  dice  controgredìenle 
alla  {!).  E  se,  dati  due  siatemi  dì  valori  delle  n  variabili,  uno  di 
essi  si  trasformi  mediante  la  (1)  e  l'altro  si  trasformi  invece  me- 
diante la  (II),  si  dirà  che  essi  sono  due  statemi  (o  serie  di  varia- 
bili) controgredienti. 

Poiché  in  luogo  della  sostituzione  (II)  si  pn6  anche  prendere 
la  equivalente  (II)',  si  vede  ciie  la  sostituzione  conlrogrediente 
ad  (I)  ai  può  anche  ottenere  facendo  ruotare  nella  (I)  la  matrice 
dei  coefficienti  di  160>  intorno  alla  diagonale  principale  e  ecam- 
blando  al  tempo  stesso  le  x  colle  %'. 

1121.  Se  questa  stessa  regola  si  applica  alla  (II),  è  chiaro  che, 
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come  sostituzione  coDtro|!:rediente  alla  (II)  bì  trova  la  (ly.Hftqse- 
st'altima  è  eqniv&lenle  alla  (I),  Quindi  come  la  (II)  è  eontrogré- 
diente  delta  (1),  coA  la  (Ij  è  la  coitlrogrediente  della  (II). 

1122.  Teoreua.  —  Se  due  siitemi  controgredienti  x,  ,Xj,...,x, 
ed  u.  ,  ti| ,...,  n,  si  traiformano  riipettivamente  in  x\  ,  x', ,,_,  x', 
ed  a \  ,  n'g  ,...,  n'„ ,  ri  ha  la  reiasione  : 

>,n,+x,n,+  ...  +x„n„=x',n'i+x'jn',+  ...  +x'„nV  (2) 

Si  banno  infatti,  per  il  supposto,  le  relazioni  ; 

a:^=a,ia!'j4a,^',+  ...  4ai„ic'„  ,  M,=o,,«',tOit«'»+  ...  +«!„«'„ 

x„=a„j3^j-ia^fx'^+ ...  +a^^x'„  ,  w„=a„|U',+«„jit'j+.,.4-a„,u', 
dalle  quali  bì  dedace  : 

x,u,i-XjUi+  ...  +x„n„= 

2{«ii«i(+''ti««+-+«„ian(>»!'*w'j+2](a,iau--(-...+o„,a^)a:>^, 

cioè  appnnto  la  (2),  poiché  : 

(ina,,+ajjO,i4...+n„ia„(=l     ,    «ii-'>i;+aj(Oy+."+a„.«„j=0. 

1123.  Se  in  una  forma  lineare  w,a;i+«ga'j+  ...  +w„a;„  si  fa  la  so- 
Btitnzioue  (I),  si  trova,  ordinando  il  risaltalo  rispetto  alle  nuove 
variabìU  x\  ,x\  ,  .  .  .  ,  x'„  : 

M,a:,  +  tt,a;,  +  . . .  +  u„x^  =  u\x\  +  u'^\  +  . . .  +  «'„a^„ , 
dove  : 

u'i  =  a,,u,  +  a,,«j  +  .  . .  +  a„{a^ 


"  B  =  ""in"!  +  <^Sn'**  +  •  ■  ■  +  0„„H„  , 

cosicché  il  legame  fVa  i  priroilivi  coefficienti  u,  ,  . ,  . ,  u^  e  i  coef- 
ficienti trasformati  n',  , . .  . ,  u'„  può  essere  espresso  dalla  sosti- 
tuzione (II)',  i|uando  in  luogo  delle  x  si  pongano  le  u  e  in  luof^o 
delle  x'  le  «'. 

Dunque:  se  vna  forma  lineare  ri  trasforma  mediante  una  io- 
stituzione  lineare  delle  variabili,  i  coefflcienti  della  forma  trasfor- 
mata si  deducono  da  quelli  della  primittoa  mediante  la  sostitu- 
zione lineare  controgrediente  a  quella  eseguita  sulle  variabili  pfi- 
mitive. 

Vot*  «d  BmroizL 

1.  Fra  le  soatituzioni  lineari  hanno  una  Epeciale  importane*  quelle  eh* 
godono  della  proprietà  di  essere  contro  predienti  a  aé  stesse.  Queste  «i- 
Btituzioni  lineari  coincidono  colle  coijl  dette  sostituiioni  m-lo^no^',  <li  <^u> 
kd  oocnparci  fra  poco  (S  4"). 
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2.  Sì  poD^a  mente  a  non  confonilere  1»  soetitasione  controgrediente 
alla  (I),  che  è  espresaa  dalle  (II),  colla  sostitnduoe  invtria  della  <I)  cbe 
b  espressa  inrece  dalle  : 

Xl  =  O^x',  +  «iiSe'j  +  .  .  .   +  Oni»'» 

(HI) 

a:„=  C4„a:',  +  «,„x'j+  . .  ,  +  a„„x'„ 
e  dalle  formole  equivalenti  : 

x',  =  a,,a;,  +  a,,x.  +  . .  .  +  ni„x„ 


a  Hi  dice  inneria  della  (1),  perchè,  se  dopo  aver  osa^aita  la  (I)  si   eBe;{na 
la  (III),  tutte  le  variabili  ripigliano  il  loro  primitivo  valore. 

8.  Essendo  S  una  Bostituzione  lineare  qualunque,  si  dimostri  cbe  rin- 
furia dilla  controgrediaUa  di  8  coincide  eolla  conlrogrediente  deli'iinierio  dì  S. 

§  3.0--  TrAiformaalone  lineare  di  nna  forma  quadratica. 
Liegrge  d' Inenia. 

1134.  Una  forma  qnadr&tìca  f{x^  ,  x,  , ...  ,  x„),  cioè  una  fanzioue 
intera  ed  omogenea  del  secondo  grado,  delle  n  variabili  x, ,...,  x„  , 
si  rappresenta  spesso  con  : 

ai,x,*+o^j'-f- ...  -fa„„x„'-|-2o,^,Xj-l-2a,jX,Xa+  ... , 

cosicché  81  può  anche  Bcrlvere  più  brevemente  : 


/(x, ,  Xj , .  .  . ,  x„)  =2]  ^'^u'^.^J  . 


convenendosi  di  ritenere  a^j  =  oj(. 

1125.  È  importante,  per  cl6  che  segne,  di  notare  che  te  i  coef- 
ficienti a,,  ,  aj2  ,  ...  ,  a„„ ,  dei  quadrati  delle  variabili,  wno  tutti 
od  in  parte  nulli,  li  pub  sempre,  mediante  un'opportuna  sostitu- 
zione lineare,  trasformare  la  forma  quadratica  in  un'altra,  per 
la  quale  essi  siano  invece  tutti  diversi  da  zero. 

Inflitti,  se  nella  forma  quadratica  /(x,  ,  x, ,  ...  ,  x„)  si  esegna  lit 
sosiitoziune  lineare  : 

X,  ~  «ix',  +  P,x',  +  . .  ,  +  X,x'„ 


x„=  a„x',  +  p„x',  +  .  . .  +  X„x'„  , 

sì  trovano  risp.,  come  coefBcienti  di  x'j' ,  x',* ,  ...  ,  x'„* ,  le  quan- 
tilA: 

rto,  ,  a, , ...  .  a„)  ,  AP,  ,  h  ,  -  .  P„)  ,  -  .  ah  ,  1, ,  -  ,  U 

U.g,l,zo.oyGoO'^lc 


—  870  — 

Se  ora,  per  ogni  sistema  di  valori  delle  a,  ^,...,ì,  almeno 
una  di  queste  quantità  n'uBcisse  aguale  a  zerc,  b  chiaro  che  al- 
meno una  di  esse,  p.  es,  la  /'(oj  ,  a^  , ... ,  o„),  dovrebbe  annullarsi 
identicamente  (cfr.  Cap.  VI,  §  l.")  per  gl'infiniti  sistemi  di  valori 
delle  a,  ,  sig  , ... ,  a„.  La  forma  quadratica  (1)  dovrebbe  qatudì  es- 
sere identicamente  nulla,  cioè  essere  nulli  tutti  i  suol  coefficienti 


1126.  Teorema.  —  Ogni  forma  quadratica  ccn  n  variabili  è  iden- 
ticamente uguale  alla  somma  dei  quadrati  di  k  forme  lineari 
(k  <  n),  fra  loro  linearmente  indipendenti,  composte  colle  atesse  va- 
riabili. 

Sia  infatti  V(3:,  ,  a;, ,  ... ,  a;,,)  la  data  funzione  omogenea  e  di  se- 
condo grado  delle  n  variabili  x,  ,  x, ,  ...  ,  ic„. 

Cambiando,  ove  occorra,  le  a;,  , ...  ,  a;,,  ìn  altre  nuove  variabili 
Vi  iVi }  ■■■  t  Vh  mediante  un'opportuna  sostituzione  lineare,  potremo 
ritenere  (art.  11251  che  il  coeEBuiente  di  y,*  sia  diverso  da  zero, 
cosicché  la  V,  ordinata  secondo  le  potenze  di  y, ,  sarà  della  forma: 

V  =  Vy*  +  2Qy,  +  R 

dove  P  k  una  costante  diversa  da  zero,  Q  una  funzione  lineare 
omogenea  ed  K  una  funzione  omogenea  del  secondo  grado  delle 
rimanenti  variabili  ^1,^31  —  ,  y„-  Si  potrà  quindi  scrivere  iden- 
ticamente : 

cioè  : 

V  =  [T(y,  ,  ffì ,  ... ,  y„)J'  +  W(y,  ,  y» ,  ...  ,  y,)  , 

dove  9  è  una  semplice  forma  lineare  e  W  è  una  forma  quadra- 
tica che  contiene  soltanto  le  y,  ■  ys  ,  ...  ,  y„. 

Qualora  i  cocfBcicnti  di  y,* ,  y,* , ...  ,  y„*  nella  W  riescano  tatti 
eguali  a  zero,  si  eseguirà  un'  ulteriore  sostituzione  lineare  delle 
Vi  .  y»  (  —  j  y„  in  altre  variabili  £,  ,  e, ,  ... ,  2„  ,  ponendo  yj  =  «i  e 
trasformando  le  y^  ,  yj , ... ,  y,  nelle  z»  ,  2g  ,  ... ,  z„  in  modo  che, 
faita  la  sostituzione  in  W,  il  coefilcientc  di  z^  riesca  diverso  da 
zero.  SI  otterrà  cosi  per  V  un'espressione  della  forma  : 

V  =  \Ì/{Z,  ,  2,  ,  .  .  .  ,  Z„)Y  -^  V,(2,  ,  Z,  ,  .  .  .  ,  2,) 

dove  4*  ^  una  forma  lineare  col  coefficiente  dì  2,  diverso  da  zero, 
e  V,  una  forma  quadratica  in  cui  è  diverso  da  zero  il  coefficienie 
di  z,'  ;  cosicché  ai  potrà  poi  scrivere,  come  si  é  fatto  sopra  por  V, 

v,(^, ,  ' 2.)  =  W», , ., , ... ,  OJ" .+  v,(«, ,  ', , ... ,  «.). 

Si  ha  cosi: 

e  anche  qui  si  potrà  ritenere  che  il  coefficiente  di  z^  ìd  V^  sÌs 
diverso  da  zero;  poiché  in  caso  contrario  basterà  porre  z,  =*', , 
e,  =  2'j,  e  completare  la  sosiituzione  mediante  un'opportuna  so- 
stituzione lineare  delle  z,  , ... ,  z„  nelle  2',  , ... ,  z'„. 
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Cosi  procedendo  bì  giuugerà  evidentemente  ad   no'  espi 
della  forma: 

VCxj  ,  se,  ,  ... ,  a!„)-(a,X|+a,X,-Ha3S,-f-  ...  +a„X„)» 

+(frAfi,X,+  ...  +ò,X„)*+{c,X3f  ...  +c„X„f 


-(-(rf»X»+di.,X»^,t.  ...  +d„XJ» 

in  coi  ì  k  coefficienti  a,  ,  \  ,  e, , ...  ,  d,,  ,  (kZ^)  sono  tatti  diversi 
da  zero  e  in  cni  le  variabili  X,  ,  ... ,  X„  sono  legate  alle  a;, ,,..,  x„ 
da  una  BOstituzione  lineare  che  è  la  risaltante  (cfr.  art.  473)  di 
tatie  le  successive  soetitazionì  esegnite  nel  processo  di  calcolo  da 
ooi  indicato. 

Rimettendo  in  luogo  delle  X,  ,  ...  ,  X„  le  loro  espressioni  nelle 
Ki  , ...  ,  x„  ,  verrà  : 

n,X,  +  OjX,  + +  a„X„  =  9i(a:,  ,  a:, ,  ... ,  x„) 

&,X,  + +  6„X,  =  7,(a:j  ,  x,  ,  ...  ,  x„) 


rf^Xfc  +  ...  +  d„X„  =  =»(a:,  ,  x^  ,  ...  ,  xj  , 

essendo   le    7,  , ... ,  9,^    delle    forme    lineari  fra  loro  indipendenti 
(art,  448);  poicliè  la  caratteristica  della  matrice: 


6, 


0      0    0    d»    .  .  .     d, 

è  evidentemente  aguale  a  fc  (cfr.  art.  443  e  448). 
Abbiamo  cosi  raggiunta  1'  espressione  ; 

V(x,  ,...,  ic„)=[9,Cit, ,...,  xJ]M  [7,(x,  ,...,  a:„)]»4-...+[?,(a:,  ,...^J]* 

che  è  precisamente  della  forma  enunciata  nel  teorema. 
1127.  Se  poniamo,  come  all'art.  1124, 


v(»,  ,«,,...,»..)= j£»„. 


si  avrà,  per  ogni  forma  quadratica  V,  una   matrice   quadrata   di 
coefficienti  : 


clic  si  chiamerà  la  matrice  della  forma  V. 
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La  caratteristica  della  matrice  (2)  coincide  coi  numero  k  (ft^n  ) 
del  teorema  testò  dimostrato  (vedi  la  dimostrazione  nelle  NoteJ. 
Qui  ci  occuperemo  soltanto  del  suo  determinante  : 

4=5±a„«„...a„„  (3) 

che  si  chiama  il  dUcriminante  della  forma  V. 

1128.  Se  la  forma  quadratica  (l)  sia  stata  rappresentata  come 
la  summa  di  n  quadrati  : 

V=(c„3:,+c,^,+  ...+Cj„a!„)»+...+(c„,Xi+c„,a,+...+c„„a:J*,      (4) 

si  avrà  pel  coeflaciente  Oy  1'  espresBione  : 

oy  =  «^li^u  +  c»i<=M  +  ■  ■  ■  +  c„,-c„, ,  (5) 

d'  onde  se^ue  immediatamente  (art.  466)  : 


■  cg« 


1129.  Affinchè  una  forma  quadratica  con  n  variitòiU  si  posta 
esprimere  come  somma  di  k  quadrati  di  forme  lineari  ,  essendo 
k  <  n,  È  necessario  e  sufflciente  che  sia  nullo  il  suo  discriminante. 

Infiitii,  se  lii  forma  quadraiicn  V  si  può  esprimere  come  noa 
somma  di  quadrati,  il  cui  iiainero  sia  inferiore  ad  n,  si  potrà  nel- 
l'espressione (4)  ritenere  c„i  =  c„)  = —  =  c„„  =  0;  e  alloru  la  (3)' 
ci  d&  evidentemente  1  =  0. 

Supponiamo  reciprocamente  che  sia  A  =  0.  La  (3)'  ci  dice  cUo 
sarà  anche  : 

2  ^  '^u^si  •  •  •  ^nn  ~  ^  > 
dignisacbè  le  n  forme  lineari  : 

e^iXi-^Ci^t-^- ...  +Ci„a:„  , ... ,  c„,a:,+c,^j+  ...  +-c^a:„ 

saranno  (art.  443)  fra  loro  dipendenti.  Non  è  dnoqae  possìbile,  se 
1  =  0;  di  esprimere  V  come  somma  di  n  quadrati  di  forme  lineari 
Indipendenti;  cpperò  l'espressione  corrispondente  al  teorema  del- 
l'art. 1126  sì  comporrà  necessariamente  di  un  numero  di  quadrati 
inferiore  ad  n. 

USO.  A  complemento  di  quanto  si  è  dimostrato  all'art.  112fi  si 
consideri  il  caso  in  cui  la  forma  quadratica  V(x,  ,  a,  , ... ,  a:„)  ab- 
bia i  suoi  coefficienti  tutti  reali.  Uno  qualunque  dei  quadrati , 
nella  cui  somma  si  è  decomposta,  avrà  la  forma: 

essendo  Q^  una  funzione  lineare  a  coefficienti  reali  delle  z^  , 
Z|.a , ... ,  2   ,  e  Pi  una  costante  reale  diversa  da  zero. 
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Se  P(  è  un  numero  positivo,  sarà  dnnqne  (6)  il  quadrato  di  nna 
funzione  lineare  a  coefHcienli  reali.  Se  invece  P,  è  negativo,  bì 
potrà  scrivere  : 

onde  (6)  sarà  in  tal  caso  il  quadrato  di  una   funzione   lineare   a 
coefflcfenti  reali  preso  col  segno  negativo. 
Si  jjotrà  dunque  porre,  quando  V  ha  i  coefficienti  reali  : 

V(x,  ,  ... ,  x„)=X,»+X,»+  ...  +X/-Y,»-Y,«-  ...  -Y^»,        (7) 

estendo  le  X  e  te  Y  funzioni  lineari,  fra  loro  indipendenti  e  a 
coefficienti  reali,  delle  x,  ,  ...  ,  s„  ,  ed  avendosi  in  ogni  caso  i+li<n. 

1131.  La  rappresentazione  di  una  data  funzione  Y  sotto  la  for> 
ma  (7)  bì  potrà  fare  in  molti  modi  diversi,  come  già  apparisce 
dalla  Etessa  dimostrazione  dell' art.  1126.  Però,  comunque  si  varii 
la  decomposizione  in  quadrati,  i  due  numeri  i  ed  h  reitano  sem- 
pre gli  stessi.  Questo  importante  teorema,  conosciuto  sotto  il  nome 
di  legge  d' inerzia  delle  forme  quadratiche,  è  stato  da  Jacobi  di- 
mostrato nel  seguente  modo. 

Siano  : 

V  =  X,«  +  X,»  +  ...  +  Xj*  -  Y,»  -  Tj»  -  ...  -  Yh* 
e 

V  =  U,»  +  U,»  +  ...  +  U/  -  H,»  -  Hj«  -  ...  -  H»* 

due  diverse  rappresentazioni  delta  stessa  forma  quadratica  V.  Si 
avrà  identicamente: 

X,»+...+Xj*+HiH...+Hi»=Ut»+...+U/+Y,«+...fY^».  (8) 

Di  qa)  segne  che  tutti  i  sistemi  di  valori  reali  delle  variabili 
x, ,  Xj  ,  ... ,  x„  che  soddisfano  alle  i+k  equazioni  lineari  : 

X,  =  0  , ... ,  X(  =  0  ,  H,  =  0  ,  ... ,  Hj  =  0 ,  (9) 

Boddisferanno  anche  alle  equazioni  : 

.U,  =  0  ,  ... ,  Uj  =  0  ,  Y,  =  0  , ... ,  Yft  =  0  (10) 

e  reciprocamente  ;  pi>ichè  dalle  (9)  segue  in  virtù  dell'identità  (8) 

U,«  +  ...  +  U/  +  Y.»  +  ...  +  Y«»  =  0 

ed  una  somma  di  quadrati  di  quantità  reali,  e  quindi  di  parti  tutte 
positive,  non  potrebbe  essere  nulla  senza  che  lo  fossero  tutte  le 
singole  parti. 

Ciò  posto,  supponiamo,  se  è  possibile,  che  si  avesse  p.  es.  j>i. 
Poiché  il  sistema  <9)  ha  per  conseguenza  necessaria  il  sistema  (IO), 
esso  avrà  altresì  per  conseguenza  necessaria  il  sistema  : 

U,  =0,.,.  ,Uj  =  0,H, -0,...  ,Hi  =  0  (11) 

Capklli.  — /«(('fuiioni  <ti  analUi   algebrica,  U.*   udii.  Hi 


KwGooi^lc 


-  874  - 

di  cui  le  prime  ./  equazioni  fanoo  parte  del  sistema  (10)  e  le  altre 
apparteng^ono  atlo  stesso  sistema  (9).  II  sistema  (11),  che  si  com- 
pone di  j+k  equazioni  fra  loro  indipendenti  (art.  448),  è  danqne 
conseguenza  necessaria  delle  t+fc  equazioni  (9l.  Dev'essere  duo- 
qoe  (art.  452):  j+i^i  t-k,  cioè  j<i,  contiariamonte  airipoiesi  fatta. 
Assolutamente  allo  scesso  modo  si  dimostrerebbe  cbe  £<fted 
h^k,  d'onde  h  =  k. 

Vota  «d  Esaroixl. 

1.  Eiprimeie  sotto  forma  dì  una  somma  dì  quadrati  le  famiont  dì  tn 

xy  +  J/Z  i^  zx  ,  xy  +  2yz  +  izx , 

2.  Dimoatrare,  modìanta  l'art.  112!),  che  affinchè  la  conica  rappreaentati 
dall'  eqaaxione  : 

ai  apezBÌ  in  due  rette,  è  nacoasario  e  Hufficiente  che  ai  annulli  il  diieri- 
minante  del  primo  membro. 

3.  Eittndo  (art.  1126),  per  k^n  : 

I—Il  f.n 
J-1   1-1 

9i  =  «JiX,  +  7jjX(  +  ...  +  a,„x„ 

totiù  k  forme  lineari  indiptndtnlì,  U  numero  k    i    ugiutU   alla   taratteritlìet 
dtUa  matrice  di  T. 

Invero,   ae  ai   deriva  la  (1)  ancceasivamente  rispetto  a  e 
X,  , . .  ,  z„ ,  e  ai  divide  per  '2,  ai  ottenKooo  le  identitA  ; 

Oi,x,+a,^,+  ...  +Oi,a;„=«ii?,+«j,(p,+  ...  +«»,?» 


dalle  quali  appare  che  le  «  forme  lineari  ;  ^ 

V,  =  a,-,a:,  +  a„Xj  +  ...  +  n(„a:„  ,i=l,  2,  ■•■  r  ■ 

si  esprìmono  come  oombinaaioni  lineari  di  aole  k  variabili  indìpeadaDti , 
cioè  delle  f ,  ,  r,  ,  ...  ,  7JI  ;  cosicchò  la  caratteri  etica  del  loro  eivlems,  àoi 
appunto  la  caratteristiOB  di  V,  deve  coincidere  colla  caratteristica  dsUt 


cbo  ù  appunto  ugnale  n  it  ppr  la  prosupposta  indipendenia  delle  j,  .fj ?i- 

4,  Sa  la  carntt eristica  di  una  forma  quadratica  V(x,  ,  ...  ,  x„)  é   nso*'* 
a  ib  e  it  <  »,  si  pu6  diro  che  la  forma  V  dipende  eiitntialmenle  da  soie  * 
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variabili.  Segue  infatti  dal  teorema  delta  nota  precedent«  ohe  fc  è  il  mi- 
nimo numero  di  variabili  da  cui  ei  può  far  dipendere  T  mediante  un'op- 
portuna sostituiione  lineare  delle  x,  ,  ...  ,  z„. 

5.  È  astai  ioterestanie  l'inlerpreta&ione  geometrioa  del  valore  della  ca- 
ratteriitira  di  "Vi^i  ■  3^  >  3-,  ,  x,)  in  rapporto  alia  snperfloie  del  second'or- 
dine  definita  dall'  equaiione  '. 

V(x, ,  ir» ,  a, ,  !cj  =  0  (2) 

in  cui  z,  :  I-,  :  l'i  :  x^  rappresentano  le  ordÌDarie  coordinate  omogenee  di  un 
punto  dello  spazio. 

a)  Affinchè  la  luptrfieie  (2)  <i»g«ntri  tu  due  pioni  coineidtiUi,  i  neceiiario 
t  lufficitnta  che  tia  ìi  —  1. 

Infatti  ,  dire  che  la  superficie  |2)  degenera  in  due  piani  coincidenti , 
equivale  a  dire  clie  la  V  è  un  quadrato  esatto,  e  reciprocamente. 

b)  Affinchè  la  luptrficie  ('2>  ti  riduca  a  due  piani  fra  loro  ditUnli,  i  ne- 
ettiario  a  tvffieitnle  che  tia  k  =  V. 

Infatti,  se  la  superficie  (2)  si  riduce  a  due  piani  diitinti,  si  avrà  iden- 
ticamente V  =  u.E,  essendo  u  e  e  dne  forme  lineari  indipendenti.  SÌ  potrà 
dunque  porre  identicamente  : 

*V- [9,1' -[?.!'  (6) 

E  le  <i 

u  +  v  =  \(u-  v), 
se  ne  dedurrebbe  : 

(1  -l)u  +  {l  +  ì.)v  =  0, 

cosicché  le  u  e  o  non  sai'ebbero  indipendenti,  contro  il  supposto.  Si  ha 
dunque  it  =:  2. 

Beciprocamente,  se  J:  =  2,  i 
f,  e  <p,  indipendenti;  unde  a 

<V  =  (?,  +  5,K?,-f,), 

cioè  lo  spezzamento  della  superficie  in  i 
e)  Affinchè  la  tuperScie  (2)  degeneri  i 
di  due  piani,  è  ntctitario  e  lufficientt  che  tia  k  =  8. 
Invero,  per  k=.S,  l'equazione  (2)  prende  la  fonnft: 

[»,)'  + W  +  W  =  0  (3) 

dalla  quale  appare  facilmente  che,  se  P  è  il  punto  comune  ai  tre  piani 
f ,  =:  0  ,  f,  =  0  ,  9,  =  0  e  Q  un  punto  qualunque  della  (8),  ogni  altro  punto 
della  retta  OQ  starà  del  pari  sulla  (S).  La  (8)  rappresenta  dunqne  un  luogo 

Reciprocamente,  se  la  (2)  rappresenta  nu  cono,  non  è  possibile  ohe  sia 
it  =  4,  cioè  non  i  possibile  dare  alla  (2)  la  furma  : 

[?,l'  +  W  +  M'  +  t9.1'  =  0  (4) 

essendo  le  ^  fra  loro  indipendenti.  Infatti,  se  A,  ,  A,  ,  A,  ,  A^  siano  i  va- 
lori che  assumono  risp.  le  f  quando  si  sostituiscano  in  esse  le  coordinate 
del  vertice  del  cono,  un  punto  qualunque  del  cono  non  solamente  dovrà 
soddisfare  alla  1,4),  ma  anche  all'aquaiione  : 

[A,  +  5,)<  +  (A,  +  (,!■  +  [A,  +  ,,11  +  lA.  +  ,,]'  =  0,  (6) 

poiché,  sommando  ordinatamente  le  sue  coordinate  eoa  qnelle  del  vertice, 
si  dovranno  avere  la  coordinate  di  un  altro  punto  del  cono.  Dovrà  quindi 
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soddisfare  altresì  «ll'eqaaiione  di  1°  grkdo  : 

A,(pi  +  A,?,  +  Ajìs  +  A,^^  ^  0 

il  che  è  in  con traddii ione  coll'ipoteei  ohe  il  cono  non  degeneri  in  pimi, 
m  meno  che  sia 

A,  =  0  ,  A(  =  0  ,  Aj  =  0  ,  A^  =  0. 

Hft  aaohe  ci6  è  impossibile  (art.  431),  essendo  diverso  da  zero  il  detcxmi- 
naate  delle  9,  che  si  sono  supposte  indipendenti. 

§  4."  —  Soitltazlonl  ortogoDall. 

1132.  Una  sostiiazione  lineare: 


si  dice  ortogonale  quando  in  virtù  di  essa  si  ha  fra  le  variabili 
primitive  e  le  trasformate  la  relazione  : 

«i*  +  ij"  +  .  . .  +  a;,»  =  y,»  +  y,*  +  .  .  .  4-  ff„*.  {2) 

Le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  nfBnchè  la  (1)  sia  ortogo- 
nale, si  ottengono  dnnqae  sostituendo  in  (2),  in  luogo  delle  x,  k 
loro  espressioni  (11,  ed  nguagliando  quindi  (art.  4841  i  coefflcientì 
delle  stesse  potenze  f/(*  e  degli  stessi  prodotti  KìJ/j  nei  due  membri 
delle  (2).  Sì  trovano  cosi  i  due  sistemi  di  condizioni  : 

*»nO,»+ci,ja,ii+  ...  +a„,a„^-0,        per  isk,  (3) 

aiia,i-fa„aj,+  ...  +a„,a„,=l,        per  t=l,  2,...,tt.         (3)' 

1133.  Da  queste  relazioni  segue  facilmente  che  i7  quadrato  dà 
modulo  di  una  sostituzione  ortogonale  è  uguale  all'unità. 

Eseguendo  infatti  questo  quadrato  colla  regola  del  prodotto  pe^ 
verticali,  sì  ottiene  : 

[1     0  ...  0    1 

0    1  ...  0    I  _  ,  ,,, 


i  n„,    a„, .  .  .  a„„  I       I  0    0  ...  1     [ 

1134.  Uolttplicando  te  (1)  rìsp.  per  n,; ,  a„-  , ...  ,  a„i ,  e  sommando 
quindi  membro  a  membro,  si  ottiene  in  virtù  delle  (3)  e  (3)': 

"u'^i  +  "ti^i  +  . . .  +  a^iX„  =  Vi ,  (5) 

cioè:  la  sostituzione  ortogonale  (1)  risoluta  rispetto  alle  y^  i- 

yi  =  "ii^'i  +  *»i^t  +  . .  .  +  a„,x„ 


y„  =  a,„x,  +  a,„x,  ■(-...+  a„„x„. 
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1135.  Sosiftnendo  qaeste  espreBsioni  delle  j/i  nello  (2)  e  identi- 
ficando rispetto  alle  x,- ,  come  poco  fa,  si  ottengono  le  seguenti 
relazioni  : 

a„o»,  +  af^a„  +  . . .  +  Oi„Oj,„  =  0,     per  isk         (7) 

a,,o„  +  a„a„  +  . .  .  +  Oi^Oj^  =  I.  (7)' 

Si  vede  dunque  che:  il  listema  di  equazioni  (3)  e  (3)',  fra  i 
numeri  ay,  ka  per  conaeguema  necessaria  il  aittema  (7),  (7)'  e 
ree  iprocam  ente. 

1136- Indicando  con  e  il  valore(=±I)  del  determinante2=tOiiOM.'0„„ 
e  con  A^  l'aggiunto  di  ay  in  qaesto  stesso  determinante,  la  risolu- 
zione ordinaria  della  (1)  rispetto  alle  ^ ,-  darebbe  : 

s  yi  =  A,,-a!|  4-  AfjX)  +  .  .  .  +  A„j3:„. 

Confrontando  colle  (5)  si  trova  dunque  che  e'a^,  =  A»i,  cioè  che: 
nella  matrice  di  una  sostituzione  ortogonale  ogni  elemento  è  uguale 
al  suo  aggiunto,  se  il  modulo  delta  sostituzione  ha  il  valore  t,  ed 
è  invece  uguale  ma  di  segno  opposto,  se  il  modulo  ha  il  valore  —1. 

1 137.  Notiamo  per  ultimo  che:  se  x,  ,  x, ,  ... ,  x„  ;  x',  ,  s', , . . ,  x'„ 
sono  due  siatemi  qualunque  di  valori  delle  x,  ed  yi  ,  y^ ,  ...  ,  y„  ; 
y'i  >  y'ì  )  —  1  y'ti  *  sistemi  di  valori  delle  y  che  ad  essi  rispettiva- 
mente corrispondono  tn  virtii  della  sostituzione  ortogonale,  si  ha 
la  relazione  : 

x,x'i+XsX'g-l-  ...  +x„x'„=y,y',+y,y'j+  ...  +y„y'„ ,  (2)' 

di  cui  la  (2)  è  evideniemente  un  caso  particolare  (x'f^Xf). 

La  relazione  (2)'  ai  ottiene  moltiplicando  membro  a  membro 
ciascuna  delle  (1)  per  la  corrispondente  equazione  fra  le  x'  ed  y', 
sommando  quindi  le  n  equazioni  ottenute  membro  a  membro  e 
lenendo  conto  delle  (3)  e  (3)'. 

Vote  fld  Biflreixi. 

1.  Dedurrà  dall'art.  1136  che  o^ni  dolermi  n  no  te  minore  contonato  nella 
matrice  di  una  loatituEÌone  ortog;onale  di  modulo  e,  È  uguale  al  suo  com- 
plemento algebrico  (art.  162)  moltiplicato  per  e.  (Cfv.   pg.    206,    Nota    5>). 

2,  Lb  BOBtituiione  ortogonale  d&  luogo  ad  an'importante  interpretali  odo 
geometrica.  Prendendo,  per  fissare  le  idee,  n=8,  eia  la  sostitniione  orto- 
gonale ; 

X  =  a„a:'  -|-  a,^y'  +  Oj,«' 

g  =  aj,x'  +  o,^'  -1-  Ot^z'  (A) 

z  =  a^ix'  +  a^fj,'  +  a„^ 

e  si  interpretino  le  x,  y,  i  come  le  ordinarie  coordinate  cartesiane  oito- 
gonali  di  un  punto  qualunque  dello  epaiio,  le  x'  ,  y  ,  z  coma  la  coordi- 
nate di  un  nuovo  punto,  corrispondente  al  primo,  riferite  allo   itetto    si- 

È  facile  riconoscere 
uKa  figura  qualunque  £ 
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punii.  Invero,  «e  (x,  y,  i),  (E,  i|,  C)  sono  due  punti  dell»  fl^ra  S  ed  (z,  f'  i\ 
(fi  l'i  O  >  <^"B  pODti  ad  seti  corrispondenti  nella  nnovn  figura  S' ,  dall* 
forinole  (2>  e  (2)'  segue  appunto  ; 

t«-!)'+(y-r,)'+(2-0'=Cx'-sr+C!''->ir+(''-W'. 
È  importante  diatingnere  il  caco  in  coi  il  determiDante  : 
I    «11     «1»     a„    1  =  5  =  ^1 
0(1     <ijj    a^ 


ha  il  valore  +1  dal  caso  in  cai  ha  il  valore  —  1.  Infatti,  p«r  i  =  1,  le  Ju 
figure  eorrùpondanli  S  ed  S'  tono  eguali  e  congruetUi,  cÌoi  li  pottono  lotrap- 
porre  Vuna  aiCaltra  mediante  un  Biavinintfo  nello  tpaiio;  invecr,  per  i  =  —  \, 
una  delle  due  figure  ••  pub,  mediante  un  movimenlo  nello  ipazio,  portare  « 
eoineidenta  eoll'imagine  deWaltra  figura  rifiana  in  uno  ipecchio  piano. 

Sia  infatti  S'  la  figura  8  riflessa  in  ano  specchio  piano  perpendicolare 
all'asse  delle  x  e  passante  per  l'origine,  oosiochè  per  ogni  punto  (x,y,>) 
di  8  e  pel  corrispondente  (x",  y",  t")  di  8"  ai  ha  : 

X  -  -  i"  ,  y  =  y"  ,  2  =  2'' 

che  è  evidentemente  ana  sostitncioue  ortogonale  di  modulo  «gnale  « -I. 
La  figura  6'  dovrà  essere  congruente  ad  S  ovvero  ad  8". 

Nel  primo  caso  la  suBtiinzione  (A)  equivarrà  ad  un  movimento  di  8 
nello  8pAEÌo,  cioè,  come  è  notp  dalla  cinematica,  si  potrà  considerare  come 
la  risultante  di  tre  rotaiioni  intorno  ai  tre  assi  coordinati,  ognuna  delle 
qaali,  come  è  agevole  riconoscere,  equivale  ad  una  sostituaioue  ortogooalfl 
di  modulo  1  ;  onde  sarà  eguale  ad  1  anche  il  modulo  della  'A),  che  de- 
v'essere eguale  (art.  47SJ  at  prodotto  dei  modali  delle  eostitniioni  com- 
ponenti. 

Se  invece  8'  è  congruente  ad  S",  la  sostituEione  (A)  eqaivarrà  ad  du 
riflessione  di  S  in  8"  seguita  da  un  movimento  per  cui  la  S"  prende  poi 
la  poaiiione  S'  (cioè,  per  quanto  sì  è  ora  detto,  da  una  sostituiions  orto- 
gonale di  modulo  1).  Sara  dunque  la  risultante  di  una  sost,itu>iuuQ  di  mo- 
dulo —  1  e  di  una  lostituzione  di  modulo  ],  onde  il  suo  modulo  sari  ■]>- 
punto   —  1;  e.  d.  d. 

S.  Detti  X,  Y,  Z  i  tre  assi  coordinati  presi  nella  diretione  positiva,  »d 
S.',  Y',  Z'  le  tre  direcìoni  corrispondenti,  che  essi  assumerebbeio  in  viriù 
del  movimento  (con  o  sema  riflessione)  rappresentato  dalla  soetituiioDe 
ortogonale  (A),  dimostrare  l'identità  delle  due  matrici: 

a„  a,.  a,j         cob(X'X)     cosCXT)     cos(X'ZÌ 

"il  "m  «m    )     cos(Y'X)     C06(T'Y)     cob{Y'Z) 

«M    Oj»   «M  C08(Z'X)       COS{2'Y)      C08(Z'Z). 

4.  Ciò  premesso,  riconoscere  che  la  lottìlutione  oriogontàe  (A)  «i  ptià  sa- 
che  interpretare  geomttrieamente  nel  «mio  che,  te  z,  y,  E  tono  le  eoordinaU 
di  un  punto  qualunque  dello  rpaiio  riferito  alla  terna  di  atti  X  ,  Y ,  Z ,  t< 
s',  ;',  e'  Iona  le  coordinate  di  quello  ttetto  punte  riferito  alla  nuova  tema  H 
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§  5."  —  TrasformastoDe  ortogonale  di  ana  forala  qoadratlea. 

1138.  Data  una  forma  quadratica  con  n  variabili: 

/\aj,  ,  ... ,  a:J=a„a:,»-(-2o,ja;,a,+  ...  =2^auXfi:j  ,  (1) 

'J 
si  paò  sempre,  in  Infiniti  modi,  determinare  una  sostitazione    li- 
neare : 

X,  =  j„X,  +  ff„X,  +  .  .  .  +  ff,„X„ 

(2) 

x„  =  ff„,X,  +  ff„jXt  +  . .  .  +  ff„X„ 
che  faccìii  prendere  ad  f  la  forma  : 

Aa:,  ,  ...  ,x„)=P(X,  , ...  ,  X„).=p.X,»+p,X,»+  ...  +p„X„',        (3) 

essendo  P|  ,  Pj ,  ... ,  p„  dei  coetBcienti  costanti  da  scegliersi  oppor- 
tunamente. 

Invero  sostituendo  le  <2)  in  ^  e  indicando  con  F^  la  derivata 
parziale  di  F(X, , ... ,  X„)  rispetto  ad  X,,  >  b'  trova  eabito,  ricor- 
dando le  rettole  per  la  derivazione  di  una  somma  o  di  un  pro- 
dotto : 

Fs{X,  , ... ,  X„)  ^^a,jigaXj  +  gj^x^)  =  2  J]ay9,;,x, ,         (4) 
U  'J 

cosicché,  se  è  verificata  l'identità  (3),  si  dovrà  avere  : 

PA  =2°offrt*^- .         *=».  2, ...,«,  (5) 

ij 
come  si  vede  derivando  rispetto  sd  X^  l'ultima  espressione  (3)- 
Reciprocamente,  se  sono  soddisfatte  le  identità  (5),  la  f  avr  à 
precisamente  la  forma  (3).  Dalle  (5),  moltiplicate  risp.  per  Xj  ,..,Xn 
e  sommate  membro  a  membro ,  si  deduce  infatti ,  tenendo  pre  - 
senti  le  (4)  : 

p.X.»  +  . . .  +  p„X„'  =  IJP.X,  +  . .  .  +  F„X„  j , 

cioè  appunto,  per  il  teorema  di  Eulero  (art.  512}  : 
p,X,»+...+p„X„'  =  P. 
1139.  Detto  G^  l'aggiunto  di  g,j  nel  determinante  : 
G=S=ty„jr„...?„„, 
le  (5)  si  possono  scrivere  : 

Pa(OiaX|  f  G^x^  r  ...  -\-Q„^xJ=Q.'^a,jg,^Xj ,  (5/ 
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come  si  vede  BOBtitnendo  in  laogo  di  X^  la  sua  espressione  rica- 
vata dalle  (2);  e  idcntìflcando  i  coeSScieiiti  di  una  stessa  x  nei 
due  membri  : 

f *GlA  =  GCOiiffiA  +  «IlS«A  +  -  +  «nlffnA)  ' 

fh^M  =  0(0,^8-,^  +  o„ffsh  +  ...  +  a„,s^)  '  ^        ^_j^  2, ... ,  n.  (5)" 

P)iGnA=  G(ain?.A  +  aenffìA+  -  +  ««-.?-.!.) 

1140.  Se  si  vQole  che  la  sostituzione  f2)  sia  ortogonale,  i  coef- 
ficienti gij  dovranno  altresì  soddisfare  (art,  1136)  alle  condizioni: 

ffy  =  e.Gy        ,i,j=l,2,...,n,        (6) 

esBendo  i  aguale  a  G;  e  in  questo  caso  le  (5)"  prendono  la  forma 

più  semplice: 

{•hffih  =  ^ii9ih  +  "iìSii,  +  •  ■  ■  +  a„,g„^ 

HUth  =  "ieSia  +  ««ff«  -t-  -  ■ .  +  a„ig^  (7) 


Ora,  afBnchè  questo  sistema  sia  risolubile  con  valori  flutti  e  non 
tutti  nulli  delle  g^,,  ,  g^^  , ... ,  g„^ ,  è  necessario  e  sufficiente  (arti- 
colo 432)  che  il  numero  ^^  soddisfi  all'equazione  : 

'u-Pa        «»i         •  •  ■ 
<h»         «ti-?*     ■  ■  ■         ' 


=  0.  (8) 

È  questa  un'equazione  del  grado  n  rispetto  a  p^ ,  le  cui  n  ra- 
dici, in  generale  fra  loro  distinte,  saranno  precisamente  gli  n  va- 
lori da  assiimerfii  per  gli  n  coefilcienti  pi  ,  Pg ,  -.. ,  p„. 

Per  ogni  coefficiente  p^ ,  cosi  determinato  come  radice  dell'equa- 
zione (8),  si  calcoleranno  poi  i  corrispondenti  coefficienti  f,j,  , 
9th  I  —  >  ffnh  mediante  le  (7)  e  mediante  la  relazione  : 

necessaria  per  l'ortogonalitb  della  sostituzione  {2). 

1141.  Se  l'equazione  (8)  ha  tutte  le  sue  radici  distinte,  il  nu- 
mero p^  non  soddisferà  (art.  913)  all'equazione  che  ei  otterrebbe 
derivando  la  (8)  rispetto  a  py,  ;  eppcrò  almeno  uno  dei  determi- 
nanti minori  di  ordino  «  — l  contenuti  nel  determinante  (8)  sarà 
diverso  da  zero,  cioè  la  caratteristica  del  determinante  (8)  sarà 
n  —  I.  Di  qui  segue  (art.  435)  che  le  equazioni  lineari  (7)  daranno 
un  unico  sistema  di  valori  pei  rapporti  ()>,jt:^j^  :  ...:j;^;  cosicché, 
tenendo  poi  conto  della  {!)),  si  avranno  per  questi  coefficienti  due 
soli  sistemi  di  valori,  cioè  : 

g,h  >  9th  >  -  .  3..h        «         -3ih,  -9th  >■•■>-  9nh- 
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1142.  Se  tutti  i  coefflcienH  a^  ed  ay^=  &ji  sono  reali,  l' equazio- 
\e  (8),  o  meglio  l'equazione  in  z  : 


in  cMi  le  a,  ,  «, , ...  ,  a„  tono  numeri  reali  tutti  positivi  o  tutti  ne- 
gativi, ha  le  tue  radici  tutte  reali. 

Snpponiamo  infatti  che  e  sia  mia  radice  di  (10).  Si  potranno 
determinare  (art.  432)  dei  nnmeri  reali  o  complessi,  non  tulli  nnlli, 
X,  ,  x,  , ... ,  z„  tali  da  avere  : 

(a„  -  a,z)x,  +  a,,x,  +  . . .  +  a,„!Pn  =  0 

o,iX,  +  (0(j  -  o»z)xt  +  . . .  +  "»„;>:„  =  0 


o„,x,+  i»„,Xj+  . . .  +  («„„  —  a„z)x„=  0. 

Se  indichiamo  con  x\  ,  x',  ,  ... ,  x'„  rlsp.  1  numeri  complessi  con- 
jogati  ad  Xj  ,  x, , ...  ,  x„  ,  segue  dalle  (11)  moltiplicate  rrsp.  per 
*'i  >  sj's  I  •••  I  ^'n  *  sommate  : 


(S'^y^Vj)  -  2{ai^ia:'i  +  • 


Poiché  ora  x^x'^  =  (modx,)',  ed  l  numeri  x,  ,  x,  , ...  non  sono 
tatti  nulli,  ed  oltre  a  ciò  le  a,  ,  a, ,  ...  hanno  tutte  a^ual  sej^no, 
è  chiaro  che  la  quantità  a,x,x',+...+a„x„x'„  è  sempre  reale  e  di- 
versa da  zero.  D'altra  parte  ta  somma  : 

k  del  pari  reale,  poiché  ogni  termine  Oijx^x'j  si  paò  sommare  col 
termine  aj,x'jXi,  che  f^li  è  conjugato, essendo  aij  =  aj^.  L'equazio- 
ne (12)  ci  darà  dunque  evidentemente  per  z  un  valore  reale,  e. 
d.  d. 

1143.  DI  qui  se^e  che,  se  la  Torma  quadratica  (1)  ha  i  coeffi- 
cienti reali,  anche  la  sostitneiooe  ortogonale  (2),  mediante  la  quale 
essa  prende  la  forma  Cd),  avrà  i  suoi  coefficienti  reali,  come  chia- 
ramente appare  dal  procedimento  indicato  all'art,  1140  per  la  de- 
terminazione delle  3,1,  ,  g^^  ,  ... ,  g„^. 


CAPtLi.1.  —  Ittiluiìoni  di  analiti  algebrica,  '■ 
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1.  Al  problema  algebrica  trattato  in  qaesto  %  corrisponde  ìd  geometria 
il  problema  dì  determinare  la  direzioni  atitali  delle  ooaiclie  e  delle  qoa- 
driche.  Ci  Decaperemo  qui  di  quest'ultime. 

L'equazione  di  una  euperficie  del  2°  ordine,  ìit  ordinarie  coordinate  car- 
teiiane  ortoKonalì,  ò  della  forma  : 
,  j=3  1=3  , 

j  2  ^j"*''^*'^-'  (  "*■  *>^»  "^  ''*^*  "*"  **'^*  ■•-  c  =  0-  CO 

I  tannini  di  2°  xrftdo  costituiscono  la  forma  quadratica  : 
J-a  i^ì 

f(x,  ,  X, ,  x^)  =^'^a^^iXj 
}-i  1-1 
alla  quale,  mediante  un'opportuna  sostituzione  ortogonale: 

K,  =  ffì,X,  +  s„X,  +  ff„X,  {i] 

»»  =  ffai^i  +  ?3sX,  +  ffjjXj  , 

si  potrA  far  prendere  la  forma  : 

rt»,  ,  I,  ,  X,)  =  p,X,>  +  j^,'  +  |i,X,'.  (Si 

Esei^endo  ora  questa  Htessa  sostituzione  (2),  che  si  pa6  interpretare 
fcfr.  la  Nota  4*  del  §  che  precede)  come  una  rotazione  de^li  >MÌ  coordi- 
nati intorno  all'orìgine,  nell'equazione  (I),  essa   equazione    prenderà    I» 

p,X,»  +  pjX,*  +  PjX,"  +  B,X,  -t-  BjXj  +  BjXj  +  e  =  0.  (4 1 

È  qntila  I'  eguaiiont  della  qaadriea  (I),  quando  in  luogo  delle  coordinale 
z,  ,  X,  ,  X,  >>  prendono  eomt  coordinale  le  X,  ,  X,  ,  X,  relaliee  alla  tema 
delle  relU  condoUt  per  la  primitiva  origine  paraUelarnKnte  atte  direxiani  a>- 
eiaU  della  guadriea. 

2,  Se  ai  eseguo  dopo  ciò  anche  la  soetitutione  : 

X,  =  Y.-^   ,   X,  =  T,-^'    ,   X,  =  Y,-^  (5. 

'  '       -^pi    '       "         *      2p,    '       '  'ipj, 

che  si  pu6  interpretare  come  uno  npost amento  del  sistema  degli  assi  coor 
dinati  paralUlamente  a  aè  atesto  (essendo  T,  ,  Y, ,  T,  le  nuovo  coordin«te), 
la  (4)  prenderà  finalmente  la  forma  : 


Pi^i*  +  PiV  +  PjYj*  +  0  =  0,  (6, 

^'  ?i        P3        Pa  ' 
e  (5)  cado  in  difetto  soltanto  quando  una  dello  ;,,  ,^ 
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p,  abbi»  il  Tatore  0  ;  cioè  (art.  1 140),  quando  : 


"si 


i  la  qnadrioa  (t)  uoa  ha  centru.  Se  invece  il  de- 
è  diverso  da  zero,  l'eqnaBÌose  (6)  ci  rKppreaenterfc 


B  (I) 


origine  e  a 


È  questo  il  CE 
terniinanto  ^± 

1b  quadrioa  riferita  al  suo  centr 
coordÌDati. 

8.  Se  i  coefficienti  dell'equaelo 
Baranno  pure  reali  (art.  1142).  Se  uno  di  eaii,  p.  es.  p,  ,  aia  aerei,  la  qna- 
drìca  (1)  aarà  senza  centro  { parabotoidt  elliuico  od  iperbolico  a  teeonda  dà 
atgni  di  p,  t  p,).  Se  ioreco  le  pi  <  pi  i  pi  aono  Catta  diverse  da  zero,  ai  a- 
vrantio  a  seconda  dei  loro  legni  le  diverse  specie  di  qnadiiche  dotate  di 
centro  {ellittoidt,  iperboloide  ad  una  falda,  iperboloide  a  dm  faide). 

4.  Si  trovino  la  condizioni  afBncbè  la  qaadrica  si  riduca  ad  un  cilindro 
(ellittico  od  iperbolico),  considerando  il  cilindro  come  caso  particolare 
dello  superficie  scDEa  centro  e  come  caso  particolare  del  cono  (cfr.  la  No- 
ta 5-  del  8  8."). 

5.  Aggiungi  amo  alcuni  sviluppi  rÌRuardanti  la  detemiuazione  dei  coef- 
ficienti Qij  della  sostituzione  ortogouale  (2).  (Cfr,  Heiii:  Vorlerungen  aber 
anali/titclie  Geometrie  dee  Saume:  XIX  Tori.). 

Poeto  : 


■U-P 


«IS 


=m, 


(8) 


cosicché  p]  ,  p,  ,  Pt  sono  le  tre  radici  di  À(p}  =  0,  e  detto  A/^{p)  l'aggiont* 
dell'elemento  di  posto  (ì  ,j)  nel  determinante  A(p),  sì  avrit  (art.  llil)  «i- 
multanoamente  (cfr.  art.  494): 

ffift  ■■  9th  •■  9sK  =  ^n(pA)  •  ^i»(Pa)  =  *n(Pik) 

Sih  ■■  9ii,  ■■  ffM  =  4«(Ph)  ■  *i»(pO  ■  ^w(Pft)  (9> 

9ii,  ■  9th  '■  9ah  =  ì»iCPa)  =  ^aiCP*)  :  ^uih)  > 

Da  queate  UKuaglìatue,  molti  pi  icandoDe  i  primi  membri  riap.   per  g^)^ , 

Ok  I  ffsA  °  paragonandoli  quindi  coi  secondi,  ai  deduce  ; 

\'h-9ih   =  *ii     t     ^h-9v>.9sh  =  *«  =  ^s» 

Ì*hS'.sft*  =  ^»s     )     l^h-9ih9ìh=^it=^tii 
dove  il  coefficiente  di  propor>:ionalitft  sì  determinerà  mediante  la  rota- 


9i>,*+9»h*-^9a»^=h  che  d&:  H=KiÌPh)+^nÌ9h)+^UfJ'      (^D 
secondo  grnppo  delle  (10)  segue  anche: 


f9v, 


>  l»S'M    =  - 


'  ,  Mia'  = 


(12) 


KwGoOi^lc 


Se  in  luo);o  delle  a^j  si  introdacoDO  le  sei  eoatftnti  : 

'  «»       '       *  <hi       '       '  «1» 

le  (12)  prendoDO  In  forma  : 

,("■  +  P«)(«i  +  P>) 


Mi»  =P 

*ii  =  <»ji(«»  +  P) 
M»*=  pZ-'i/'iv^'^^    porche:    4„  =  a„(a,+?),    (13) 

'i,  =  <"ii(a.  +  P) 


»i  +  P« 
.("i  +  PiJ(°.  +  P.) 
»j  +  P» 
nel  mentre  che  le  (B)  si  pad  seriTere  : 

iCp)  _    Pi' 


(«1  +  P)(«i  +  P)(a8  +  ?)     «i  +  P     «j  +  P     «1+  P 


§  6.0  —  Sopra  aleane  olaul  di  eqnaBloal 
a  radici  tutte  reali. 

1144'  Se  i  numeri  reali  a^j ,  (t,j  soddisfano  alle  coodizioiu 
oy  =  oji  y  a,/  =  oji  per  tutti  i  valori  degli  indici  i  ,  ;  variabili  da  1 
ad  11  ;  so  inoltre  la  forma  quadratica  ; 


^«ya^i^j  =  if{x^ ,  a;,  , , . 


ha  sempre  lo  stesso  segno  per  tutti  i  valori  reali  delle  x, , 
{'«^astone  di  grado  n  in  z  : 


Hg,  -  zoji     a,,  -  za,g  . 


.  a,„  —  z«,„ 


-  zoi„,    a„,  -  zo^  .  .  .  a^  —  zs 

ha  te  sue  radici  tutte  reali. 

Segue  infatti  dalle  (2)  che  si  potranno  determinare  dei  numeri 
non  tutti  nulli  x,  ,  x,  , ...  ,  x„  pei  quali  siano  soddisfatte  le  n  equa- 
zioni lineari  omogenee  : 

(a,-,-7af,);c,4  (a(g-z7j,)a;,  \- ...  -f  (a,.„— «!C;„)a:„=0    ,    i=l  , ... ,  »,     (Si 

cosicché,  moltiplicando  poi  queste  equazioni  rlsp.  pei  numeri  x\  , 
x\  ,  ..■  ,  x',i  conjugati  di  a:,  ,  a:,  ,  ... ,  x^,  si  avrft  : 


2^a^x\xj  -z2^a^x'iXj=0, 
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dove  le  due  Bommatorie  hanno  valore  reale ,  poiché  an  termine 
qaalanqne  a^x',Xj  della  prima  si  trova  gommato  col  termine  a^j^^j^j 
die  gli  b  conjagato,  essendo  a,-j  =  aj^ ,  o  similmente  per  la  seconda. 
L'equazione  (4)  ci  darà,  dunque  per  z,  cioft  per  una  radice  qa^k- 
ianque  dell'equazione  (2)  un  valore  reale,  come  si  è  asserito,  sem- 
precbè  si  dimostri  elle  la  seconda  sommatoria  : 


Y^a^x'iXj  (5) 


non  paò  riuscire  ngnate  a  zero. 
Invero  por 

a:,=:c,+c',  -i—I  ,  a:,=c,+c'j  \P^ ,  ... ,  x^  =c„+c'„s/^  ,  (6) 

si  trova  immediatamente  : 

^aysc'iZ,.  =Y/i-u{cfii^  <:'ic'j)=^'(c,  ,  e,  , ... ,  c„)  k}-(c',  ,  e', c'J  , 

onde,  essendo  i(  per  supposto  di  segno  costante,  dovrebbe  aversi 
perchè  fosse  nulla  la  (5)  : 

Ìf{c,  ,  e, , ... ,  cj  =  0  ,  -KC.  ,  e',  , ...  ,  c'„)  =  0.  (7) 

Ciò  posto,  se  H,  ,  u, , ... ,  u„  sono  delle  variabili  reali  arbitrarie 
e  poniamo  per  brevità  ; 

a„c,  +  «(jCj  +  .  .  .  +  ai„c„  =  ij;, ,  (8) 

8i  ha,  tenendo  presente  la  prima  delle  (7): 

(ki-I-àc,  ,  H,+Xcg ,  ... ,  w„+Xc„)=(]({«,  ,  ...  ,  «J+xV«(4,, 

cosicché,  dovendo  il  segno  del  secondo  membro  essere  indipen- 
dente'dal  segno  di  X  che  può  essere  un  numero  reale  positivo  o  ne- 
gativo arbitrariamente  grande,  sarà  necessariamente  : 

"l'i'j  +  «ì^*»  +  - .  ■  +  MbÌ»»  =  0 
e  quindi  anche,  essendo  le  u,  , ...  ,  u„  arbitrarie: 
^,  =  0  ,  4i,  =  0  ,  . .  . ,  t}!,,  =  0. 

Da  queste  uguaglianze  e  dalle  analoghe  che  si  potrebbero  scri- 
vere per  le  e',  segue  per  le  (6)  ed  (8)  : 

OjiX,  -1-  o,,a;,  -H  .  . .  -I-  ai„x„  =  0. 

Epperò  le  ugnaglianze  (3)  sussìsterebbero  indipendentemente  dal 
valore  di  z,  onde  l'eqnazionc  (2)  dovrebbe  essere  soddist'atta  iden- 
ticamente, ipotesi  che  va  evidentemente  esclusa  a  priori. 

Le  equazioni,  a  radici  tutte  reali,  già  incontrate  agli  articoli 
1140  G  1142  altro  non  sono,  come  è  facile  riconoscere  immediata- 
mente, che  casi  particolari  della  (2). 

1145.  (fieno  a+p  ,  y+Si  , ...  ,  X+iU  delle  quantità  compieste  nelle 
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quali  i  coefficienti  di  i  hanno  tutti  lo  stesso  segno.  8e   si  ponga: 

n(x-i-?i)=;x-a-^i)(x--ì-Si)  ...  (x-X-ji.i)=F(x)+i*(x} ,    (1) 

l'equazione:  pF(x)+q'l>(x)=0,  in  cui  p  e  q  sono  numeri  reali  orbi- 
trari,  ha  tutte  te  sue  Tadici  reali  (•). 

Invero  quest'equazione  può  mettersi  sotto  la  forma  : 

{p-'iq)-tt(_x  —  ai-  gt)  ■¥  (p  +  iq) ■  nix  -  a  +  ?t)  =  0 , 
d'onde  si  deduce  : 

modII(x  —  a  —  gi)  =  modn{x  —  a  -h  f  0-  f--l 

Ciò  posto,  supponiamo  che  a:  =  X  +  Yt'  aia  una  radice  di  (i)  e 
che  Y  sia  diverso  da  zero.  Se  il  segno  di  Y  coincide  con  qaelto 
delle  ^  ,  S  , ...  ,  jji,  poiché  : 

mod'(x  -  a  -  p/)  =  (X  -  o)»  +  (Y  -  g)' 

niod'(x  -  a  +  p»)  =  (X  -  a)»  +  {Y  +  g)* , 

si  avrà  evidentemente  : 

mod(x  —  o  —  f  i)  <  mod{x  -  a  +  pO  i  ■  ■  • 
e  quindi: 

llmod(a;  —  a  -  fi)  <  Il  mod(x  -  o  +  pi). 

Se  invece  Y  ha  il  segno  opposto  a  quello  delle  ^ ,  S  , ..-,  ii,  si 
concluderebbe  slmilmente  che  : 

Il  mod(x  -  a  —  Pi)  >  n  mod(a:  —  a  +  gì). 

In  entrambi  i  casi  il  risultato  sarebbe  in  contraddizione  colla  (2). 

1146.  Altre  classi  Importanti  di  cqnnzioni  a  radici  tutte  rexli 
sono  quelle  che  servono  di  base  alla  teoria  delle  coordinate  ellU- 
tiche  e  a  quella  delle  funzioni  sferiche.  Ma  di  queste  abbiamo  giA 
avuio  occasione  di  trattare  nel  §  •2<'  (Note  4-6,i  e  nel  §  S»  Noce  3  6)- 

Vot»  ed  Essrdsi. 

1.  Se  una  form»  quadratica  a  coefficienti  reali  : 

f(Xi ,  .  .  .,x„)  =\aijXiXj  (1) 

ha  sempre  valore  poBÌtivo,  o  sempre  valore  Deftativo,  per  tatti  i  sistsmì 
di  valori  reali  delle  x,  , ...  ,x„,  si  dice  che  essa  è  una  forma  quadrati» 
definita. 

Ci  proponiamo  di  ricercare  le  condicioni  alle  quali  debbono  eoddishra 
i  roefficienti  Oy,  affioohè  la  forma  (1>  sia  definita,  essendo  ci*  di  molla  im- 
portania  in  diverse  questioni  di  analisi  (in  ispecie  nel  calcolo  infiDÌteii- 
male,  por  la  ricerca  dei  ma«»in>  e  minimi  delle  funiioni).   Escladeremo  U 


(*)  Questo  teorema  6  di  Hermile.  La  dimostrazione  qui  data   A   di  L»- 
guerre  <l.  o.  Nota  5*). 
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ipotesi  che  il  digerì  mi  n&nte  di  /  aia  nullo,  poiché  Be  ciò  accade,  1b  /  si 
può  considerare  (art.  1129)  coma  una  fnnsione  ■  coefficienti  reali  di  sole  k 
variabili  indipendenti  (eaaendo  A:  <  n)  che  possono  aBsumere  ftltrettaliti  va- 
lori reali  arbitrari  per  valori  reali  opportunamente  scelti  delle  z,  ,...,  x„  ; 
soiicchè  ìq  questo  caso  la  /  ai  può  considerare  come  una  forma  quadra- 


igicchè  in  questo  caso  la  / 

bica  definita  con  sole  k  varie 

Ciò  premesEO,  se  p,  ,  f, ,  — 


i  può  considerare  come  i 

n  radici,  tutte   reali,  dell'  equa* 


i   può  porre  identicamente  («rt.  1140): 

fXxi  ,  ...  ,  x„)  =  p,X,»  +  p,V 
delle  funzioni  linea 


•  +  P„X„»  , 


(3) 


dove  le  X,  ,  ...  ,  X„  Bono  delle  funzioni  lineari  omogenee  fra  loro  indipen- 
denti, a  coefficienti  reali,  della  x, x„.  Affinchè    la  /  sia   definita,    à 

dunque  necessario  e  sufficiente  che  le  p,  ,  ...  ,  p„  (che  sodo  tutte  diverge 
da  zero,  poiché  il  termine  noto  di  (2)  è  diverso  da  sero)  abbiano  tutte  lo 
stesso  segno  costante  della  funzione.  Supposto  infatti  p.  es.  che  il  segno 
costante  di  /  aia  il  positivo,  ammettiamo,  se  è  possibile,  che  una  delle  p, 
p.  es.  la  p, ,  foaae  negativa.  Per  quanto  si  é  gii  osservato,  si  potranno  al- 
lora dare  alle  x,  ,  ...  ,x.   dei  valori  reali  tali  da  aversi: 


=  1 


X.  =  0  ,  X,  =  0  , ...  ,  X„  =  0  , 
evidentemente  per  /  un  valore  negativo  il 


p''-|-A,p''"'  -(- A,p""*-(-  ... 
1'  equaiione  (2)  ordinata  aecondo  le  poterne 
Pi  1  Pi  >  —  '  fa  siano  tutte  positive,  à  necesaai 
Uartesio,  ohe  la  successione  dei  coefficienti  : 


presenti  n  variazioni  ;  cioè  chi 
segni  dei  suoi  elementi  siano  . 
prò  Cam  ente,  so  ciò  accada,  I 

la  |2)'  non  presenterà  alcuni 
negative  e  per  conseguenza 
positive.  In  modo  analogo  s 
segno  costante  negativo. 

Si  conclude  pertanto  che  affinchè  la  ferma  guadraliea  (1)  abbia  ugno  co- 
ilante  ntgativo  iovvero  potitieo),  è  nf.euaria  e  ivffieieale  che  i  cofffieùatì 
della  (2/  nano  («Hi  dello  tttfo  tegno  (ovvero  di  legae  alternanle). 

2.  Indicando  per  brt^vità  con: 


essa  non  presenti  elementi  nulli  e  che  i 
.Iternativaraente  positivi  e  negativi.  Beoi- 
traaformata  a  radici  di  segno  contrario  dei- 
variazione,  cosicché  la  (2)'  non  avrft  radici 
e  sue  radici,  che  sono  reali,  saranno  tutte 
troveranno  le  condiiioni  affinchè  la  /  aia  a 


-  za,. 


0|j  - 


-z«i« 


-  astji     Oji  —  zSjj  . 


il   primo  membro  dell' equazione  (2)  dell'art.  1144,  e  con  U,j(2)  l'aggiunto 
dell'elomento  di  posto  (i  ,j)  nel  determinante  Q(z),  ai  ha  il  seguente  im- 


llZO^OyGOO'^IC 


portante  teorema;  le  z,  i  radice  mvllipla  di  ordine  X  ddVtquaxione  Q(i)=0, 
tfta  i  radice  muìtipta,  ahaeno  di  orditi*   ^—i,    i^*    eiaieuna    delle   tquotiaui 

Riteueado,  come  all'art.   1144,  che  la  fnncione  Ofx)  noa  sia  nulla  idenli- 
1  Sideri  amo  la  fuDtione  raiionale  di  i  (cfr.  pg.  205,  Hot»  2*)  : 


/.w= 


...  a„--ev-. 


'Z<'''<'i-- 


;a{z)=  ■ 


aw 


zW  = 


(»-«,)' 


c\Xi  -4-  ...  +  C'„Z„ 


lo  BTiiuppo  di  x(»)  in  fratioai  parxiali  (ofr.  art.  1002)  per  la  parte  che  ri- 
guarda la  radice  i,.  Le  costanti  e  ,  e  ,  -.  dìpanderanao  soltanto  dalle  y  t 
dai  coefficienti  tutti  reali  ai:  ,  a^i  delle  due  forme  quadratiche  : 

Poninmo  inoltre  per  brevità: 

?i(«)=a<i«i+«ii«!+ - +<»(««»        .  >^1»  2,...,n 
^'((w)=«j,«i+Ortit,4- ... +a,-B«„        ,  t=l,  2,...  ,rt 

Be  nel  determinante  (4;  soatituiamo  : 

Xt  =  9((u)  -  s'^i{u) ,  i=t,  2, ... ,  n, 

easo  prende,  come  facilmente  si  rioonoace,  il  valore  : 
(ffi^i  +  J/s"»  +  . . .  +  y„w„)0(2)  , 
cosicché,  eBeKnendo  la  stessa  sostitutione  in  (5),  xi  otterrà,  posto  i-s,=.-A; 
[y,«,+y,«,-t  ...  +y„u„]A'=(f(«  ,  c)-(z,+A)^(«  ,  e) 
+!?{«  .  c')-Cai+A)4'(w  .  cOlfc*  [?{m  ,  c")--(2,+ft)^.(«  ,  c")|A»i-.._ 
Ciò  posto,  se  e  fosse  maggiore  di 
membro  di  questa  uguagliauza,  a'me 
vrebbe  aversi  : 

o(u  ,  e)  —  i^i^iu  ,  e)  -  0 

9(«  ,  e')  -  z,<y(v,  ,  e')  -  t^u  ,  e)  =  0 , 

a  membro,  dopo  aver  pc 

■  ì  —  a,  si  dedurrebbe: 

4(c  ,  e)  =  "^.iijCiCj  =  0. 


Digiti 


iceyGoOt^lc 


e  quindi  anche  per  U  prima  delle  (6)  : 

9{h,c)  =  0. 

Si  avrebbe  dnnqne  per  ogni  valore  di  >  e  delle  n,  , ... ,  ■„  : 

9(a  ,  e)  —  a(|i)u  ,  e)  =  0, 

cioè  ai  avrebbero,  per  ogni  valore  di  i,  le  »  ogtwgliuiM: 

9j(e)  -  i!^'({c)  =  0,  i=l,  2  ,...,  n. 

Essendo  qneslo  nn  siitetn»  di  ■  equazioni  lineari  omogenee  fra  le  o,  , 
^  , ... ,  «a  I  che  non  sodo  tutte  nnlle,  dovrebbe  donqne  essere  nnllo  ideo- 
tioamente  il  determinante  D((),  contro  il  supposto. 

Besta  cosi  dimostrato  che  e  <  1,  Pertanto,  essendo  il  denominatore  0(s) 
dell'espressione  (4)  divisibile  per  (>— i,)^,  il  numeratore,  cioè  l'ee  presaio  ne: 


ij 
dovrà  essere  divisibile  almeno  per  (i— s,)^~'.  E  poiché  ci6  deve  accadere 
qnalanqne  siano  i  valori  delle  quantità  arbitraria  Xf  ,yj ,    sarà  necessa- 
riamente ognuna  delle  fansioni  intere  Qij(i)  divisibile  per  (i— i,)^"',  e.  d.  d. 
8.  Per  la  formola  di  Moivre  si  ha  : 

/       a       .    .   ax"  .   , 

I  008- +  t  gm- I  =  cosa +  1  Bina 
V      «  n/ 

l      a.  a\" 

(eoe — iBÌn-l  =  cosa —  £  Bina. 

\      n  n/ 

Dividendo  queste  ngnaglianie  membro  a  membro  e  ponendo  ; 


l  +  ttg« 
tga 


Dimostrare  (ofr.  Lagnerre  1.  o.  Nota  V}  che  quest'ultima  eqnaiione  in  x 
ha  tutte  le  sne  radici  distinte  e  reali.  A  tale  oggetto  si  noti  che  da  qne- 
st'equaiione  segue  che  : 

ino<i(l  +  ix)  =  mod(l  —  ix). 
§  7.°  —  OperaKlonl  di  polare  —  Forme  polari, 

1 147.  Se  da  ana  finzione  intera  /(«, ,  3^  , ... ,  x„)  delle  n  va- 
riabili a;, ,  a:,  ,  ... ,  x„  si  deduce  In  funzione  : 

J/i[I>«/l  +  yi[I>./l  +  . .  -  +  ?-[!>.»/] ,  (1) 

C4FK1.LT.  —  Ittiluxiani  di  analiti   alg»briea,  &.■   odia.  8? 
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ove  con  D^/ s'iniende  (ctr.  art.  510)  la  derivata  parziale  di  /  ri- 
spetto ad  Xj ,  bì  dice  cbe  si  è  eseguita  salla  f  un'  operazione  di 
polare;  giacché  la  naova  funzione  (1),  che  oltre  alle  a:,  ,„.,t, 
conterrà  (però  soltanto  al  primo  grado)  le  |/j , ... ,  y^  »  sì  dice  prina 
polare  di  f  rispetto  alla  serie  ?,,!/(, ...  y„  (nuove  variabili  d» 
considerarsi  come  affatto  indipendenti  dalle  x^ , ... ,  xj. 

1148.  Noi  diremo  anche  che  la  nuova  ftinziooe  (1)  si  è  otteanta 
dalla  f,  applicando  ad  f  il  timbolo  operativo: 

i/,D„_  +  y,D^^  +  . .  .  +  ì/„D,^ 

cbe  indicheremo  brevemente  con  D^y  (cfr.-art.  S16);  e  scriveremo 
quindi  : 

y,[D„/]  +  ...  +  y„ID^/]  =  (y.D^^  +  ...  +  ff„D,^)/'=  D^. 

Chiameremo  D^y  una  operazione  di  polare  elementare.  Per  evi- 
tare equivoci  converrà  però  soggìongere  se  si  tratta  di  un  campo 
unitario,  binario,  ternaria,  ecc.  A  seconda  di  questi  casi  il  signi- 
ficato di  D^y  sarà  dato  da  : 

D.^  =  ff,D„^  ,  ovvero  da  D^^^  =  yiD„  +  y^D,^ , 
ovvero  da 


1149.  Se  il  simbolo  operativo  D^j,  si  applichi  due  volte  di  at- 
guito  ad  f,  si  otterrà  la  così  detta  seconda  polare  di  f,  rappresen- 
tabile con  DaiilDaj/"]  0  più  brevemente  con  D^^^f.  Similmente 
O^j^f  ci  rappresenterà  la  terza  polare  di  f,  che  si  ricaverà  d»  f 
applicando  tre  volte  consecutivamente  ad  f  l'operazione  D^,;  e 
cosi  di  seguito. 

È  chiaro  che  la  prima  polare  della  prima  polare  di  f  coincide 
colla  secoDda  polare  di  /',  e  cosi  la  prima  polare  della  aecondft 
polare  colla  terza  polare  di  f,  ecc. 

1150.  £sEUPlo.  —  Dala  la  funzione: 

f  =  axi*  +  bx^  +  ciCj*  +  «XjX,  +  fsCjX,  +  yXiXj , 
si  trova  come  prima  polare-i 

'^^/={^'^^iAv^t+t^ì)yi + (26x,+ Yx, + «x,  V»+(2ca^ +«*,  f  Pa;,)yj 
e  come  seconda  polare: 

1151.  La  polare  k""*  della  aomma  di  più  funzioni  è  uguale  ali" 
somma  delle  polari  k"'  delle  singole  funzioni. 
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Basterà  dimostrare  ciò  per  il  caso  d!  ft  =  1  ;  cioè  cbc 

0<cy(fv  +  r,  +  ---  +  fj  =  D«A  +  D./,  +  . . .  +  D./m. 

Ora  db  è  una  consegaeoza  immediata  della  definizione  dell'  o- 
perazione  B^r^  e  del  teorema  analogo  relativo  alla  derivata  di  una 
Gomma  (art.  B89). 

1153.  La  prima  polare  del  prodotto  di  m  funzioni  è  uguale  alla 
tomma  degli  m  prodotti  che  si  ottengono  moltiplicando  la  prima 
polare  di  ciaBcuna  funzione  per  le  funzioni  rimanenti. 

Si  ha  infatti  : 

e  quindi  anche  (art.  692)  : 

o  anche  : 
cioò  appunto  : 

1153.  Data  la  funzione  intera  /"(a!, ,  a:, , ... ,  x„)  dello  n  variabili 
x^  ,Xf  ,  ... ,  x„  ,  se  eseguiamo  sulle  variabili  x^  fX^, ... ,  x„  la  tras- 
formazione lineare  : 

a-,  =  ajx\  +  Oja/,  f  . .  .  +  a„x'„ 


^»  =  Tl'*^'!  +  tt'^'ì  +  ■  ■  •  +  Yn^^'n 


e  sostituiamo  queste  espressioni  delle  z, ,.. ,  x„  in  /'(xj ,  Xj ,...,  x„), 
è  cbiaro  che  la  f  si  cangierà  in  una  funzione  intera,  dello  stesso 
grado,  delle  x\  ,  x', , ...  ,  x\.  Scriveremo  pertanto: 

Aar,  ,  X, , ... ,  x„)  =  F{x\  ,  x\  , ...  ,  x'„).  (3) 

Sia  ora  y,  ,  p»  ,  -.. ,  ff„  un'altra  serie  di  variabili,  che  si  trasformi 
(art.  1118)  cogredientemente  alle  x,  ,  x,  , ... ,  x„  nella  nuova  serie 
ff'i  I  y't  I  —  t  y'n  i  cosicché  si  avrà  : 

l'i  =  '^ly'i  +  «1»'»  ■!-•..+  o„y'« 

(4) 

y»  =  TlS'l  +  Yj^'i  +  -  .  .  +  tHV'n- 

Aggiangendo  alle  (2)  le  corrispondenti  equazioni  (4)  moltiplicate 
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per  an  parametro  arbitrario  X,  ai  ottiene  : 

'>'«+^J/«=Tl{'^'l+^l''l)+Y.(a='i+^»'I)^--+T«C3''n+^y'J. 

ondo  bI  vede  che  i  valori  x\  +  Xy\  ,  a'j-fXy'j ,  ...  sono  legati  ai  va- 
lori !C,+Xy,  ,  «i+Xyg  ,  ...  precisamente  da  quelle  atesse  relazioni  {2) 
che  legano  i  valori  x\  ,  x\ ,  ai  valori  a:,  ,  Kj  ,  ...  e  sono  snfflcienci 
a  rendere  soddisfatta  I'  eguaglianza  (3).  Si  avrà  dunque,  Bìrnulta- 
Reamente  alla  (2)  : 

f{Xi+yj/i ,  Xt+li/i ,...,  x„+Xj/„)=V{x\-ì-ly\ ,  a;',+Xy', ,...,  x'^\\y'^.  (5) 

1154.  Sviluppando  i  due  membri  della  (5)  mediante  il  teorema 
di  Taylor  (art.  516)  viene  : 

A^i  ,...,  ir  J  +  ^[D^a:.  ,..  ,  «„)]  +  ^[d,/A^.  .-,  «j]  +  -  = 

È  qnesta  nna  relazione  che  dev'  essere  soddisfatta  qualunque  sii 
il  valore  del  parametro  arbitrario  X  ;  cosicché  se  ne  deduce  (ar- 
ticolo 483),  nguagliando  nei  due  membri  i  coefBcìenti  di  una  steuft 
potenza  A""  di  X  : 

D,,*/'(a;, ,  a;,  ,  ... ,  a:„)  =  D^,.*P(x',  ,  x\  , ... ,  x'„).  (S) 

Con  quest'uguaglianza  ò  dimostrato  il  cosi  detto  carattere  in- 
variantivo  delle  forme  polari  rispetto  ad  una  trasformazione  li- 
neare (2)  della  forma  fondamentale.  È  evidente  infatti  che  il  se- 
condo membro  di  (6)  è  una  funzione  intera  dei  coefficienti  A,, 
Aj  ,  ...  di  F  e  delle  x\  ,  x\  ,  ...  ,  y\  ,  y'^ ,  ...  composta  con  queste 
quantità  assolutamente  allo  stesso  modo  nel  quale  il  primo  membro 
è  composto  coi  corrispondenti  coefficienti  a,  ,  a,  ,  ...  di  ^  e  colle 
a;,  ,  x, , ... ,  y,  ,  j/, ,  .... 

In  altri  termini,  se 

l'ar/A'c,  ,  a;,  ,-,  a:„)='t(a, ,  a,  ,...  ;  »,  ,  x^  ,...,  x,  ;  ff,  .  y,  ,...,  yj, 
si  ha  anche  : 

I>,V*P(»='.  .  =»:',  ,-,  a;;)=5(A. ,  A,  ,...;  x',  ,  x',  ,...,  *'„  ;  j,\  ,  y',  ,...,  /J , 
cosicché  la  (6)  prende  la  forma  : 

9(«i .  Oj .-;  o'l  ."«  =c«  ;  l'i  .-t  y«)=?(Aj ,  a,  ,...;  x\  ,..,,  x'„  ;  y'i ,...,  y'J 
che  mette  del  tutto  in  evidenza  il  carattere  invarìantivo  della  fQn- 
zione  f  rispetto  alla  trasformazione  lineare  del  campo  ternario  e 
della  forma  fondamentale  f. 
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Note  ad  Esercisì. 


1.  Sia,  per  fissare  le  idee,  /  aaa  fornta  quadratica  /(z,  ,  r,  ,  x,  ,  x^)  delle 
quattro  variabili  x,  ,  x,  ,  x,  ,  z,  ;  e  interpretiamo  queste  quattro  variabili 
come  la  quattro  coordinate  omogeneo  x,  ;z,  :xj:x,  di  un  punto  Padello 
s palio  ordinario. 

So  9(7,  , ... ,  '1  ;  y,  .  ■■■ ,  Si)  ^  la  prima  polare  di  /  rispetto  alla  nuova 
Bei'io  di  variabili  Vi '■  Vt '■  !/t '■  3t  1  l'equazione  : 


stabilisce  fra  i  due  panti  P^  e  P^  un  legame  1 
casi  sono  punti  conjugali  rispetto  alla  snperfici 

flx^  ,  Xj.Xj,  x^)  =  0. 

Q,  e  Q,  i  due  punti  noi  quali  la  rotta  L  congiungonto  P^  0  P 
la  superfloie /=0.  8e  : 

^i  +  KPì  ,  ^i  +  ^tVf  )  ('  =  h  2,  3,  4) 
sono  risp.  le  coordinata  di  Q,  e  Q, ,  si  avrà,  per  X  =  X,  ,  X^  : 

A=c,  +  ij/, ,  x^  +  l'jt  >  '^ì  +  ^ffs .  ^^4  +  '^y^  =  0  , 

cioè,  sviluppando  secondo  il  teorema  di  Taylor  (cfr.  art.  518)  e  tenendo 
conto  dell'annullarsi  della  prima  polare  : 

A^i  .  a:»  .  a:,  ,  arj  +  X'Ayi  ,  y^ ,  1/3  ,  j/^)  =  0. 

I  due  numeri  X,  a  \  sono  dunque  uguali  ma  di  se^uo  contrario,  cioè:  due 
punti  eonjugali  Pg,  t  P^  lono  teparatì  arinontcamenle  dai  dut  punii  Q^  ,  Qj  nei 
Quali  la  loro  eongiiingenle  incontra  la  iitperficie  dtl  2"  ordine. 

Se  si  considera  come  dato  il  punto  Py  ,  l'equaKione  (1),  che  ò  di  primo 
grado  anche  nelle  x^  ,  3:,  ,  ,t,  ,  j:,  ,  ci  darà  come  luogo  dei  punti  P^  coniu- 
gati a  P^  un  piano,  cbe  si  cbiama  il  piano  polare  di  P^  (polo)  rispetto  alla 
superficie  del  2'  ordino. 

2.  Se,  medianU  una  Irai/ormassione  projtttiva  qualunque,  la  qaadrica  f  t  la 
eoppia  di  punii  A  «  B,  eonjagati  rìtpetto  ad  etaa,  ti  eamhiano  riip.  nella  qua- 
driea  F  e  nei  due  punti  A'  e  B',  anche  A'  e  B'  laranno  fra  loro  coniugati  ri- 
•pello  ad  F. 

Si  riconosca  ciò  come  conseK"o°^^  immediata  del  carattere  invariaotivo 
delle  formo  polari. 

3.  Dimostrare  che,  date  due  quadricha,  esista  nn  tetraedro  tale  cbe  ogni 
vertice  ha  per  piano  polare  rispetto  ad  oQtramba  la  faccia  ad  esso   opposta. 

4.  Data  una  funzione  intera /(x,  ,  ...  ,  s„-,  s,  ,  ..-  ,  »,  ;  z,  ,  ...  ,  z^)  di  una  o 
più  seria  di  variabili,  se  ne  possono  dedurre  le  cosi  dette  polari  mille  ope- 
rando an/ un  numero  qualunque  di  volta  e  secondo  un  ordina  qualunque 
colle  operazioni  fondamentali  ; 

D„  ,  D„  ,  D., ,  D„  ,  D,, 

Si  dimostri  che  tutte  queste  nuova  forme  hanno  carattere  invariautivo 
rispetto  ad  una  trasformazione  lineare  delle  serio  cogredienti  f ,  ,  ...  ,  x,  ; 
Vi  t  —  '  y*  '  —  o  "■'!*  corrispondente  trasformazione  dei   coefScienti   dolta  /. 

5.  È  importante  di  notare  cKp  i  simboli  operativi  Dpj  non  sono  tutti  fra 
loro  permutabili.  Bensì,  se  9  è  una  funsione  intera  qualunque  delle  seria  in- 
dipendenti p,  , ... ,  Pa  ;  Si  ,  ...  I  9)1  i  '1  >  -"  >  *'i  >  '1  '  —  '  '"  >  -">  *'  hanno   le  se- 
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unenti  identità  fondemeuteli  : 

D„DpT  =  D„D„»     ,     D„D„0-D„D„9  =  D„? 

».,I'™»=D„D.,,    ,     D„D„,-D„D„,=  D„, 
».,D„,-D„D„,  =  D„-D„9 
delle  quali  laeciamo  el  lettore  la  dimostruione. 


§  8.0  —  Forma  «g^glanta  e  forma  reciproca 
di  una  forma  quadratica. 

1155.  Sia  f{x,  , ...  ,  x„)  UDa  forma  n""  qualunque,  cioi  asx  fdQ- 
zioDC  intera  ed  omof^enea,  dì  grado  qualsivoglia  m,  delle  n  varìa- 
bili  X,  ,  Xf  , ... ,  x^.  EsegaeDdo  bu  queste  aoa  Boetituzione  lineare 
qualunque  : 

ac,  =  Xj,a:',  +  X,^',  +  .  . .  +  !,„«'„ 

(1) 

^»  =  ^nl*'  1+  *Bl*'l  +  .  .  .  +  ^nn^'it  > 
si  avrti: 

r(x,,...,x.)  =  ^x' .'.),  (!) 

dove  P  b  una  funzione  intéra  ed  omogenea,  dello  Btesso  grado  m, 
delle  variabili  trasformate  x*, ,  ...  ,  x'„. 
Se  poniamo  per  brevità  : 

I>^/  =  K, ,  ... ,  V>^/  =  u„  ;  D,.  F  =  u\ , ... ,  D,.^P  =  u'„      (3) 

ed  j/,  , ... ,  y„  siano  n  nuove  variabili  che    si   trasformino   cogre- 
dìcntouienle  alla  (1)  in  y\  , ... ,  y'„  ,  bì  ba  (art.  1)54)  : 

"iSi  +  «ìffi  +  -  +  «n^n  =  "'iJ'i  -1  "V»  +  -  +  «'«y'*-  **> 
Sostituendo  ora  nel  primo  membro  di  quest'eguaglianza  in  luogo 
delle  ji  ,  ... ,  y„  le  loro  espressioni  nelle  y\  , ... ,  y'„  ,  che  sono  af- 
fano analoghe  alle  (1),  ed  nguagliando  quindi  i  coeflicienti  dì  cia- 
scuna variabile  y'^  nei  due  membri  dell'identità  cosi  ottannia,  si 
trova  : 

u',  =  X„«,  ■^  X„w,  +  . .  .  +  X„,M„ 
(5) 

"'n=  *1bWi  +  ^in**»  f"  ■  •  ■  +  ^„„«„- 

Vediamo  dunque  (art.  1 1 20)  che:  le  derivate  parziali  D,  f , ...  ^  D,  ( 

sono  legale  alle  derivate  parziali  trasformate  D,-  F  , ...  ,  D,.  P  dalla 

soatiliizione  lineare  controgrediente  a  quella  che  lega   le   variabili 
X,  , ... ,  x„  alle  variabili  tratformate  x', , ... ,  x'„. 
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1156.  Sia  ora  jo  particolare: 

J-n  t~.n 

f{xi  ,  ...  ,  x„)  =2  J]aya:,x,     ,     «y  =  aj, , 

i-l    i-l 

nna  forma  quadratica  n'"'". 

Se  i  valori  delle  x^ , ... ,  x„  soddisfaao  all'eqaazioDe  : 

/{x.  ,  ...  ,  xj  =  0 , 

i  valori  delle  variabili  controgredientl  u,,... ,u„  definite  da 
soddi&feranno  ad  un'altra  equazione  : 

5C«, »J  =  0 

che  si  otterrà  eliminando  le  x,  , ... ,  x„  dalle  n+1  equazioni 
f[Xj  ,  ...  ,  a:„)  =  0  ,  «,  =  D„/ , ...  ,  u„  =  D,^^ 
Poiché  (art.  512): 

f{x)  =  gic.D,/  +  ...  +  xji^j)  =  -{u,a:,  +  ...  +  u„x„), 
il  sistema  delle  {9)  ai  pa&  scrìvere  : 

0  =  «I  ar,  +  ttj  a;,  +  ...  +  u„  x„ 

1 

-«,  =  a„a;,  +  a,,*,  +  ...  +  a,„x„ 


-«„  =  a„,a!,  +  a„^,  f  . 


dignisachè,  eliminando  le  x^  , ... ,  a:„ ,  si  trova  : 
0       U,       Ua     •••  u 


tC«i 


,«J  = 


La  forma  ^ (u,  , ... ,  u„)  cosi  definita  eotto  forma  di  deten 
te,  che  è  evidentemente  una  forma  quadratica  delle  variai 
V*  r  •  ■  ■  f  *'■  f  b'  chiama  la  forma  quadratica  aggiunta 
f(x,  , ... ,  x„).  Invero,  indicando  con  A,j|  l'aggiunto  di  a^p,  e 
terminante  2='=''ii^>  — '^nn  r  ^'  P°^  anche  scrivere,  come 
mente  sì  riconosce  (cfr.  pg.  205,  Nota  2>)  sviluppando  il  de 
nante  (10)  secondo  i  prodotti  di  un  elemento  della  prima  oi 
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tale  per  un  elemento  della  prima  Terticnle: 


'-)=f  |;a,.«,„j.  (11) 


1157.  Se  il  discriminante  della  forma   quadratica   f(x,  , ... ,  x„) 
è  nullo,  la  forma  aggiunta  cp(n,  , ... ,  D„)  è  un  quadrato  etatto. 
Infatti,  se  2±  a^^a^^  ...  a„„  =  0,  gì  ha  (art.  436)  : 

A,]  ;  A|t  : ...  :  Aj^  =  A^  :  A^  : ...  :  A,„  =  ...  =  A„,  :  A„j  : .._:  A„,  , 

dignisachè  si  potranno  detennlDare  n  nnmer!  p,  , ...  ,g„  tali   da 

aversi  : 

-*n  =  Pi*    .  A,(  =  pip,  , ... ,  A,„  =  p,p„ 
-**!  =  P*Pi  >  A„  =  p,»   ,  ... ,  A^  =  p,p„ 


^»i=Pn?i>  A„,=  p„p,,... ,  A„,=  p„». 
Si  polrà  donqne  Bcrivere  ; 

f  =5]-*ti"*"J  =2]piPj"i«j  =  {Pi"i  +  -  +  Pn««)*  . 
i.J  t.i 

e.  d.  d. 

1158.  Si  ponga  per  brevità: 

d  =2±  OhOm  ...  a„„  ,  D  =2±  ^n^tt  —  ^nn-  (12) 

Se  in  laogo  della  forma  quadratica  aggiunta,  definita  dalla  (il), 
si  consideri  la  forma  quadratica: 


si  ha  la  cosi  detta  forma  reciproca  della  /Tjx,  , ... ,  a;,),  il  cai  uso 
6  preferibile  in  molte  queslioni  all'uso  della  forma  aggiunta;  poi- 
ché essa  dà  luogo  all'importante  proprietà:  la  forma  reciproca 
della  reciproca  di  una  forma  quadratica  t  è  la  siesta  forma  f. 

Infatti ,  se  si  indichi  con  A  '^  V  agginnto  dì  A^j  nel  determinante 
2±^„.<lj,  ...  J„„,  si  tia  (cfr.  art.  429): 

A'tj       D  _  A'ijd_ 
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Vote  ed  Siwreisi. 

1.  S«  x^■.x^■.x^■.x^  sono  te  coordinata  omogenee  di  un  ponto  qnalanqno 
delio  Rpacio,  ed  t(,x,  -(■  u^x^  +  u,iE,  +  «(«^  =  0  è  1'  equazione  di  un  certo 
piana,  i  coefficienti  u,  :  w,  :  o,  i  u^  si  possono  assnmere  come  eoordinalt  omo- 
genee del  piano. 

Ciò  posto,  se  /(zj  ,  z,  ,  X,  ,  X,)  =  0  b  l'aqaaKione  di  ana  certa  snperflcìe 
del  2*  ordine,  l'eijuaELone  :p(u,  ,  u^  ,  u,  ,  h,1  =:  0,  ohe  si  ottiene  ngnai;lìando 
IL  caro  la  forma  a^gion^  della  forma  /,  rappresenta  la  stessa  superficie 
considerata  come  inviluppo  di  piani  ;  oioè  esprime  la  condiiione  neeeasarìa 
e  sufficiente  cni  debbono  soddisfare  ie  coordinate  u,  ,  «,  ,  k,  ,  u,  di  un  pia- 
no, affinchè  esso  sia  taugente  alla  snper&oie /=  0. 

Il  lettore  riconoscerà  la  Tsritft  di  quest'asserto  riflettendo  che  ^(u,  ,  «, , 
Uj  ,  H,)  =  0  esprime  la  coesisteDEa  delle  (9),  cioè  la  eondisione  affinchè  il 
polo  (cfr.  la  Nota  1*  del  §  precedente)  del  piano  u,  :  «,  :  u,  ;  u,  si  trovi  snlla 
8aper£ole/=0. 

§  9.0  —  Deflnlslone  di  Invarianti  e  eovarlantL  Esempi. 

1159.  In  Inogo  di  BOttoporre  alla  trasformazione  lineare  una  sola 
forma  algebrica  fondameotale  con  le  n  variabili  x,  ,  »,  , ...  ,  x„  , 
giova  considerare,  per  maggiore  generalità,  un  eittema  di  più  forme 
algebriche,  ciascana  delle  quali  poBsa  anche  contenere,  oltre  alla 
serie  di  variabili  a:,  ,  ar, , ... ,  x„ ,  altre  serie  s,  ,  y» ,  -.  ,y„;z,, 
Zi  ,  ...  ,  z„  ; ...  ad  essa  cogredienti  (art.  1118). 

Se  ^a:, ,  !c»  , ... ,  a;„  ;  y,  ,  y, ,  ...  ,  y„  ; ,..)  sia  una  di  queste  forme, 
essa  si  potrà  anche  designare  pi&  brevemente  con  f{x,  y,  ...) ,  od 

[A         V 

anche  con  f{x ,  y  ,  .  .  ■)  qualora  importi  metterne  in  evidenza  gli 
ordini  rispetto  alle  singole  serie  di  variabili;  cioè  cheessaènna 
funzione  intera  ed  omogenea  del   grado   il  nelle   x^ ,  x, ,  ... ,  x„ , 
intera  ed  omogenea  del  grado  v  nelle  y,  ,  y,  , ... ,  y„ ,  ecc. 
Ciò  posto,  sia  dato  un  sistema  di  forme  fondamentali  : 

f{x,y, ...)  ,<tlx,y, ...) , ...  (t) 

a  coefficienti  ft-a  loro  indipendenti  ed  affatto  arbitrari  ;   e  siano  : 

A(a:' ,  y' , ...)  ,  9.(x' ,  y' ,.,.), ...  (2) 

i  valori  delle  (1)  espressi  in  funzione  delle  variabili  trasformale 
x* ,  y' ,  ...  ,  che  si  deducono  dalle  x  ,  y  ,  ...  mediante  la  stessa  bo- 
stitazione  lineare  : 

^i=Oi»'i+*»»'i+  -  +«»*'n  I  i'i=Oiy'i+  —  +««y'«  )  ••• 

(3) 

cc„=:i,a;'i+Xja:',+  ...  +\,x'„  ,  j/„=Xiy'i+  ...  +i„y'„ ,  .... 

Se  ora  Àf ,  B^ ,  ...  sono  rlsp.  !  coefScienti  del  termini   generali 

in  f  ,if  , ...  ed  A'f  ,  B\  , ...  i   coefBclenti   del   termini  omologhi  in 

Capulli.  —  litiluiioni  di  attaliti  algtbriea,  8.^  edia.  88 


;yG00'^IC 


f,,Oj, ...  ,  eì  dice  che  una  funzione  razionale  B(A ,B,...;tt ,j/,—) 
delle  A( ,  B{ ,  ...  e  delle  x,  ^  x, , ...  ,  x„ ,  y,  ,  j/j , ... ,  v„  , ...  6  on  co* 
vanante  del  sistema  (1),  se  esiste  una  funzione  razionale  )r(a ,  S  ,„.,  1) 
dei  soli  coefficienti  delia  sostituzione  liueare  (3)  tale  ohe  si  abbia 
identicamente  (cioè  qualunque  siano  I  valori  delle  A  ,  B  ,  ... ,  e , 
y,....«,p,...,X) 

R(A' ,  B' , ...  \x'  ,y' ,  ...)=x{a  .  P  , ... ,  X).R(A  ,  B  ,  ...  ;  a  ,  y  ,  ...). 

1160.  Se  il  covariante  B  non  contiene  le  x  ,  y  ,  ... ,  cioè  dipende 
soltanto  dai  coefficienti  delle  (1)^  si  dice  anche  che  esso  k  un  ir- 
variante;  che  se  invece  dipende  dalle  sole  a; ,  y  ,  ... ,  si  dice  anche 
che  esso  è  un  covariante  identico. 

Finalmente  si  dice  che  R  è  un  covariante  (o  invariante)  at»o- 
luto,  quando  il  fattore  ][  è  una  semplice  costante  uguale  all'uniti. 

1161.  Le  forme  fondamentali  f ,  7  , ...  sono  evidentemente  dei 
covarianti  assoluti  ;  e  tali  sono  pure  (cfV.  art.  1154)  tntte  le  loro 
polari,  semplici  0  miste,  come  atl  esempio  : 

e,  per  consegaenza,  anche  i  loro  prodotti,  le  somme  dei  loro  pro- 
dotti, ecc. 

1162.  L'esempio  pifa  semplice  di  covariante  identico  si  hs  nel 
determinante  ^±  Xj^, ...  2„  composto  con  n  serie  cogredientt.  SI 
ha  infatti  (art.  1118): 

'X^x\y\  ...  3'„=(2±«iPi  •■.  >«)"'■  S^aJiff»  -  V  (*) 

1163.  Quanto  agli  invarianti,  l'esemplo  più  semplice  si  ha  nel 
caso  di  an  sistema  fondamentale  composto  di  n  forme  lineari  a,, 
bj. ,  ... ,  e„  ;  ove  si  è  posto  per  brevità  a„  in  luogo  di  o,x,+(i^i+- 
-i-a„x„,  ecc.  Infatti,  se  a'^  ,  6'^. , ... ,  e,,  sono  le  forme  lineari  tras- 
formate, 1  coefficienti  a'  si  deducono  dai  coefficienti  a  (art.  1133) 
mediante  la  sostituzione  lineare  controgrediente  alla  (3)  ;  e  simil- 
mente per  b'  ,c' ,  ....  Si  ha  dunque  (art.  1116)  : 

2i±o',i'j ...  e'„=2=cai?, ...  Ìb-S:*:»!*»*  -  e„.  (5) 

1164.  Un  altro  esempio  semplice  ed  importante  di  invariante  ci 
è  dato  dal  discriminante  (art.  1127)  di  una  forma  quadratica: 

i-U-i 
considerata  come  forma  fondamentale;  poiché,  se 
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6  la  sna  trasformata,  si  ba  : 

X=^a\ia'„ ... a'^  =  (5± 7,p,  ...  X„)».5±a,i«„  ...  a„„.  (6) 

La  verità  di  ciò  si  riconosce  sabito  rappr«8eiitand« ,  come  al- 
l'art. 1126,  la  forma  f  come  somma  di  n  qaadrati  : 

/'-W  +  [fc«j*  +  -  +  K]' 

di  n  fonale  lineari  a^  ,bg  ,  ... ,  e^,  poiché  allora  si  ha  (art.  1128): 

2-«ii«»i  —  «nn=  (5±«ifrs  •  •  e„)*.  (7) 

coBÌcchè,  se  a'a,' ,  b'^,- , ... ,  e'^  sono  le  forme  lineari  trasformate , 
si  avrit  similmente  : 

2±o',ia'g, ...  a'„„=  (5=^'t&',  -  «'„)*■  (7)' 

Ora  dalle  (7)  e  (7)'  si  trae  appunto  la  (6)  tenendo  presente   la 
relazione  (5)  gi&  trovata  all'art,  prec. 

Vote  ed  EisrolaL 


1.  Se  la  fnnsione  razionale  B  dell'art.  1159,  oontiena  oltre  alle  lerie 
X  ,  y  ,  ...  anche  delle  serie  di  variabili  u  ,  o  ,  ...  ad  esse  contiogredientì 
(art.  1120)  e  se,  dette  u',  v, ...  le  serie  trasformata  delle  u,  v,  ... ,  ai  ha: 

R(A' ,  B' ,..,;  x' ,  y' ,..  ;u'  ,v' ,  ...)=x-It(A  ,  B ,...;  a: ,  y  ;...;  «  ,  o  , ...), 

ai  dice  che  R  è  no  covariaide  mirio  de]  aistetna  (1). 

Como  coso  particolare  può  accadere  che  B  non  contenga  le  x,  y,  ...  ,  ma 
soltanto  le  u,  e Allora  ni  dice  che  B  è  ttn  eontrovariante  del  siatema  (1). 

2.  BicoBOBcero  che  la  forma  u,ic,+u,a;,+ ...  H-Haa^n  è  un  e 
(identico  ed  asiolulo).  Cfr.  art,  1122. 

8.  BicoQoscere  ohe  la  forma  quadratica  fondamentale: 

i  sua  forma  aggiunta  (art. 


ha  per  contiovarìanta  la  sua  forma  aggiunta  (art.  1166) 
preci  samante  : 


1  proponiamo  ora  di  dimo- 

f(x^  ,  ajj)  =  a^Xi"  +  aia:,""'  +  ...  +  a^x^", 

?(«!  ,  »»)  =  fcvCi"  +  6,a;,"'"'xj  +  ...  +  6„a:,", 

cioè  qnella  funziona   intera   BCOg  ,  a,  ,  ...  ,  io  -  ^<  •  ■-)   ''^'   '*>*'''   coefficienti 
che  è  già  stata  definita  (art  1008)  come  risultante  delle  due  equazioni: 

f(x)=:a^''+ajx'^~^+  ...  z=0  ,  (p(a;)=èoa:'"+6i!c'""'+...=0, 
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=<»..°..-.»..»..-)  =  «.-»©'(|)-'(i7) 


è  un  inTarUote   del    •titema   delle   due   forme   foDdftmenUJi  f(x.,xj)  e 

o(x.  ,  X.). 

Se  K,  :  a,  ,  p,  :  ^ A\-\  sono  1»  "  radici  di/(x)=0,  bì  h»  (kL  1065}: 

Va,/" 
DTToro  acche,  facendo  sparire  le  fracioni  : 

[«.?.-  *■)"•  K(».  ,  o, K,  «,  ^••)=<>e"»<«,  .».)■••  T(»i .  y-     (i) 

Si  eiejpiK  ora  salle  f ,  ,  a:,  una  aostìtuiioae  lineare  qaalnuqao  : 

in  virtù  della  qnale  il  ottenga  : 

rt«,  ,  1!,)  =  F{cc',  ,  e,)  ,  f(l,  ,  X,)  =  »(l',  ,  »',)  (C) 


e  (iano  a,  ,  a\  ,  ...  ,  £'„  ,  6',  ,  ...  riip.  i  coefficienti  delle  nnove  forme  F  e 4. 
Se  la  BOBtitniione  (B)  cambia  le  coppie  a, ,  s^  ;  ^, ,  ^,  ;  ...  riap.  in  a,  , i',  ; 
^'i  >  ^'>  <  ■-  <  l'e<l°aEÌone  F(x',  ,  x',)=0  avrà  evidentement«  per  radici  i  rap- 
porti >'(  :  >',  ,  ^',  :  ^' ;  onde  si  avrk,  analogamente  alla  (A)  : 

[»'#, ...  X',]-. E(<.'. ,  a', , ... ,  !.'. ,  6', ,  ...)=o',".«(a', ,  a',)«(P', ,  f,) ... 

e  quindi  anche  per  le  (C)  : 

[a',?', ...  V,r  ■  K(<.', ,  o', S',6',  ...)=a'," .?(«,,  o,)»C?, ,  P,)  .■■ , 

C0BÌccIi6  paragonando  con  A  si  trova  r 

a,"  •  [a-, ...  V,r  •  R(«'o  -  «'.  -  -  .  b', ,  ...)= 

^a'o" .  [et, ...  X,]".  R(0( ,  o, 6„ , ...).     (D) 

Ora  dalle  (B),  posto  per  brevità:  fiCf—Yi^i  =  ^i  *>  trae: 

4«'«  =  (a»Ti-OiT:s)    .    4?'»  =  (?»ri-Mi).-. 
onde: 

aod»a',f/, ...  i',=tto(ajTi-aiY»)(Mi-Pir.)  -  ='A  -  Vlf i .  T») 

=«,P.  ...>,.<. 

FerUnto  ai  ha  dalla  (D)  : 

R(o'(, ,  a', , ... ,  b'a  ,  fc'i  ,  ...)=A'*''-R(ao  ,  <»,  ,  -  ,  ^o  -  *i  )  -)  » 

0.  d   d. 

5.  Va  altro  esempio  importante  ci  é  fornito  dal  dticriminanla  di  Dti4 
forma  binaria:  /(*,  ,  «,)=»„i|"+0|j;i''"'x,-f  ...  -(-On*,",  ciò*  da  quella  fon- 
EÌone  intera  D(a,  ,  a,  ,  ...  ,  a„)  dei  suoi  coofficìentì,  cba  abbiamo  già  Ìdcod- 
trato  (art.  986j  corae  discriminante  dell'equazione  /(»):^o^"+o,i"~'+-... 
-|-a„^0.  Lasciamo  al  lettore  di  liconoBcere  che  esso  è  un  invariante  d«IU 
forma  fondamentale  /(x,  ,  x,).  A  qneet'ogfi;etlo  gioverà  partire  dall'esprei- 
Sion  e  :  _^ 

D(<..,a,,..,aJ  =  »»-.JJ(«i-«i)' 
i»' 

in  cai  a,  ,  O] età  Bono  le  n  ladici  di  /(x)  =  0. 
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§  10.'>  —  Esprimi  biuta  del  covarlaatl  ragionali 
come  qaotl  di  covarianti  Interi. 

1165.  Indicando,  comò  all'art.  1159,  con  A, ,  5^ ,  ...  !  coefficienti 
delle  forme  algebriche  primitive  f ,  <j  , ...  e  con  A'(  ,  B\  , ...  1  cor- 
rispondenti coefficienti  delle  forme  trasformate  A  >  9i  j  —  compo- 
nenti il  sistema  fondamentale  : 

f{x,j/,  ...)=fi(x' ,  y' , ...) ,  <?(a: ,  3/ ,  ...)=?,(a:' ,  y' ,  ...) , ... ,      (l) 

sia  B(A  ,  B  , ...  ;  x  ,  y  , ...)  tin  covariante  razionale   di   qnesto   si- 
stema. 

Si  sa  dalla  teoria  della  divisibilità  delle  funzioni  intere  di  più 
variabili  che  ogni  funzione  ragionale  di  più  variabili  si  può  sempre 
esprimere,  ed  in  nn  unico  modo,  come  il  quoto  di  due  funzioni 
intere,  prime  fra  loro,  delle  stesse  variabili.  Possiamo  dunque  scri- 
vere : 

H(A,B,....,....,.:;i;B;:;:;;;:^,    ,. 

dove  F  e  (^  sono  finzioni  razionali  intere  prime  fra  loro  di  tutte 
le  variabili  A  ,B  ,  ...  ,x  ,y  ,  .... 
Per  il  supposto  si  ha  : 

F(_A:,B'^.„;5^y^)  F(A,B, ■■■;;., y,...) 

'Ì>(A'  ,1ì'  ,...;x'  ,y'  ,...)^-^^'^  '"■'^'  ^A.,B,...;x,y,...y    ^^* 

dove  X  è  una  funzione  razionale  delle  sole  variabili  «, ,  pf,..,,X 
(coefficienti  della  sostituzione  lineare). 

Ora  dalle  (1)  emerge  chiaramente  ohe  le  A'(  sono  funzioni  li- 
neari intere  delle  A^  con  coefficienti  che  sono  funzioni  ìniere  delle 
Kj ,  ^f  ,  ... ,  Xj  ;  e  Io  stesso  dicasi  delle  B'^  rispetto  alle  Bj ,  ecc. 
Pertanto,  se  in  luogo  delle  A' ,  B' ,  ...  ,  x' ,  y'  ,  ...  si  pongano  ri- 
spettivamente le  loro  espressioni  nelle  A  ,  B  ,  ...  ,  a: ,  p  , ... ,  si  potrà 
scrìvere  : 

F(A',B',...  ;a:',j,',...)  =  ^'-^' 


,.;a;,y,...;a,g,...,X) 


*(A',B',...  ;a:',s«',...)  = 


(i) 
^i(A  ,  B  ,  ...  ;  a:  ,  i,  ,  ■■■  ;  a  ,  g  ,  ...  ,  X) 


dove  h\  ,  *,  sono  funzioni  intere  e  D=2±'i?j  ■•■  K'i  *^'  P'^i  ^i  ^ 
*i  sono  nelle  A,  B, ...  ,  a: ,  y  , ...  risp.  degli  stessi  gradi  delle  F  e  *. 
Sostituendo  le  espressioni  (4)  in  (3)  si  avrà  dunque  : 

F,(A ,  B  ,..^  ,y,...;a ,  P^^.)  ^  /.(a  ,  ^,...j-F(A  ,B,...;g,  y  ,..J 
*.(A ,  B ,...;  X , y ,...;  a ,  p ,..0     x.(a .  ?  -■■-)■  *{A ,  B ,...;  x  iy ....)  ' 

dove  Xi  ,  Xs  sono  certe  due  funzioni  intere,  prime  fra  loro,   delle 

sole  variabili  a^ ,  Pi  i  •■*  »  V 
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Poiché  ora  la  frazione  nel  secondo  membro  è  gi&  ridotta  alla 
sua  pili  semplice  espressione,  e  poiché  i  nnmeratori  e  i  denomi- 
natori nei  dne  membri  sono  risp.  degli  stessi  gradi  nelle  A, ,  B, ,.» 
Xi  ,yf ,  ...  ,  dovrà  esistere  nna  rànzione  intera  XoC»  ,  ^  ,  —  ,  i)  delle 
sole  a,' ,  ^{ , ... ,  ì{ ,  tale  da  aversi  identicamente: 

P,(A  ,  B  ,...;  X  ,  y  ,...;  a ,  p  ^..)=Xo-XrP(A  ,  B  ,...;  x ,  y  ,...) 

*,(A ,  B  ,...;  X  ,  y  ,...;  a  ,  %  ,...}=x.,-Xi-*{-A- .  B  ,...;  x,y  ,..), 

digolsaehè,  confrontando  colle  (4),  si  coDclade  : 

F{A' ,  B'  ,..;  e  ,  y'  ,...)=XoXiD-*P(A  ,  B  ,...;  x  ,  y  ,...) 

«■(A' ,  B'  ,...;  ^  ,  y'  ,...)=XoX.D"*-*(A  ,  B  ,...;  x  ,  y  ,...), 

cioè  che  ciascTina  delle  dne  fnnzioni  intere  F  e  4  d  per  sé  stessa 
un  covariante. 

Resta  con  ciò  dimostrato  che  ae  un  covariante  razionale  none 
intero,  esso  è  il  quoto  di  due  covarianti  interi. 

§  ll.ti  —  Proprietà»  fondamentete  del  ooTarisnU. 

1166.  Dopo  quanto  si  è  stabilito  nel  §  prec,  possiamo  d'ora  io* 
nanzi  limitarci  allo  studio  dei  soli  covarianti  interi. 

Mantenendo  le  stesse  notazioni  del  §  prec,  sia  (t(A ,  B ,...;  x ,  y ,...) 
un  covariante  intero  qualunque  del  sistema  di  forme  fondamen- 
tali /* ,  f  , ...  ;  cosicché  si  abbia  : 

4{A' ,  B' , ..;  x' ,  y'  ,...)=x{a  ,  f  ,...,  X)-*(A  ,  B  ,...;  x  ,  y  ,...).   (1) 

Ci  proponiamo  di  dimostrare  che  la  funzione  razionale  i(a ,  ^ ,...,  ).) 
è  una  potenza  intera,  positiva  o  negativa,  del  modulo  D=2;±ai?i.-Ai 
della  sostituzione  lineare: 

■■  Xi=aix',+a,x',+...+a„x'„         (  y,=«,y',+a,y',-l-...+a„y'„ 


^  x„=i,x',+x,x',+...+i„x'„       \  yn=\y't+\y'i+-+Ky'H 

che  lega  le  x  ,  y  , ...  risp.  alle  x' ,  y' 

1167.  Cominciamo  dal  notare  che,  esprìmendo  le  A' ,  B'  , . . .  i 
x' ,  y' ,  ...  in  funzione  delle  A  ,  B  , ... ,  a: ,  y  ,  ...  ,  si  può  porre, 
come  nel  §  prec.  : 


*(A',B',...;i',j',...): 


(»i(A,B,...;x,y,...;a,^,...) 


ed  esprimendo  invece  le  A  ,  B  , .  .  . ,  a; ,  ^  , . . .  In  fanzione  delle 
A' ,  B' ,  ...  ,x'  ,y' , ...  : 

a.(A,B,...,„„...)=''-'^''''''--y'"-"-g--' 


zcsb/Goo'^lc 


dove  •!>,  ,  9,  esprimono  fanzion!  intere  ed  A ,  fe  nameri  interi  e: 
positivi. 
Queste  due  formole  combinate  colta  (t)  ci  danno  risp.  : 


*(A ,  B  , ...  ;  X ,  y  , ...) 
*i{A', B', ...;;);', /,...;g,g,...) 


X(«,^...,X)  *(A',B',...;a:',y',...) 

Poicliè  ora  la  prima  di  qaeste  ngnaglianze  è  una  identità  ri- 
spetto alle  variabili  Af ,  Bj , ... ,  Xj ,  t/i ,  ... ,  ti ,  ^  ,  ...  che  possono 
prendere  valori  arbitrari  fra  loro  del  tutto  indipendenti,  e  cosi  la 
seconda  è  un'identitft  fra  le  A' ,  B'  , ... ,  x'  ,  y' , ... ,  i  ,  ^  , ...  che 
Bono  del  pari  fra  loro  indipendenti,  potremo  nella  prima  ugua- 
glianza sostituire  per  A,  ,  B| l'i ,  i/i ,  •■•  dei  nameri  scelti  a 

piacere  che  non  aanullino  la  funzione  Ó(A  ,B  ,  ...  ,x  ,y  , ...) ,  e 
similmente  nella  seconda  potremo  sostituire  per  le  A'j ,  B', ,  ...  , 
x'i ,  y\  , ...  dei  numeri  qnalisivogliano  che  non  annullino  <I>(A'  , 
B' ,  ...  ;  x'  ,  y' ,  ...).  Dopo  ciò  in  queste  uguaglianze  resteranno  in- 
determinate, e  ancora  completamente  arbitrarie,  le  sole  «j ,  Q^  |..-i^ii 
lo  quali  però  figurano,  nei  secondi  membri,  soltanto  nei  numera- 
tori, cioè  in  modo  intero.  Le  due  sopraddette  uguaglianze  assu- 
meranno dunque  la  forma  speciale  seguente  : 

Cz-C»,  ?,...,!)  =  </,(«,  ?,...,).)  (8) 

x(i7f::TTj  =  «''? ^''  <*) 

essendo  ^,  ,  ^,  funzioni  intere  delle  sole  a  ,  ^  , ...  ,  X. 

Ora  queste  due  uguaglianze  moltipllcate  membro  a  membro  ci 
danno  l' identità  ; 

*,(«,? ;.)•♦,(.,  p,...,x)  =  D"« 

dalla  quale,  poiché  le  funzioni  intere  «li,  e  iji,  non  possono  decom- 
porsi in  un  prodotto  di  funzioni  prime  che  in  un  unico  modo,  ap- 
pare chiaramente  che  ognuna  di  esse  deve  essere  una  potenza  In- 
tera e  positiva  di  D. 

Sostituendo  nella  (3)  per  il»,  tale  potenza  di  D,  si  avril  dunque 

X(a,J,...,X)  =  D', 

essendo  t  un  intero  positivo  o  negativo,  e.  d.  d. 
1168.  Il  numero  t  per  il  quale  è  soddisfatta  l'eguaglianza: 

*CA' ,  B' ,  ...  ,x',tf', ...)  =  D^*(A  ,B,...,x,y, ...) 

si  chiama  (per  ragioni  che  appariranno  nel  seguente  §)  il  peso  del 
covariante  <I>. 
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§  12.0  —  Relatlone  fra  «rdinl,  grftdl 
«  peto  di  OD  covarlMite.  Iw>barÌsmo  del  saol  (ermlni. 

U69.  Mantenendo  ancora  le  stesse  notazioni  dei  §§  precedenti, 
la  4>  nn  covariante  di  peso  t  delle  forme  fondamentali: 

A^  ,y ,  -).  9(3:, y, ■•■).-  ,  (1) 

cosicché  : 

<I)(A' ,  B' , . .  ;  x' ,  y' , ...}  =  D^  *(A  ,  B  , ...  ;  a: ,  y ,  ...)■  (2) 


'f  non  fosse  omogeneo  nei  coefficienti  della 
forma  f,  o  negli  clementi  della  serie  x,  esso  sarà  evidentemente 
la  somma  dì  parti  omogenee,  ciascuna  delle  quali,  al  pari  dell'in- 
tera funzione  4>,  dovrà  per  so  stessa  soddisfare  alla  (2),  ossia  fo- 
dere essa  stessa  della  proprietà  invariantiva.  Pertanto  ci  limite- 
remo d'ora  innanzi  a  considerare  covarianti  omogenei  nei  coeffi- 
cienti di  ogni  singola  forma  fondamentale  e  del  pari  omogenei  ne- 
gli etementi  di  ogni  singola  serie  di  variabili. 

Ciò  posto,  se  indichiamo  con  j,  il  grado  di  *  nei  coefficienti  A 
della  forma  f,  con  g^  il  suo  grado  nei  coefficienti  B  di  f,  ecc.,  1 
numeri  Qi  ,  g^ ,  —  si  diranno  ì  gradi  del  covariante  <I>  (riBp.  cor- 
rispondenti alle  forme  fondamentali  f ,  <f  ,  —)■  Se  indichiamo  poi 
risp.  con  7i  t  Yt  >  *-■  "  grado  di  <t>  nella  serie  x,  nella  serie  f,  ecc., 
i  numeri  fi ,  ^j ,  >..  si  chiameranno  gli  ordini  di  4>  (per  le  rispet- 
tive serie  x  ,y  ,  ...). 

1170.  Sia  m.  il  grado  complessivo  della  forma  fondamentale  f 
in  tutte  le  x  ,y ,  ...  ;  sia  m,  il  grado  analogo  per  la  ?,  ecc. 

Se  sostituiamo  in  4>  in  luogo  delle  A' ,  B' ,  ...  le  loro  espressiani 
nelle  A  ,  B  ,  ...  ,  si  avrà: 

*(A' ,  B' , ...  ;  ar' ,  p' ,  ...)=*,(A ,  B  , ...  ;  x' ,  y'  , ...  ;  a ,  p  , ... ,  X),  (3, 

dove  $,  è  una  funzione  razionale  intera  che  rispetto  alle  a, p,...,À 
sarà  omogenea  e  di  grado  m,i;,+mj9,-|-... ,  poiché  4>  è  del  grado  g, 
nelle  A'  ed  ogni  A'  si  esprime  con  una  funzione  intera  delle  À  e 
delle  a  ,  ^  , ... ,  X  che  rispetto  a  queste  ultime  è  omogenea  e  del 
grado  stesso  m,  della  forma  fondamentale  f,  e  similmente  perle 
B',  ecc.  Se  invece  sostituiamo  in  4'(A  ,  B  ,  ...  ;  se ,  ^  ,  ...)  in  laogo 
delle  X  ,j/  ,  ...  le  loro  espressioni  nelle  x' ,  y' , ... ,  che  sono  llnewi 
ed  omogenee  nelle  a  ,  ^  ,  ... ,  X,  si  avrà  : 

*(A  ,  B  , ...  ;  a: ,  y ,  ...)=«>ì(A  ,  B  , ...  ^  x'  ,  y' , ...  ;  a ,  B  , ... ,  i)     W 

dove  Oj  è  una  funzione  intera  che  rispetto  alle  a ,  p  , ... ,  X  sari 
omogenea  e  di  grado  yi+yi+ ....  Dalle  (2),  (3),  (4)  aegne  ora: 

*,{A ,  B ,...;  a:' ,  y',...;  a ,  p  ,...,  X)=D'-  *j(A ,  B ,...;  x' ,  y\...\  a  ,  p ,...,  X) , 

e  dev'  essere  questa  un'  identità  rispetto  alle  variabili  compiei»- 


l,ZÙ.0yCjOO^^IC 


mente  indipendenti  A  ,B  ,  ...  ;  x' ,  t/'  , ...  ;  a  ,^  ,  ... ,)..  Egnagìiando 
i  gradi  dei  due  membri  nelle  o  ,  p  , ...  ,  X,  ai  trova  cosi  dover  essere: 

""iffi  +  «"iffi  +  -  =  »t  +  7i  +  T»  *-  ■■•■ 

Pertanto:  U  peso  di  un  covaì-iaìite  n''"  »i  esprime,  in  funzione 
dei  «Mot  gradi  ed  ordini  e  degli  ordini  delle  forme  fondamentali, 
mediante  la  formala  : 


tl71.  Se  nella  forma  fondamentale  (che  per  semplicità  sappor- 
remo contenere  la  sola  serie  x)  : 


/>,  ,a:, ,...  ,a:„)=y^A^ 


I»,-"» 


consideriamo  an    coefflctente   qualunque  A  ,  gli  indici  a.  , 

a,  «,.■-*'. 
"t  •  —  t^aJ  i^i  <ìunli  corrisponde,  li  chiameremo  i  peti  di  tale  coef- 
ficiente ;  e  precisamente  cliiameremo  yrimo  jjeso  l'indice  «, ,   ae~ 
condo  peso  ì'  Indice  a^  ,  e  cosi  via  : 

Ciò  posto ,  si  esegniscB  nella  f  la   sostituzione  lineare   aempli- 
cissima  : 

x^=x\  ,  ...  ,  x„_i=x\^,  ,  Xj,=ix\  ,  x^^^=x\,^  ,  ...  ,  x^=x'„. 

Si  avrà: 

fi^x  .  ^ ,  ^n)  =S  ^"'■■A,^,^  _  ,^(x'.)"  {x',)\..  (x'j"  , 

onde  : 

A'  =  e\.A 


G  similmente  per  le   allre   forme  fondamentali   ^(x,  , ...  ,  x„) ,  ,... 
Pertanto,  esprimendo  nella  f2j  le  A' ,  B'  , ...  colle  A  ,  B  , ...  e  le 
x'  ,y' ,  ...  colle  X  ,y ,  ...  ed  osBervando  che  ora  D=e,  si  trova   la 
identità  : 

/  --::\       /       !-;:-\ 

«I     s'A  ,  S'B  ,  ...  ;  5l     ?>     .,     |  =  i'.«l     A,  B,...  il.,  ......     I 

V       '  /  V       / 

dove  p  indica  V  h""  peso  del  coofBcionto  A,  Blmilmente  q  rA"" 
peso  di  6,  ecc.  Identificando  ogni  termine  dol  primo  membro  col 
corrispondente  del  secondo,  si  vede  di  qnì  che,  se  Pj  è  la  somma 
degli  A""  pesi  di  tutti  i  coefficienti  A  ,  B  , ...  che  entrano  come  fat- 
tori (semplici  0  ripetuti)  in  un  qualsiasi  termine  del  covariante  * 
CAmLLi.  —  hlituBioHÌ  di  aialiti   algalirica,  &.■   cilii.  S9 
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e  II;,  È  il  grado  di  qacsto  ates&o  lennine  rispetto  alle  variabili 
x^  ,  y^  ,...,  la  differenza  P*— Hj,  è  uguale  n  ~,  peso  del  covarianic*. 
/,n  differenza  P^-il^  {che  sì  definisce,  come  peso  h""  del  UrnÙM 
considerato  (*))  ha  dunque  lo  stesso  valore  in  ogui  termine  dtl  co- 
variante 0.  Essa  è  inoltre  indipendente  da  li,  e  si  ha: 

P,  -  n,  =  P(  -  n,  =  ...  -  P„  -  1I„  =  -, 

essendo  ~  il  peso  del  covariante  4>. 

Questo  teorema  si  esprime  spesso  dicendo  che  la  funzione  4  è 
isobarica  (cioè  di  egual  peso  in  tutti  i  suoi  termini)  rispetto  a  cia- 
scuno degli  11  indici  1,2,...,  n. 


Vote  ed  Esercln. 

o  qaantD  sì  i  detta  ti  un»  fortnt 


/•(a:,  ,  atj)  =  V  A      ar,  'a?,    . 


Nella  rappreseli  t  BEI  OH  e  ordinaria  della  forma  binaria   si   dìstin|;Dono  i 
diversi  coefficienti  cai  solo  secondo  indice,  ponendosi  p.  e«.  : 

f(x,  ,  x,)=pax,•'+p^x^"'~'x^+p^x,'*-^x,■'■^-  ...  +p„x^':  (a) 

Co naega entrine» le  a  ciò  non  si  parla  che  di  un  lolo  peto  (qaello  da  noi 
chiamato  eopra  secondo  peso)  attribuendo  ad  ogni  coefficiente  un  peso 
egDitle  al  suo  indice,  cosicché  un  prodotto  qualunque  di  coefficienti  p  come: 

Oo     »,     a,  »„ 

Po    Pi    Pt     -P« 
avrà  per  peso  : 

Oao  +  l7,  +  2a,  +  ...  +  ma„. 
2.  Pertanto,  se  : 

^=2j''p«  Pi  -p^  w 

(essendo  le  e  dei  coefficienti  numerici)  6  un  invariante,  di  ^rado  g  t  H 
peso  T,  delta  forma  fondamentale  (st,  oltre  ad  aversi  per  tutti   i   termiui 


(*)  Cosi,  ad  esempio, 
per  primo  peso  :  l  +  8,2  +8  —  1  —  1     =   8 

per  secondo  peso:  2  +  8.1  +  1  —  1—2.1=    3 

pel  terto  peso:  8  +  3.8  +  0-1-0    =11 

onde  esso  non  potrebbe  essere  termine  di  alcun 
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—  Tor- 
della 1  : 

«0  +  aj  +  ff,  4-  ...+(»„  =  j/  ,  (y) 

dovrà  averci  altresì  : 

«,  +  2aj  +  3aj  +  . .  +  mv„  =  t,  (S 

e»aeiidu  ora  -.  (ari.  1170)  dato  dalla  forinola: 

mg  .  . 

t  =  -f-  (e) 

Dalla  (3)  emrrge  che  il  pMo  dì  un  ioTarianM  qnalnnque  è  sempre  nn 
numero  intero  e  irusitivo;  onde  atigne  poi  dalla  (i)  che  uiia  forma  fnnaria 
di  ordÌKt  diipari  non  pub  mai  avfre  invarianti  di  grado   ditpari. 

8.  Per  uoa  forma  fondamentale  quadratica /=:ppj:,*  +  !)p,X['',  +  8j),r,* 
esiste,  come  si  è  visto,  l'invariante  (di  fn^ado  'j  s  paso  2)  : 

Pi'-PaPt: 

ma  noD  esistono  covarLanti  con  una  sola  serie  di  variabili. 

i.  Per  la  forma  foiidamputale  cubica:  /  =  PoS:,' +  2j>,arj«, +■  8p,x,' 
+  Pg*i*i  bì  ha  un  solo  invariante,  di  grado  4  e  peso  -J,  cioè  il  disorimi- 
□  ante  (cfr.  art,  !)lU)  : 

i  =  HpoPi  -  Pi^)(.Pi  Pi  -  p*')  -  (PoPs  -  PtPtY- 

Sì  hanno  inoltre  i  due  covarianti  : 

H  =  (poPt  -  p,^)Xi*  +  {paP3  -  Pi  Pt)XiX^  +  (Pi  Pi  -  pj») 
che  6  l'HoesIano  di  /  (cfr.  %  14),  e 

~'^{poPìP3-^P,*P3+PiPs')'^i^^*-(PoPi*-'MPtPi+'W)'=i^ 

che  è  riacnbÌBno   di  /  e  di  H  (cfr.  %   18). 

Si  potrebbii  poi  dimostrare  che  ogni  altro  covariante,  contenente  la  sola 
serie  di  variabili  x,  ,  x,  ,  ai  può  esprimere  come  funzione  railonale  intera 
delle  qunttro  forma  /,  H,  Q,  i. 

5.  Verificare  che  fra  Je  quattro  forme/,  H,  Q,  A  ha  luogo  la  relaiione' 

6.  Pvr  la  forma  fuiidameiilalo  del  4°  ordine  : 

oltre  ai  due  invarianti  (cfr.  pag.  611): 

'■  ^  PoPi  -  ^P,lh  +  '^Pi' 

ed 

J=P«PtPi-f^   '^P\PtP3-pt''-PùPt-p\*P<,       ■ 

«i  hanno  i  duo  covarianti  : 

^^{PnPi-Pi*  =^i+~{P'iV3-piPiW'^»HPi,Pi^^PiPì-^Pi'W^t' 
+  ^KP^Pi-piPì>v'ìHPiP4.-Pì)'>:%* 
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che  6  l'HesKlano  di  /  (cfr.  §  14),  o 

+(  P<,*Pi+^PoPtP»'  ^PoPi'^^Pi'piW'^t 

+5(;'oP,p4-3poP»Pa+2i',V»K*a:,*HO{p,»i>4-Ì»oJ's>iV 

■^H-PoPiPi+^PiPtl't  -  ^P,  p3^)=^iW 

■^i^P*Pt*-pt*Po-^P,P3lU-WPi>,'*'t^ 

+  l^Pt  PiPt-P,  Pi*  -  2i>3  Vi* 
cbe  é  l'Iacobiano  di  /  e  di  H  (ctr.  %  18). 

Anche  qui  si  potrebbe  dimoslr»re  {*)  che  o^ni  all'io  covarìkote  di  /, 
conteoente  1k  sol»  eorie  di  variabili  x,  ,  x, ,  hi  pu6  esprimere  come  fun- 
siono  raEionato  iateta  delle  cieque  forme  /,  H,  T,  I,  J. 

7.  Bicaaoscera  che  le  cieque  forme/,  H,  T,  i,  j  souo  le^te  dalla  re- 
lazione ; 

g  13.0—  OoTarlftDte  Jacoblsno  del  slstem»  di  n  forme  n'^'. 

1 1 72.  Stano  /',,/',,  ... ,  /*„  n  forme  n'"  fondamcntóli  qnalisÌTO- 
(aliano  conteneDti  la  serie  di  variabili  x^  ,  x^  ,  ...  ,  x^.  Il  deiermi- 
nanto  formalo  colle  derivate  prime  della  f  rispetto  alle  singole 
variabili  : 

0'.).,    (A),.   .  ■  ■    (fX„ 


(rx  (fx  .  ■ .  (r..).„ 


clic  indicheremo  brevemente  con  Je  si  eliiama  il  J^acoftidHodclle 
fì'fit  —  1  ^«  »  fe  an  covariante  del  flistema  delle  forme  fondamen- 
tali ^w/t .- .r„- 

Per  dimostrare  ciò  ci  serviremo  del  principio  evidente  che  « 
il  prodotto  dì  due  forme  e  una  di  etse  godono  della  proprietà  i«- 
vnriantiva,  deve  godere  di  tale  proprietà  anche  l'altra  forma.  Se 
dunqae  S,  ,  S* ,  •■■  ;  in  i  >Ii  >  >1ì  >  —  >  >i„  ;  —  :  «"i  t  «i  >  —  >  '"«  sono  n 
nuove  serie  di  vaviabili  co^redicnti  (art.  1118)  alle  x^  ,  x^  , ...  ,Xg, 
bnsterft,  per  dimostrare  quanto  si  è  asserito,  far  vedere  che  il  pro- 
dotto (**)  : 

J-Cg)]  ...  to) 

è  un  covariante  ;  poicli6  (Ir^ ...  (>))  è  già,  come  sappiamo  (art.  1162), 
un  covarìante. 

Infatti,  eseguendo  il  prodotto  dei  due  determinami  J  e  (5>l...«) 
colla  regola  ordinaria  di  moltiplicazione,  si  trova  subito  (cflr.  ar- 

(*)  Per  qaeala  dimoitrailune,  corno  per  l'analoga  precodeate,  si    T«KKt 

l'opera  del  CUt/tcla  Theorte  der  binarea  algthraitehta  Fanaen.  (Leiptift  1872). 

(**j  D'ora  inuansi  scrìveremo  per  brevità  lEi— w)  Ìd  laoK<*  ^i  S^^ili'"*^' 
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ticolo  1145): 


io).J  = 


Resta  cosi  dimostrato  quanto  8i  voleva:  poiché  il  secondo  membro 
è  un  Hgficregato  r&zionalo  intero  di  forme  del  tipo  D^xfi  j  ^xtfi  >■•'■> 
e  ciascuna  di  queste  b  gih,  per  sé  stessa,  come  si  è  già  uotato 
(art.  116 1),  un  covariante  assoluto. 

1173.  Per  determinare  il  peso  t  del  covariante  J,  basta  appli- 
care la  formola  dell'art.  1170.  Oppure  si  può  osservare  die,  es- 
sendo ($13  ...  iti)>J  un  covariante  assolalo,  ed  essendo  (art.  116'J) 
il  fattore  (^n  ...  u)  un  covariante  di  peso  —  I,  il  secondo  fattore 
dev'essere  evidentemente  del  peso  i  =  1. 

Vota  ed  Eisroizi. 


1.  So  li  haono  tre  forme  temarÌR /,  ,/,  ,/, ,  le  tre  equasi 
e  omogenee  r ,  :  x,  : 


1=::0 


{*) 


rappresentano  tre  carve  piane  in  coordi 

lione  J=0  rappresenta  il  luogo  di  quoi  punti  aei  piano  le  cui  retie  pujan 

rispetto  alle  tre  curve  (a.)  passano  per  uno  stesso  pnnto. 

•Z.  Se  le  forme  /,  ,/',,/,  sono  quadratiche,  le  carvc  (a)  eouo  tre  coniche 
e  la  curva  J-0  è  una  curva  del  terc'ordine.  Si  dimostri  che  tt  di  uh  punto 
qualunque  di  J  (i  prtndan<i  te  polari  ritpeUo  alle  Ire  caaiche,  ette  t'incontrano 
■a  «n  altro  punto  della  lirtta  J. 

8.  Dimostrare  che,  se  le  tre  coniche  hanno  un  triangolo  oonjuKata  in 
comune,  la  Jacobiana  si  spezza  in  tre  retle  coincidenti  coi  lati  di  questo 
triangolo. 

4.  Dimostrare  che,  se  le  tre  coniche  hanno  due  punti  in  comune,  )a  Ja- 
cobiana  si  spetta  in  una  conica  e  nella  congiungente  ì  due  punti. 

5.  Se  dunque  si  considerino  i  cerchi  del  piano  come  coniche  paisanti 
per  due  punti  ftssi  (i  punti  ciclici  all'iufinica);  (cfr.  pag.  bT5,  Nota  7')  a  si 
ricordi  che  (a  Jaeobiana  di  Ire  curva  pana  (cfr.  pag.  582,  Nota  B')  per 
ogni  punto  eontunii  altt  Irn  curve,  si  riconosco  subito  cha  la  Jaeobiana  di  tre 
cerchi  ti  compone  della  retta  aiVinfiaito  e  di  un  eerckio.  Si  costruisca  l'equa- 
liono  e  li  stndino  le  proprietà  di  quest'ultimo  cerchio. 

6.  Bìconoscere  che,  se  le  tre  coniche  appartengono  ad   uno   stesso   fasci 


la  forma  Jacobii 

§  li.' 


iB  6  nulla  identi-amtnte.  É  vera  la  propotiiione   i 
-  OoTarlante  Heaslano  di  an»  forma  n''" 


ùproca  ? 


H74.    Essendo    ora    data     l' unica    forma 
fyxy  ,  ar,  ,  ... ,  a;„),  si  consideri  il  determinante  : 

A."     fu"     ■  ■  ■     A.." 


U" 


U" 
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(formato  colle  derivate  seconde /'(^=D^Dj./)  diesi  chiama  I7/e^ 
MÌaiio  di  f.  Vogliamo  dimostrare  che  H  è  un  covariante  di  f. 
Se  poniamo  per  an  momento  : 


re  : 


onde,  se  ^  ,  r,  ,  . . .  ,  u  sono  anche  qnl  n  nuove  serie 
all'alto  indipendenti  fra  loro  e  dalla  serie  x,  si  ha  : 

D,-/,     D.^,     .  .  .     D,-/,. 

C5l...a.)-H= 

D^,    D,,f,    .  .  .     D^X 

e  moltipHcaDdo  ancora  per  (^i;  ...  io)  ; 

D,.D^-/    D,=D^/    .  .  .    D.=D^   I 


(5>l....o)^H  = 


I>,^D,-/    D^D,/ 


D.-O.J'  1 


Il  prodotto  (5)]  ...  w}*-H  6  duni^uo  un  covarianio  assoluto,  poiché 
ogni  elemento  dell'ultimo  determinante  (polare  mista  di  /)  è  un 
covariante  assoluto  [cfr.  Jirt.  1161).  Poiché  (^i;  ...  w)*  è  un  cova- 
riante di  peso  —2,  si  conelude  cosi  che  H  b  un  covariante  di /« 
che  il  suo  peso  è  aguale  a  2. 


XTote  ed  Esarciii- 


].  Dimostrare  che  la  curva  HesaUna  (H=0)  della  curva  piana  /(r,  .i, 
E,)=.0  jiassa  |ioÌ  punti  multipli  di  quast'ullima,  cioè  per  osoi  polito  i, 
X,  :  :r,  del  piano  che  soddii>fi  simultanpamoute  lo  equaiiuui  : 


;-,  =  0  ,  r,  =  0  ,  ^  -  0 

E,)^0  b  una  curvn  di  ordine  m 


rva  di  online  x-l 


bÌ  dice  la  ji  rimo  puf  or  e  del  punto  y,:<it-iit  rispetto  alla  r.urva /=0.  Si  di- 
mostri che  la  Hettiana  i  il  l»ogo  dei  punii  multipli  dellr  prime  potari 

a.  Pili  KBneralmente  ai  definisca  come  polare  k-"  (o  di  ordine  m-k>  del 
punto  V,  :  y,  :  y,  rispetto  alla  cut  va,  di  ordine  m, /[r,  ,  a-,  ,  a-))=0,  la  rnrv«: 


DV/^0. 
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Si  dimoHtl'i  che  la  Ileiiiaiia  di  una  curva  è  H  luogo  dì  quti  punti  le  cui  co- 
Huke  polari  ritptllu  alla  curea  ii  ijienano  in  dn»  rtllt. 

4.  Affinchè  Hiin  fartna  binaria  fix,  ,  ic,l,  di  ordine  in,  tia  la  patema  m"» 
di  una  forma  Untare,  è  aeeftario  s  tafficìtiite  che  li  anitulli  idtaticamenle  la 
tua  Htfiaaa. 

%  15.°  —  SlsteniR  completo  degl'IiiTarlantt  slmoltanet 
di  due  forme  quadratlcbe  n'^'. 

1175.  Siano: 

(lue  forme  quadratiche  »''"  composte  colla  serie  di  variabili  Xi , 
Xg  ,  ... ,  x„. 

Mediarne  un'opportuna  sostituzione  lineare  delle  x,  , ... ,  x„  con 
n  nuove  variabili  §,  ,  ...  ,  5„ ,  si  potrà  ridurre  (art.  1126)  la  f  alta 
somma  dei  quadrati  delle  nuove  variabili,  cosicché  ei  avrà: 

Fatto  ciò,  mediante  un'opportuna  sostituzione  ortogonale  delle 
I,  , ...  ,  5„  in  altre  «  nuove  variabili  X,  , ...  ,  X„  ,  si  potrà  ridurre 
(art.  1138)  la  seconda  forma  9  alla  somma  P,X,^  -t-  —  +  ^n^n*i  ik^I 
mentre  che,  per  1'  ortogonalità  della  sostituzione,  si  avrà   anche  : 

f=  W  +  W  +  -  +  5„'  =  X.»  +  x,«  +  ...  +  x„'. 

Pertanto:  e»iate  una  sostituzione  lineare  delle  x,  ,  .. .  ,  x„  nelle 
X,  ,  ... ,  X„  per  la  qnale  le  due  forme  quadratiche  f ,  9  ataumoiio 
la  forma: 

f=X,*+Xj»+  ...  +X/  ,   ?=?,X/+?iX,»+  ...  +?„X„*. 

1176.  Supponiamo,  per  maggiore  simmetria,  che  mediante  la  so- 
stituzione lineare  : 

m 

»«  =  Tni^i  +  Y.,»Xj  +  ...  +  T„„X„ 

le  dae  forme  quadratiche  (I)  prendano  la  forma  : 

^=A,X,*+A,X/+...+A„X„»  ,  i;=B,X,»+B,Xj»+ ...  fB„X„',  (1)' 

cosicché  resteranno  evidentemente  disponibili  altre  n  condizioni 
da  imporsi  arbilriiriamcnte  alle  Yy. 

Sostituendo  in  (1)  le  espressioni  (2)  e  identlRcando  quindi  le  (1) 
colle  (1)',  si  ottengono  per  le  t^  le  seguenti  equazioni: 

S''-^T.>Xv  =  0     ,     ^hij-dvV^^^     >     ^^-^,  <3) 

i.J  'J 
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Se  poniamo  per  brcviià  : 

a,,*,  +  ttj^g  +  ...  4  a,„a;„  =  fi{x, 
fc,i*.  +  ft.s»*  +  -  ■*  6,„aT„  =  5.(x, 
le  (J))  Bì  possono  scrìvere  : 

lfi/.{'r»  .  ìiv .  ■■■)  H  TinW-f.,  -  Y»v  .  -)  +  ...  =  0 
Yi,i7iCTiv  .  f  M  .  "0  +  ttf-ttitu  <  Yiv  .  ■•■)  +  ...  =  0 , 
d'bnde  appare  che,  fissato  a  piacere  il  valore  di  v,  dev'essere: 

ACìf.vT. )^A(T..,,T.V.-)_         ^;^ 

?.(7iv>i:ì )    ?s(i:iv .  u .  ■■■) 

Si  ha  dunque  il  sistema  delle  n  equazioni: 

(«Il  -  Àft„ìr,v  +  («1»  -  ^^iihiv  +  -  =  0 
(«..  -  ''-hù-Xiv  +  («M  ~  '^^tiÌT»  -H  ...  =  0 


(3)' 


(«,.i  -  '•^>i)Tiv+  («„»-  ^&«»)Y.v  +  -  =  0 
dal  quale  segue  : 

—  X6,,       "li  — '-^11       ■   .    ■       "in""^ 

—  X6j,     (1,4  —  À&M     .  .  .     a,„  —  ), 


-  '("„, 


-X()„, 


-i6„, 


Se  /.,  ,  5j  ,  .  - .  ,  )■„  sono  le  h  radici  di  qaest'  ultima  eiiUAzionc 
(corrispondenti  risp.  ai  vaioli  1  ,  2  ,  ...  ,  n  dell'indice  v),  le  equa- 
zioni (0)  uioltiplicate  risp.  per  -j^^  ,  y^^  ,  ...  ,  i,„  ,  sommate  quindi 
membro  a  membro  e  paragonate  colle  (3;  e  (4}  ci  danno  : 


-X,B,  =  0,  A,- JgB,  =  0,... 


-KK 


:0. 


(8) 


E(,-E,).tE,>.»-,..±B„X". 


)ì/ 


l'equazione  i7)  ordinala  secondo  le  potenze  crescenti  dì  X.  Poicbè 
il  primo  membro  di  (7)  altro  non  è  che  il  covariante  Hessiaiio 
della  foima  /■+  X?  ('*  quale  si  cangia  in  /',  +  Xtp,  por  una  trasfor- 
mazione lineare  che  cambi  f  in  /■,  e  ?  in  9,},  si  riconosce  agevol- 
mente che  (■  coefficienti  E^  ,  E,  ,  ...  ,  E„  sano  altrettanti  invarianti 
gimttltanei  delle  due  forme  fondamentali  f  «  tp. 
In  particolare: 

Eo  -2±  «..««  ■.-  «„„  ,    E,.  =5±  l'nf'ti  -  Kn  (9) 

"Uro  non  sono  che  i  loro  rispettivi  discriminanti. 

1178.  Supporremo  ora,  come  6  sempre  lecito  (art.  1175J,  ebe  bì» 
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B,=B3=...=B„=I,  cosicché  le  (8)  ci  danno  A,=^,  ,  At=ij ,...,  A„=X„ 
e  per  conseguenza  la  trasfortnazioDe  (2)  fa  prendere  ad  /  e  9  la 
forma  : 

/=),,X,''+l,Xj*+  ...  +X„X„»  ,  9=X,»+X,*+  ...+X„*.  (10) 

Se  li  =5*  fuTM  —  Tmh  ^  "  modulo  della  trasformnzione  linea- 
re (2)  cosi  determinata  ed  E'„  è  lo  stesso  invariante  £„  costruito 
per  la  trasformata  di  f,  s!  dovrà  avere,  essendo  E„  (art.  1164)  di 
peso  2  : 

E'„  =  A»-E„,     d'onde     4»E„  =  1  ,  (U) 

poiché  per  la  forma  (10)  di  9  si  ha  evidentemente  E'„  =  l. 

1179.  Ciò  premesso,  sia  ora  J(flii  ,  n,g ,  ...  ;  ftj,  ,  &,j , ..  )  nn  inva- 
riante simultaneo  qualunqne,  di  peso  i,  delle  due  forme  fonda- 
mentali f  fi  <f-  Per  la  proprietà  fondamentale  degl'invarianti  si 
avrà,  tenuta  presente  la  (11): 


(a„  ,  a,3 ,...,  a^„  ;  ft„  ,  6,, ,...,  6,„  V 
"il ,  «M  .-,  ««„  ;  hi .  hi  '•■•'  hn  \  = 
««l.ansr--i«nnì  Kl  >  Ki '->  K»  / 


(X,  ,0  ,...,0  ;  1  ,0,...,  Ov 
0  ,  Ij ,...,  0  ;  0  ,  1  ,...,  0  \ 
0  ,  0  ,...,  X„  ;  0  ,  0 1  / 


Il  secondo  mt^iubro  di  quest'eguaglianza  è  ana  funzione  Intera, 
evidentemente  simmetrica,  dello  m  radici  della  {?)'.  Essa  ci  dice 
dunque  che  ogni  invariante  simultaneo  J  (ovvero  il  suo  quadralo, 
8e  il  peso  di  J  sia  dispari)  si  può  esprimere  sotto  la  forma  : 

j^nE.,E,,..,E..,,E„)  ^_^^ 

essendo  k  un  esponente  intero  ed  P  simbolo  di  ana  funzione   in- 
tera a  coefficienti  numerici. 

1180.  Noi  possiamo  però  dimostrare  che  la  F{Eo  ,  E, ,  .  . . ,  E„) 
dev'essere  identicamente  divisibile  per  E„*.  Infatti  si  può  sempre 
scrivere  : 

F(Eo ,  E,  ,  ...  ,  E„)=E„.F,(Eo  ,  E,  ,  ... ,  £„)-fF,{Eo E„.,) , 

separando  quei  termini  di  F  che  contengono  il  fattore  E„  da  quelli 
che  non  lo  contengono;  onde  si  avrà  fi-a  le  ay  e  6^,^   l'identità: 

F,(Eo  , ... ,  E„.,)  =  E./J  -  E„.P,(Eo  ,  E,  , ... ,  EJ. 

Dalla  condizione  E„=0  imposta  alle  «y  ,  b^^  seguirebbe  dunque 
necessariamente  Fj(Eo ,  ...  ,  E„_,)=0.  Ora  ciò  è  assurdo,  poiché  gli 
n+1  invarianti  simultanei  E„  ,  E,  ,  . . .  ,  E„  sono  fra  loro   indipen- 
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denti  (come  mosirerenio  fra  poco),  cioè  possono  assumere,  dispo- 
nendo  opportunamente  delle   Ofj ,  b,^l, ,   altrettanti   valori    fissati   a 
piacere  indipendenti  fra  loro. 
Sarà  dnnqae  identicamente  (cioè  qnalunqae  siano  le  Zg  ,  z,  ,..,  z^.]): 

cosicché  la  (12)  prende  la  forma  più  semplice: 
j^F.CEq,  E.,  ...,£„) 

Procedendo  ora  allo  stesso  modo,  si  finirà  per  concladere  che 
il  covariante  simultaneo  J  $i  può  sempre  esprimere  come  una  fun- 
zione razionale  intera,  a  coefficienti  numerici,  degli  n-t-l  invarianti 

1181.  Imaf^inìaroo  di  prenderò  come  caso  particolare  : 

0(,  =  «(  ,  bff  =  Pi  ,     e  per    1 2j  :  Oy  =  iy  =  0, 

essendo  a,  , ...  ,  «„  ,  S, , ... ,  ^„  dei  numeri  arbitrari!. 

Sostitnendo  questi  valori  nel  determinante  (7) ,  si  vede  che  in 
questo  caso  si  avr&  identicamente  rispetto  a  X  : 

K(,-E,X  +  EjX«f  ...±E„X" 

=  (a.-Xp,X«,-Xp,)...(«„-XpJ 

dove: 

Scegliendo  opportunamente  le  a  e  p,  si  potrà  dunqne  fare  in 
modo  che  i  ntimeri  ^ ,  1,  , ... ,  i„ ,  e  quindi  anche  i  numeri  E^,  , 
E,  , ...  ,  E„ ,  assumano  dei  valori  fissati  ad  arbitrio,  come  resiav» 
a  dimostrare. 
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